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Unidad 1. Espacios vectoriales

Presentacion de la unidad

En tus unidades diddacticas de geometria analitica has estudiado el plano y al espacio cartesiano,
R? y R3, como conjuntos de puntos cuyos subconjuntos son lugares geométricos expresados a

través de una ecuacién o una desigualdad.

Sin embargo el dlgebra lineal nos proporciona conceptos, que a su vez son herramientas, que

permiten hacer los cdlculos de una manera mas eficiente, aunque mas abstracta.

Revisa el siguiente video donde muestra una idea a grandes rasgos de la importancia de los

conceptos del Algebra lineal para el drea de las matematicas.

Origenes del dlgebra lineal, tomada de:

IQ — Conviértete en un genio (10 de enero de 2015). Origenes del algebra lineal. [Archivo de video]

YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=A46dFgcyRvQ
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Unidad 1. Espacios vectoriales

Competencia especifica
Utilizar las operaciones entre vectores y su interpretacién tanto algebraica como geométrica en

espacios de dos y tres dimensiones.

Logros
e Analizar las diferentes maneras de expresar propiedades geométricas y su
interpretacion.
e Desarrollar habilidades para traducir entre varias maneras de describir propiedades
geométricas por medio de graficas, palabras, una notacién vectorial y una notacion en

un sistema coordenado.

1.1. Vectores

Has notado que, en los juegos de dispositivos electrdnicos, peliculas animadas, el desplazamiento
de los barcos, aviones y otros elementos donde se involucran la Velocidad, aceleracion o fuerzas,
estan inmersos los vectores, los cuales tienen una inferencia directa en cada una de ellas.

Podemos ver a los vectores de dos maneras: geométricamente o algebraicamente.

1.1.1. Punto de vista geométrico

A través de este video, observaras los elementos de un vector: direccidn, sentido y mddulo,

llegamos a la mencién que:
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Unidad 1. Espacios vectoriales

Geométricamente un vector se define por una magnitud y una direccion.

TS 4 oo = oo
Elementos de un vector: direccidn, sentido y médulo tomado de:
Estudiia (18 de febrero de 2013). Elementos de un vector: direccién, sentido y médulo [Archivo

de video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=guk7RQY2rlY

La magnitud del vector A se denota como |A| o||4]|. En este contenido usaremos la notacién || ||
para diferenciarlo del valor absoluto | |. También se llama longitud, o norma, o médulo. Escalar

un vector significa cambiar su longitud por un factor escalar. Por ejemplo,

Figura 1. Vector y matrices

Como usamos numeros para escalar un vector nos referiremos a los nimeros reales como
escalares. En el video anterior mencionan un.sentido, sin embargo éste puede estar dado

simplemente por el signo del escalar que multiplica a un vector, que puede ser1 o —1.

Para sumar vectores geométricamente se colocan extremo con inicio y en cualquier orden: Suma

grafica de vectores. De la misma manera se restan los.vectores, sumando A + (—B), por ejemplo.

Esta descripcidn de la suma es llamada ley del paralelogramo.
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Figura 2. Vectores, determinantes y planos

Unidad 1. Espacios vectoriales

Revisa el siguiente video donde se explica estas dos operaciones:

. Loy

| raxs . -

anF .es

www.miprofesr .

> i  o003/633

Sumar vectores en fisica- Método grafico tomado de:
Mi tutoria Virtual (12 de mayo de 2012). Suma de Vectores — Método Grafico — Concepto

Basico. [Archivo de Video]. YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=qvw7j9eKGdg

1.1.2. Punto de vista algebraico

Veamos ahora a los vectores desde el punto de vista algebraico. De manera convencional en un
sistema de coordenadas etiquetamos al origen con 0. En el plano O = (0,0) y en el espacio O =
(0,0,0). En el plano XY colocamos el inicio de A en el origeny su extremo estara en el punto con
coordenadas (a;, a,). De esta manera las coordenadas de la punta determinan al vector A.
Cuando dibujamos A en el origen nos referimos a él como un vector en el origen. Usando las

coordenadas escribimos:
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Unidad 1. Espacios vectoriales
A =(ay,a;)

para diferenciarlo del punto (a4, a,), aunque en muchos textos se usa la misma notacion para un

punto y para un vector. La suma se representa graficamente como sigue:

)
'[ﬂl ' Cbz}

2]

=

(d] 5] i
Figura 3. Suma de vectores

Los vectores i y j tienen coordenadas i = (1,0) y j = (0,1), y se llaman vectores candnicos.
También se usa la notacion T y j y en ocasiones puedes encontrarlos nombrados como
ej;ye, 08é;yé&,.Enelespacio los vectores candnicos soni = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1).
Entonces un vector en el origen al punto (a4, a,) puede escribirse como (a4, a,) = a,i + a,j.
Para A = a4i + a,j, a, y a, son escalares y se llaman componentes iy j de A. El vector P = OP

es el vector del origen al punto P. A veces no se usa la flecha y simplemente se escribe en negrita:

P, es decirP = P.

Para los vectores A = a4i + a,j y B = b,i + b,j tenemos las siguientes reglas algebraicas.

Magnitud: |A| = \/a,? + a,? (Teorema de Pitagoras).

Adicion: A+ B = (a1 + bl)i + (az + bz)j, esto es (al, az) + (bll bz) = (a1 + le a, + bz)
Resta:4 — B = (a1 - bl)i + (az - bz)j, esto es <a1, az) - <b1' bz) = (a1 - bl' a, — bz)

Escalar: A4 = A(a i + a,j) = Aa,i + Aa,j, esto es A{aq, a,) = (Aaq, Aay)

Las figuras conectan estas reglas al punto de vista geométrico.
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Unidad 1. Espacios vectoriales

i3

Figura 4. Vista Geométrica

1.1.3. Vectores en tres dimensiones

Andlogamente, representamos un vector tridimensional como una flecha en el espacio. Usando
coordinadas necesitamos tres numeros para representar al vector

A ={a,y,a,,a3)

(@1, a2, az)

*1/

Figura 5. Representacion del vector

Geométricamente nada cambia para los vectores en el espacio, se escalan y se suman
exactamente como en el plano. Algebraicamente también es andlogo, de manera que tenemos
al vector

(ai,a,,a3) = a i+ aj+ ask
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Unidad 1. Espacios vectoriales

Para la suma de A = (aq,a,,a;) y B = (b, by, b;) tenemos que (a,, a,,as) + {(by, by, b3) =

(aq + by, a; + by, az + bs). En cuanto a la magnitud, también se sigue del Teorema de Pitagoras:

llayi + azj + azkll = l{ay, a5, as)ll = Va;? + a2 + az?
Se puede ver en la siguiente figura que 7 = \/a 2 + a,2 y |A| = /T2 + az?=y/a,% + a2 + a2
(a1, a9, a3)
| A

Figura 6. Representacion de vectores

En el siguiente video puedes ver que la distancia entre dos puntos en el espacio es lo mismo que

el médulo del vector cuyos extremos son esos dos puntos y algunas propiedades de la distancia.
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Unidad 1. Espacios vectoriales

Distancia entre dos puntos en el espacio tomado de:
estudiia (7 de febrero de 2013). Distancia entre dos puntos en el espacio. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=gLD3wWcF6eA

1.1.4. Vectores unitarios, tangentes y normales

Un vector unitario es cualquier vector con magnitud uno. Cuando queremos indicar que un
vector es unitario usamos la notacién que usamos para los vectores candnicos, que son

unitarios: U. Cualquier vector puede reescalarse para ser unitario. Por ejemplo, el vector
. { 1 3 4 .
unitario paralelo a (3,4) es 5(3,4) = (E + E)’ pues |[(3,4) || = 5 y son paralelos pues tienen la

misma direccion.

En general dos vectores son paralelos si son multiplos escalares no nulos uno del otro y

cualquier vector expresado como A/|A| es un vector unitario.

Un vector es tangente o normal a una curva en un punto si es paralelo o normal a la recta

tangente a la curva en ese punto.

Observa que todas estas definiciones pueden extenderse a n-adas ordenadas, es decir a

elementos de R™, con n un nimero natural, un espacio cartesiano de dimension n.

Hasta ahora hemos utilizado varias notaciones para un vector:

e Una letra mayuscula en negrita: 4
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e Una letra mayuscula con una flecha arriba: P

e Una letra mindscula en negrita o con diéresis para los vectores unitarios: U
Pero también pueden utilizarse las siguientes notaciones:

» Una letra minudscula con una barra arriba o con una flecha: @, v

= Cualquiera de las anteriores con un subindice, que es util cuando operamos con mas de

dos vectores: Ay, P4, Uy, V4.

1.2. Espacios y subespacios vectoriales

1.2.1. Espacio vectorial

En el ejemplo anterior, en la Ultima operacidn estamos usando una propiedad que cumplen los
espacios vectoriales. Aunque es posible que no estés familiarizado con este concepto, conoces

varios ejemplos de espacios vectoriales.

1. En Fisica las fuerzas se representan con vectores como los definimos desde un punto de

vista algebraico: Vectores y magnitudes vectoriales, la suma de dos vectores representa

la fuerza resultante de aplicar dos fuerzas en distintas direcciones.

Figura 7. Fuerza resultante de dos fuerzas en distintas direcciones
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2. Las funciones polinomiales pueden expresarse como la suma de funciones, por
ejemplo:f(x) = 4x3 + x? — 8x puede descomponerse como la suma de las funciones

g(x) = 4x3, h(x) = x? yi(x) = —8x, es decir f(x) = g(x) + h(x) + i(x).

3. Finalmente, como ya hemos mencionado, en geometria analitica estudiamos al planoy a
los espacios cartesianos, R? y R3, como conjuntos de puntos cuyos subconjuntos son
lugares geométricos expresados a través de una ecuacién o una desigualdad, sin
embargo también son espacios vectoriales. Los elementos del plano y del espacio son
pares y triadas ordenados respectivamente, que se pueden sumar y multiplicar por

escalares, y estas operaciones tienen un significado geométrico.

Estos tres ejemplos mostrados satisfacen las condiciones que cumple un conjunto para ser un

espacio vectorial. Esta es su definicién:

Un conjunto V, cuyos elementos llamaremos vectores, es un espacio vectorial si en el
conjunto estan definidas dos operaciones:
i.  Suma, denotada por +, que asigna a dos vectores & y U un nuevo vector U + v.
ii.  Producto por un escalar, que asigna a un numero real A, llamado escalar, y aun vector
i un nuevo vector denotado por Au.
Estas operaciones deben satisfacer las siguientes condiciones:
1. V escerrado bajo la suma, es decir que la suma de dos vectores es un vector: siempre
queuyvenV, u+vev,
2. Lasuma es asociativa, es decir que para cualesquiera tres elementos de V: uy, Uy,
uz €V, (U +uz) +uz =u; + (Uz + u3)
3. Existe un elemento neutro, es decir que para cualquier 7 € V,30 € V talque 0 + 7 =
74+0=7
4. Cada elemento enV tiene inverso (respecto a lassuma), es decir que paracada v € V

existe —V € Vtalque—v+ v =0+ (—9) = 0

UnADM | DCEIT | MT | MCVV1 12



Unidad 1. Espacios vectoriales

La suma es conmutativa, es decir que para cualesquierau; yu, €V, u; +u, =u, +

Uy

6. V escerrado bajo el producto por un escalar, es decir que para cualquier A € Ry v €
V,AvevV

7. El producto por un escalar es distributivo con la suma, es decir para cualquier A € Ry

Uy, U; €V, A(Uy +Uz) = up + AU

8. El producto por un escalar distribuye la suma, es decir que para cualquiera A, € Ry
vEeV,
A+ v =Av+ uv.

9.

El producto por escalares es asociativo, es decir que para cualquiera A, u E Ryv €V,
Au(v) = A(uv)

10. Existe el neutro para el producto por un escalar: para cualquierv €V, 1v = v

FIMecion VECTORIALES

Ton v mmate V ee s, bt g 67

Vs onfindus 2 opmeon.
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Ipmbie o pde VieV, TaaR —a 826
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Espacios Vectoriales 1 tomado de:
Profesorl0demates (20 de septiembre de 2012). Espacios vectoriales 1 que es un espacio vectorial.

[Archivo de video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=q61QJA8qvok

Observa en el video que los vectores, en términos de un elemento de un espacio vectorial, no
necesariamente tiene como representacion geométrica una flecha. Entonces la definicion que

dimos en la seccidn anterior se refiere'a los vectores como elementos del espacio vectorial R? o
]RB
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1.2.2. Subespacio vectorial

Hay subconjuntos propios del espacio vectorial que son en si un espacio vectorial, ¢ puedes
pensar en algun ejemplo? ¢Los ejes coordenados constituyen cada uno un espacio vectorial?
éLos planos XY, YZ y ZX son espacios vectoriales? Pero no cualquier subconjunto del espacio
vectorial lo es, por ejemplo ¢una recta que no pasa por el origen puede ser un espacio vectorial?
La respuesta es no, pues no tiene elemento neutro. ¢Un circulo o una parabola son espacios

vectoriales?

Un subconjunto U del espacio vectorial VV es un subespacio vectorial de V si U es en si mismo

un espacio vectorial bajo las operaciones de V.

Revisa el siguiente video sobre ejemplos de subespacios vectoriales.

TareasPlus  sybespacios vectoriales

www.tareasplus.com

Ejemplos de subespacios vectoriales tomado de:
Tareasplus (10 de mayo de 2013). Ejemplos de subespacios vectoriales:Parte 1. [Archivo de

video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=z4-Ki7Bdh4w

Todas las condiciones que se cumplen para todo elemento de V son de por si heredadas a U por
ser un subconjunto de V, por lo tanto, para comprobar que un subconjunto de V es un
subespacio vectorial sélo hay que comprobar dos condiciones:

1) U no esvacio, y

2) paracualquierad,u € RyuyvenV,Au+uv € U.
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Ya habiamos mencionado que dos vectores son paralelos si son multiplos escalares no nulos
uno del otro. De hecho cualquier subconjunto U formado por todos los multiplos de un vector

no nulo, es decir U = {A%i|it # 0, A € R}, constituye un subespacio vectorial de V:

e el vector 0 esta en este conjunto si tomamos A = 0 por lo que A7 = 0 paratodo ¥ €
U c V, ademads hay al menos un vector no nulo en el conjunto, del que todos los demas
elementos son multiplos.

e (a,b,c)esunvectoren U, entonces un multiplo de una combinacién lineal de un
elemento de U es a(A{(a, b, c)) + B (u{a,b,c)) = ala,b,c) + Bula,b,c) =
(ad + Bu){a, b, c) € Uy que verifica la condicién 2).

De hecho el conjunto U es una recta que pasa por el origen y podemos denotarla como Lg p ¢y,

pues esta generada por este vector. Mas adelante abundaremos mas en el término generar,

pero no pierdas de vista el hecho de que la recta es un espacio de dimensién uno.

1.2.3. Combinacion lineal

La expresiéon Au + uv se llama combinacion lineal de los vectores 4 y U. En general:

Una combinacion lineal de vectores de V es un vector de la forma
/1117_1 + sz_z + cee + Anﬁ,
donde A; E Ryv, €Vparai=1,2,3,..,n.

En este video puedes ver uno ejemplos relacionados a combinacion lineal:

UnADM | DCEIT | MT | MCVV1 15
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Espacios vectoriales 2 tomado de:
ProfesorlOmates (20 de septiembre de 2012). Espacios vectoriales 2 combinacién lineal de

vectores. [Archivo de video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=pGwhr3j0Zx4

El conjunto de todas las combinaciones lineales de dos vectores no nulos y no paralelos i, v €
R3, es decir U = {1 + uv|t,7 # 0,% # av Va € Ry 4, u € R}, es un subespacio vectorial de
R3:
e U # (@ porque contiene dos vectores no nulos de R3, pues cuandoA =1yu =0,% € U,
ysil=0yu=1,veU.
e Una combinacion lineal de combinaciones linealesde 1y 7 es a(A,u + u ) +
B (A, + u,v) que también es una combinacion lineal: (ad,u + au V) +
(B + Bu,v) = (ad, + BA)u + (ap, + Bu,)v y por lo tanto también es un

elemento del conjunto U.

El conjunto U de hecho es un plano que pasa por el origen, y podemos denotarlo por Py 3 pues

estd generado por estos dos vectores.

1.2.4. Independencia lineal

Ya vimos dos ejemplos en los que todas las combinaciones lineales de un vector y de dos
vectores generan un espacio de una dimension y de dos dimensiones respectivamente. De
hecho esto siempre ocurre si los vectores cumplen estas condiciones: los vectores son no nulos

y no son paralelos entre si, entonces estos vectores generan un espacio cuya dimension es el
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numero de vectores no paralelos de los que se toma la combinacién lineal. Es decir que el
conjunto
A = {0V + 2,05 + -+ 4|7, 0,9, #ap Va € Ry Vi,j=1,2,3,..,k,con}; € Rk
<n}

es un subespacio vectorial de R™ de dimension k y esta generado por vy, Uy, ..., Uy

Se dice que un conjunto de vectores no paralelos forman un conjunto linealmente

independiente. Veamos la definicidon:

Un subconjunto U = {vy, V5, ..., U, } de un espacio vectorial V es linealmente
independiente si para que se cumpla la igualdad 2,77 + 2,75 + - + 4,7, = 0 tiene que
pasarque A, = A, =+ = A, = 0, es decir que todos los coeficientes en la combinacidn

lineal de los vectores son cero.

Esto es equivalente a decir que
e U eslinealmente dependiente si pasa que 1,77 + 4,75 + - + 4,7, = 0 y al menos
uno de los coeficientes es igual a 0, A; = 0 para algun i.
e ninguno de los vectores en el conjunto se puede representar como una combinacién

lineal de los restantes.

El siguiente video te muestra algunos ejemplos sobre combinacidn lineal, especificamente sobre

dependencia e independencia lineal.

&h ,“;'.\;t
TR
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Combinacidn lineal tomado de:
Professor.ingeniero (17 de septiembre de 2012). 3.1. Combinacion lineal: dependencia e
independencia lineal. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=hEwMcCd-570

Un conjunto que es linealmente independiente y que genera un espacio vectorial se llama base.
La base candnica (formada por vectores de magnitud uno) de R3 es {i, j, k}. Esta base ademas
es ortogonal, pues los vectores que la conforman son perpendiculares. Una base que es

ortogonal y sus elementos son unitarios es una base ortonormal:

El siguiente video muestra de manera grafica lo mostrado en la definicién.
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Base vectorial tomado de:
Professor.ingeniero (18 de septiembre de 2012). 4.1. Base Vectorial. [Archivo de video]

YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=QWFk9nT5fBk

1.3. Productos

En R podemos definir una suma y un producto entre sus elementos, y estas operaciones tienen

sus operaciones inversas, restar y dividir. En espacios vectoriales también definimos-una suma,
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sin embargo el producto no es un producto entre sus elementos sino entre un escalar, es decir
un numero real, y los elementos del conjunto. Sin embargo podemos definir algunos productos
entre vectores de R? y de R3, aunque no cumplen con todas las propiedades del producto en

un campo.

1.3.1. Producto punto

El producto punto, o producto escalar, entre los vectores il = (U, Uy, U3) Y U = (Vq, Uy, V3)
estd dado por

u-v= uqvq + Uy Vo + u3173

Observa que las entradas de esta operacién son vectores y la salida es un escalar. Si aplicamos la
ley de los cosenos al siguiente triangulo, en el que w = © — v, obtenemos:

w2 = ll@ll? + 1211> — 2llzll7]l cos 6, entonces 2||ul|[|?ll cos 6 =

2
Nall> + 1z 12 = lwll 2. Como  |lall® = yus? + up? + u,? y
analogamente para ||7 ||? v ||W|| 2, donde las coordenadas de w estdn

dadas por (u; — v;,u; — v, u3 — v3), desarrollando y simplificando

obtenemos que

Figura 8. Producto punto o ”a”2 + ”77”2 - ”V_VHZ = Z(ulvl +uv; + u3v3)

escalar y por lo tanto ||z||[|7]| cos @ = u v + uyvy + Uz = U T
Es decir

u-v = ||ull||7|]| cos @

Revisa los siguientes videos que te ayudaran a profundizar sobre los temas que has revisado.
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Producto escalar o producto punto tomado de: Producto escalar de dos vectores en el
Canal Mistercinco (20 de septiembre de 2013). espacio tomado de:
Producto escalar o producto punto. Vectores Estudiia (20 de enero de 2013). Producto
(1/5) matematicas Mistercinco. [Archivo de escalar de dos vectores en el espacio.
video] YouTube. Propiedades. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=80EIllQgiyNl https://www.youtube.com/watch?v=bAxlqgr

EhHeY

Vectores en el espacio | ejercicio 3. tomado de:
Estudiia (20 de enero de 2013). Vectores en el espacio | ejercicio 3. Producto escalar.

Propiedades. [Archivo de video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=2PJDDsLgRDc

Observa que de esta expresion podemos deducir el angulo entre dos vectores:

u-v
0 = cos™t (T)
|zl ol
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En el siguiente video puedes ver algunas observaciones sobre la expresién que dimos.

Angulos entre dos vectores tomado de:
. Estudiia (20 de enero de 2013). Angulo entre dos
0 vectores en el espacio. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=gB6Q7rxM3d0

de entre las cuales vale la pena mencionar la siguiente:

El producto escalar de dos vectores no nulos resulta cero si y sélo si estos dos vectores son

ortogonales, es decir que el angulo entre ellos es de i /2.

e g 0.8.-04 b/
Puedes verificar esto a partir de la segunda definicidon, pues cos- = 0.
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Los siguientes ejemplos que se muestran en los videos

> o oo @ oo
Vectores en el espacio | ejercicio 10. tomado de:
Estudia (20 de enero de 2013). Vectores en el
espacio | ejercicio 10. Angulos entre dos vectores
en el espacio. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=FjwSKiQ2ul

M

Condiciones de paralelismo o

perpendicularidad de vectores en el plano

Vectores paralelos y perpendiculares
tomado de:

Estudiia (18 de febrero de 2013). Vectores
paralelos y perpendiculares entre si.
[Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=r J5z6

gAMzE

Vectores paralelos, punto medio, puntos

alineados en el espacio tomado de:
Estudiia (20 de enero de 2013). Vectores
paralelos, punto medio, puntos alineados en el

espacio. [Archivo de video] YouTube.

Vectores en el espacio | ejercicio 9 tomado
de:

Estudiia (20 de enero de 2013). Vectores en
el espacio | ejercicio 9. Vectores paralelos,

punto medio y puntos alineados. [Archivo

UnADM | DCEIT | MT | MCVV1
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https://www.youtube.com/watch?v=Gqg3fyrzZt2y | de video] YouTube.

W https://www.youtube.com/watch?v=FQWES5

x1CkNw

En estos videos se ha mencionado el concepto de proyeccion. En este video puedes ver la

definicién y un ejemplo de la Proyeccidn ortogonal de vectores en el plano. Un caso particular

es la proyeccién de un vector en el origen sobre el eje X o sobre el eje Y, 0 mas precisamente
sobre los vectores candnicos i 0 j, que tienen mdédulo 1. Ademas esto se puede generalizar a
vectores en el espacio, donde la proyeccion de un vector sobre otro puede interpretarse como

la fuerza efectiva en la direccién de v si el vector representa una fuerza F.

Longitud = [F[cos@

Figura 9. Fuerza F

Entonces
v = [|Fll cos 6 =
Projpv = cos B = ——
1Al

Finalmente puedes ver una aplicaciéon importante del producto escalar en:

Mistercinco presen’m. "

- APLICACION PRoDUCTO ESCALAR:
'.— "TRABAJO"
BE==EE

2 ¥
/’u‘\
> w4 ooez =

Trabajo producido por una fuerza tomado de

UnADM | DCEIT | MT | MCVV1 23


https://www.youtube.com/watch?v=Gq3fyrZt2yw
https://www.youtube.com/watch?v=Gq3fyrZt2yw
https://www.youtube.com/watch?v=FQwE5x1CkNw
https://www.youtube.com/watch?v=FQwE5x1CkNw
http://www.youtube.com/watch?v=S2Ri8FaP7zo&index=8&list=PLVEkI8DcwbMtXW1Ug8HklcTKLzoiDVn2F

A

= é
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Canal Mistercinco (26 de septiembre de 2013). Trabajo producido por una fuerza. Producto
escalar. Vectores (3/5) matematicas Mistercinco. [Archivo de video] YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=uqTOWc4lgt4

1.3.2. Producto cruz

El producto punto estd definido para vectores en R? de la misma manera que como lo hicimos
para vectores en R3. Por el contrario, el producto cruz, o producto vectorial sélo estd definido
para vectores en R3. Para definirlo veamos antes un concepto necesario para ello, el de

determinante.

Un determinante de 2 X 2 se denota y se define por:

a bl
=ad — bc
|c d
Un determinante de 3 X 3 se denota y se define por:

a; a; 4as

b, b b, b b; b
by b, bs|l=aq, Cz c3 —a, cl c3 as cl Cz
¢ C C 2 €3 1 C3 1 G

Para profundizar en el tema de determinantes, revisa los recursos interactivos, paginas web y

un video.
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< eoGebra a b
Determinantes 33 El determinante |C d| expresa el area del

5 1 4 paralelogramo generado por los vectores {(a, b) y

2 1 3

o 0 2 (c,d).

€« Geaepra
lelograr etel e (=
. k)a a
Determinantes 3x3 =

No profundizaremos mas en el tema
ademads de mencionar una propiedad

geométrica de cada uno de estos

determinantes:
Area paralelogramo determinado por dos vectores

a; a; as
e Eldeterminante [by b, b3| expresa el volumen del paralelepipedo generado por los

vectores (a,, a,, as), (by, by, b3) y {cy, c,, c3). Puedes ver un ejemplo en

W & vowep dd fﬁﬂaﬂﬁ&ffped@ oyl il ap [y velory

(3, (97 y ¥ (09

Volumen del paralelepipedo tomado de:

Lasmatematicas.es (5 de agosto de 2009). Volumen del paralelepipedo con aristas tres vectores.

[Archivo de video] YouTube. https://www.youtube.com/watch?v=IYoWG9SNel4

El producto cruz, o producto vectorial asocia a dos vectores i y ¥ en R3 un nuevo vector I X ¥

de la siguiente manera:
U X U = (Uq, Uy, Ug) X (U1, Vp, V3) = (UpV3 — VpUs, UsVy — U V3, UsVp — UpVy)
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Observa que
Uy Uj ~Ur Uz ~|Ur Uy
1% U3 | = |7-71 U3 | | |

(UpV3 — VoU3, U3V — Uy V3, U Uy — UpVq) = 1

it J k
=Ju; U Us
U1 Uy V3

Mira sus propiedades y algunas observaciones en Producto vectorial de dos vectores en el

espacio. Propiedades. Este determinante también tiene una interpretacion geométrica, es el

area del paralelogramo determinado por los vectores i y 7. Veamos un ejemplo en Area de un

paralelogramo formado por dos vectores.

Hay una ultima propiedad que no se muestra en el video y es la siguiente:
lz x o|| = llullllv]l|sen 6]
@v)? )

que se comprueba utilizando la siguiente identidad: sen?6 = 1 — cos?0 = 1 — (Ilﬁllzllﬁllz

En Vectores en el espacio | ejercicio 5. Producto vectorial se comprueban las propiedades del

producto vectorial con vectores especificos.
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1.3.3. Triple producto escalar

El triple producto escalar de tres vectores &t = (U, Uy, Uz), U = (Vq, Uy, V3) Y W{Wy, W5, W3) en

R3 se define y se denota como sigue:
U Us

Uy, V3 vy U3 V1 172|
Wy W, W3

t W W3|_u2|W1 W3| U3 Wy Wy

S|

[4,0,Ww] =@ D X

El triple producto escalar también es nombrado producto mixto. En Producto mixto de tres

vectores en el espacio puedes ver una interpretacion geométrica, que de hecho ya habiamos

mencionado antes. Finalmente puedes ver sus propiedades en Producto mixto en el espacio:

propiedades. Podemos agregar una propiedad a las cuatro explicadas en el video anterior, que
seria que el producto mixto expresa el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores U, V' y w. Puedes ver un ejercicio resuelto de cémo calcular el producto mixto dados

tres vectores en Vectores en el espacio | ejercicio 7. Producto mixto.
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Cierre de la unidad

En esta unidad hemos estudiado los espacios vectoriales y sus propiedades, los elementos que

los conforman llamados vectores y algunas operaciones que se pueden hacer entre ellos. Es

importante saber y conocer las operaciones que se pueden realizar con vectores asi como sus

propiedades, conocer las demostraciones correspondientes a las propiedades de los vectores y

los escalares. El espacio vectorial es un concepto sencillo pero con mucha utilidad, los espacios

vectoriales son la base para el estudio del dlgebra lineal y el calculo vectorial.

Aprendo observando

Estos videos son complementarios. Puedes ver los subtitulos presionando sobre el icono CC.

Tomados de Soporte Vital México (2013), mapacheplus (2008), Tareasplus(2011) y estudiia

(2011). (Archivos de video) recuperados de:

iy _Alre frio
[y
-«

§ Aire calido

éQué es un Frente Frio?
Soporte Vital México (26 de diciembre de
2013). ¢Qué es un frente frio? [Video]
YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=egTRnzr

La revolucion matematica

Mapacheplus (12 de septiembre de 2011). La
revoluciéon matematica. [Archivo de video]
YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=RnW7m

wCFk

Seve = b

=
©:5er ’(e—y

H6]SEM
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http://www.youtube.com/watch?v=wPQcA42XwGk
http://www.youtube.com/watch?v=RnW7mH6jSEM

Unidad 1. Espacios vectoriales

Definicion de vector
Tareasplus (17 de diciembre de 2012).
Definicidn de vector. [Archivo de video]

YouTube.

https://www.youtube.com/watch?v=wPQcA

42XwGk
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