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Unidad 3. Transformada de Laplace

Presentacion

En la primera y la segunda unidad aprendiste a utilizar los principios de ecuaciones diferenciales
para resolver una ecuacién diferencial ordinaria mediante varias técnicas de derivacion vy,
también, a utilizar métodos algebraicos para resolver ecuaciones diferenciales lineales por
medio de una ecuacidén caracteristica. En esta tercera, unidad, aprenderas a utilizar las
propiedades de la Transformada de Laplace para determinar una ecuacién diferencial en un

problema algebraico mediante las operaciones de derivacidn.
¢Para qué necesitamos la Transformada de Laplace?

Si analizamos el comportamiento dindmico de algunos procesos en la vida cotidiana (por
ejemplo: controlar temperatura y humedad en un edificio, o el andlisis de la suspensién de un
automovil) puede representarse de manera aproximada por el siguiente modelo general de

comportamiento dindmico lineal:

d"y(t) d"y(t)
I gen T 01" g

+ -+ apy(t) = x(t)

La transformada de Laplace es una herramienta matemdtica muy util para el analisis de
sistemas dindmicos lineales; por ejemplo: en la transportacién para controlar el movimiento de
un vehiculo de un lugar a otro de manera segura, o en la industria, para controlar el proceso de
manufactura. Ademas, permite resolver ecuaciones diferenciales lineales mediante una
transformacidon en ecuaciones algebraicas y es una herramienta muy util para resolver
problemas que generan ecuaciones diferenciales muy complejas, que a menudo son dificiles de
resolver. Este tipo de ecuaciones se origina durante el estudio de circuitos electrénicos,

circuitos eléctricos y sistemas de control.
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Competencia especifica

Utilizar las propiedades de la transformada de Laplace para resolver una ecuacion diferencial

mediante métodos algebraicos.

Logros

e Identificar las propiedades de Laplace para resolver sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales con condiciones iniciales en el origen.

Unidad 3. Transformada de Laplace

3.1. Definicién de la Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién definida para t > 0; entonces la integral

e}

b
L) = [ e fode = Jim [ et r@de

0

Representa la Transformada de Laplace de la funcion f (t)
Es decir se hace una transformacidn de una funcién “f” que depende de “t” a otra funcién “F”

gue depende de “s”:

LU (O} = F(s)

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 3
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Ejemplo:

Calcular la Transformada de Laplace de la funcién f(t) = 1

z:{1}=f e~st(1)dt = "S _

PR
00 st 1
S

Por lo tanto se tiene que

L1} = %

Ejemplo 2:

Calcular la Transformada de Laplace de la funcién f(t) = e*t

(o]

o0 —ets—9 *® 1

—st 4—tdt — —t(S—‘l-)dt — —
¢ ¢ ,[; ¢ s—4 s—4

|

0
Por lo tanto L{e*t} = ﬁ

Como la Transformada de Laplace se obtiene a través de una integral, entonces debe cumplir
con las mismas propiedades de las integrales. Por lo tanto, una primera propiedad de la

transformada de Laplace sera la linealidad, es decir;

L{af (&) + bg(t)} = aL{f (1)} + bL{g(t)}

3.1.1. Condiciones de existencia de la transformada de Laplace

Si queremos obtener la Transformada de Laplace de funciones como f(t) =% o f(t) =

2 o . .
e'“observaremos que la integral no converge, es decir, no existe la transformada de Laplace.
Para resolver este tipo de problemas se necesitan condiciones necesarias para garantizar que la

transformada de Laplace exista, dichas condiciones son:

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 4
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Unidad 3. Transformada de Laplace

a) Lafuncién f(t) debe ser continua por tramos en el intervalo t > 0 (esto significa

que la funcién puede tener saltos de continuidad).

b) La funcidn f(t) debe ser de orden exponencial parat > T
_ Lo ) / _
) / | /

-4

Figura 1. Grafica de una funcién que es continua por tramos.

A continuacién se analizaran las funciones f(t) = t, f(t) = e~ty f(t) = 2 cos t mediante sus
graficas, y se comparardn con la funcién exponencial en un mismo sistema de ejes coordenados

para ver si son de orden exponencial o no.

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 5



Unidad 3. Transformada de Laplace

Figura 2. Grafica de f(t)=ty f(t)=e”(-t)

v1-
y=e"-t y=e™t

.75

25 /

5 -3.75  -2.5 -1.25 1.28 2.5 3.75

-3.75

Figura 3. Grafica de las funciones.

()=, f()=¢"
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Figura 4. Grafica de las funciones f (t) =€ y f (t) =2cost

Observamos que las funciones f(t) =t, f(t) = e~y f(t) = 2 si cumplen con las condiciones
de existencia de la Transformada de Laplace, ya que las tres funciones son continuas por tramos
en el intervalo t > 0; ademas, son funciones de orden exponencial porque las tres funciones

t
crecen mas lento que f(t) =€ al encontrarse por debajo de ella.

q 0.4 g 2 q P 2.f
En cambio, una funcién del tipo f(t) = e*"no es de orden exponencial ya que crece mas rapido

que la funcién exponencial y se encuentra por encima de ella, como se observa en la fig. 4:

Por lo tanto, L{et2 } no existe.

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 7
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Unidad 3. Transformada de Laplace

_2 . ¥=2COst .

Figura 5. Grafica de y=e/ (t"2 ) y y=e/t

3.2. Propiedades de la transformada de Laplace

A continuacidon se muestra una tabla de transformadas de funciones basicas, la cual nos ahorra
tiempo en el proceso de calculo y las cuales puedes comprobar utilizando la definicion de la

transformada.

a) L{c}= g, donde ¢ es una constante

b) L{t"}= S:L
o) L{e*}= ﬁ
d) L{sin(kt)} = #

e) L{sinh(kD)} = o

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 8
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Unidad 3. Transformada de Laplace

f) L{cos(kt)} = ——

Kk2+s2

g) L{cosh(kt)} = ——

k2—g2

Ejemplo:

Determinar la transformada de la funcién f(t) = t? + 6t — 3

L{E? + 6t — 3} = L{t?} + 6L{t) — L{3} = — +

s3

Ejemplo:

Determinar L{f (t)}, donde f(t) = sin(2t) + cos(2t)

6 3

s s

S

L{sin(2t) + cos(2t)} = L{sin(2t)} + L{cos(2t)} = 2 2

Ejemplo:
Determinar la transformada de la funcién f(t) = sin®t

Recuerda que

1 + cos(2t
2
1 2t
L{sin?t} = L {E} +L {Cosg )}

Ejemplo:

Determina el valor de f(t) = sinh(5t) + cosh(3t)

+
+5s2 4 +5s?

S

L{sinh(5t) + cosh(3t)} = L{sinh(5t)} + L{cosh(3t)} = >

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1
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3.3. Transformada de Laplace de funciones a tramos

Unidad 3. Transformada de Laplace

Para calcular la transformada de Laplace de funciones a tramos es necesario calcularla por la

definicidn, para entender mejor este proceso veremos el siguiente ejemplo:

Determinar L{f (t)} para la siguiente funcién por tramos:

00 0<t<3
f(t):{4, t>3

Usando la definicion de la transformada se tiene:

3 oo
Oe‘“dt+f 4e~Stdt
3

£f@) = |

0

Resolviendo las integrales:

oo 4 _
=—e€
3 S

3t

L) =0 e

Un aspecto importante que debes de notar es que la transformada de Laplace es un operador,
es decir, toma funciones de la variable t y da como resultado funciones en la variable s
(L{f ()} = F(s)), por esta razon surge de manera natural la pregunta ¢Existird un operador
parecido al operador de Laplace que tome funciones en la variable s y entregue funciones en la
variable t? O dicho de otra manera, ¢éLa transformada de Laplace tiene inversa? La respuesta a
estas cuestiones es afirmativa, es decir, si existe la transformada inversa de Laplace, sélo que
las herramientas para definirla escapan de este curso, por tal razén sélo diremos como actua y
como realizar operaciones con ella, en particular se tendrd que es lineal en el mismo sentido de

la transformada de Laplace. La transformada inversa de Laplace sera representada por

L7YF ()}

Para entender la transformada inversa pensemos en la siguiente idea, si L{f(t)} = F(s),

entonces L~{F(s)} = f(t). Consideremos el siguiente

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 10
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Ejemplo:

Sea f(t) = t?, entonces

2
LF©O) = L2} = 5 = F(5)

Por lo tanto

@) = ) = = )

De esta manera si observas bien de la tabla anterior se pueden deducir de manera muy simple

la transformada inversa de las funciones involucradas ahi.

Aunque hay que hacer una mencién mas, el cdlculo de transformadas inversa es un poco mas
complicada e interesante que las transformadas directas (L{f (t)} = F(s)) veamos este hecho

con un par de ejemplos.
Ejemplo:

Calcular la transformada inversa de la funcidn

1
F(s)=—=
S4-
Como puedes observar esta funcién no aparece en la tabla, pero se parece mucho a la funcién

n!
sn+1

= F(s), la cual si tiene inversa directa cuando n = 3, de hecho la diferencia entre estas

dos funciones es una constante, por esta razén a nuestra funcién original la multiplicaremos

por 1 para poder completarla y que sea idéntica a la segunda. Asi

o= ()2 ()2

N CERARERCY

Por lo tanto

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 11



Unidad 3. Transformada de Laplace

Ejemplo:

Calcular L‘l{ 2 }

25+52

2 . . . .
= F () tampoco tiene transformada inversa directa, pero al igual

En este caso la funcion =
25+s2

gue el ejemplo anterior sélo es necesario multiplicar por una constante para completar la

transformada. Asi

Mg = Qv = Bard =07 = ()men

3.4. Teoremas de la transformada de Laplace

Para poder entender de mejor manera los dos teoremas de translacion, analizaremos primero

la siguiente funcién.

La funcidn escalon unitario u(t — a) se define como:

0, 0<t<a
u(t_a):{l t>a

Ejemplo:

Traza las graficas de
a) u(t)

b) u(t —3)

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 12
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Unidad 3. Transformada de Laplace

La grafica de la funcién del inciso a) serd

1.5

0.5

Figura 6. Grafica de la funcién u(t).

0,0<t<3

1 t>3 tiene la siguiente gréfica

b) La funcidn u(t —a) = {

Figura 7. Grafica de la funcion U(t _3)

De acuerdo con las graficas anteriores, la funcidon escaldn unitario al ser combinada con otras

funciones definidas para t = 0, “corta” una parte de sus graficas; en este caso, la grafica se

corta en el intervalo [0,3] y en la grafica de la siguiente funciéon se corta en el intervalo [0,2m].

f(t) =sintu(t —2m),sit = 0, entonces se tiene que

0, 0<t<?2m
f® = {sint, t>2m

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 13
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Unidad 3. Transformada de Laplace

2.5 5 zn 7.5 15 17.5 2

-0.5

Figura 8. Grafica de la funcidn f(t).

De manera directa se tiene que la transformada de Laplace de la funcién unitario es

e—as

L{u(t—a)} =

Recuerda que en este caso

—as
L { } = u(t)
s
Ahora ya estamos preparados para enunciar los dos teoremas de translaciéon

Primer Teorema de Traslacion

Si a es un nimero real cualquieray L{f (t)} = F(s), entonces:

L{e®f()} =F(s—a)

Este teorema también se conoce como translacion en la frecuencia.

Ejemplo:
Determinar L{f(t)} si f(t) = e?! cos 2t, entonces por el primer teorema de translacién se

tiene que

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 14
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Unidad 3. Transformada de Laplace

S s—2

Le*cos20} = Leos2esz =3 | =352
Nd

Ejemplo 2:

3

Determinar la transformada inversa de la funcion F(s) = Goor

Entonces por el primer teorema de translacion se tendrd que

S op M

— $e6tt4

LYF(s)}= L1 {ﬁ} =L {(s%}

Segundo Teorema de la Traslacion

S—5—6 S—S—6

Este teorema también se le conoce como traslacidon en el tiempo o eje t y establece que si f es

funcién continua en tramos, a es una constante cualquieray L{f(t)} = F(s) entonces:

L{f(t — u(t —a)} = e"F(s)
Ejemplo:

Determinar la transformada de la funcién f(t — 3)u(t — 3), si f(t) = e?*
Entonces

f(t—3)u(t —3) = 2Dyt - 3)

Por el segundo teorema de translacion:

1

L{f (¢ = 3u(t - 3)} = L{?Vut - 3)} = e L{e*} = e —

Ejemplo:

Determinar la transformada inversa de la funcion
F(s) =e™ % ——
4 — 52

Por el segundo Teorema de translacion se tiene que

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 15



Unidad 3. Transformada de Laplace

L1 {e‘254 — 52} = cosh(t — 2)u(t — 2)

3.4.1. Transformada de una derivada

El siguiente teorema sera de mucha ayuda en ecuaciones diferencial con valores iniciales, pues
dard una forma alterna a calcular soluciones de ecuaciones diferenciales con valores iniciales.
Supongamos que L{f(t)} = F(s) y que f(t) es una funcién derivable n veces, entonces
LI ()} = sF(s) — f(0)
L")} = s?F(s) — sf(0) — £'(0)
Y mas generalmente
L{F®(@©)} = s"F(s) — s@DF(0) — smDf(0) — - — D (0)

Ejemplo:

L{cost} = L{(sint)'} = sL{sint} —sin0 =

s2+1

Ejemplo:
Resolver la ecuacién diferencial con valor inicial
y'+2y" +4y =0,
Con y(0) = 1yy'(0) = —2
Solucién Primero aplicamos la transformada de Laplace a toda la ecuacién y obtenemos
L{y" + 2y' + 4y}=L{0}=0
Y de las propiedades de la transformada y la transformada de una derivada se tiene que
[s2Y —sy(0) — y'(0)] + 2[sY —y(0)]+4Y =0
[s?Y —s+2]+2[sY —1]+4Y —s=0
(s?+2s+4)Y =s

Por lo tanto:

S S

Y(S):(sz+25+4):(s+1)2+3

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 16
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Unidad 3. Transformada de Laplace

De esta manera se tiene que la solucidn a la ecuacién sera:

y@®) =LY (s)}=L"" {m}

o (s+1)—-1 I (s+1) R -1
=L {(s+1)2+3}_L {(s+1)2+3} £ {(s+1)2+3}
e s e t V3
- L1{52+3}_ﬁ“[sz+(@f}

= et cos(V3x) — e—\/_;sin(\/gx)

Asi la solucion a la ecuacion diferencial con valores iniciales sera

y(t) = e cos(V3x) — %sin(\/?x)

3.4.2. Derivada de una transformada

A continuacién conoceremos un caso contrario al anterior, es decir; el resultado previo nos
permitia calcular la transformada de una derivada, ahora veremos como calcular la derivada de
una transformada, pues como puedes observar, las funciones F (s) que se obtienen después de
aplicar la transformada de Laplace a funciones f(t) son derivables, por tal razén se tiene el

siguiente resultado:

Teorema (Derivada de una transformada)

Supongamos que L{f(t)} = F(s) y que F(s) es una funcion derivable, entonces

LUFO) = - HF©) = ~F(S)

Y mas generalmente

n

d
LD} = (D" LSO} = (=D"F™(s),

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 17



Unidad 3. Transformada de Laplace

El resultado anterior visto en la trasformada inversa de Laplace dice que
LTHF™(s)} = (=)™ f (1)

Veamos un par de ejemplos para ver como utilizar estos resultados

Ejemplo:

Calcular la transformada de la funcion f(t) = t sinh(3t)

Consideremos la funcién f; (t) = sinh(3t) entonces

Lifi(®)} = = Fi(s)

s2—-9
Combinando este ultimo hecho con el teorema de la derivada de una transformada se tiene
que

LU©) = LA D) = ~FE) = (5 = (52__659)2

3.4.3. Teorema de transformada de una integral

Para finalizar con las propiedades de la transformada de Laplace, vamos a ver como calcular la
transformada de una integral, este resultado es muy importante para poder encontrar
soluciones a ecuaciones integrodiferenciales, es decir, ecuaciones en donde la funcion incégnita
se deriva y se integra en una misma ecuacidn. Para este propdsito se necesita un resultado
previo, el cual se conoce como el teorema de convolucion, ademas, con este teorema también
se podran calcular transformadas inversas sin métodos algebraicos, pero el costo por quitar los
métodos algebraicos sera el calcular integrales.

Dicho lo anterior, comencemos con definir que es la convolucién entre dos funciones.

Sean f(t) y g(t) dos funciones, se define la convolucidn entre ellas como

(f *)(®) = f F(g(@ - tde
0

Ejemplo:

Sig(t) =ty f(t) =e tentonces

f * (O = f F()g(t = T)dr = f et — D)dr = 8 f
0 0

t t
e‘TdT—f e "(t)tdt
0 0

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 18
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Unidad 3. Transformada de Laplace

resolviendo las ultimas integrales se tiene que
) =1-¢""
La siguiente propiedad de la convolucién la puedes demostrar con un simple cambio de
variable.
Sean f(t) y g(t) dos funciones, entonces
(f *9)(@®) = (g * f)(©®)

Por otra parte, otros resultados muy importantes conforme a la convolucién son los
relacionados a la transformada de Laplace, y estos dicen lo siguiente
Sean f(t) y g(t) dos funciones tales que L{f (t)} = F(s) y L{g(t)} = G(s), entonces se tiene
que

a) L{(f * 9} = LI (OIL{g (D)} = F(s)G(s)

b) L7H(F * G)(s)} = LTHF(ILTHGC()} = f(H)g(®)
Estos resultados vistos con la transformada inversa se tiene que

a) LTHF()G($)} = (f*9@®)

b) L{f (g} = (F * G)(s)

Ejemplo:

Sean F(s) = Sizy G(s) =

s2+4

Entonces por el inciso a) de la transformada inversa se tendra que

-1 {(51_2) (52 2+ 4)} = L HF(s)G(s)} = (f * g)(¢)

Donde L7H{F(s)} = f(t) =ty L7H{G(s)} = g(t) = sin(2¢)

Por lo tanto al calcular
t t
(f *g)(t) = j F(D)g(r — t)dr = j sin(27) (¢ — 7)dr
0 0
Se tendra que

(F=)) =5 — T2

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 19
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Un caso particular pero interesante del inciso a) es cuando la funcion g(t) = 1, pues en ese
caso se puede calcular la transformada de una integral. De hecho se tiene que si g(t) =1,

entonces

LU?ﬁnm}=aU*nan=LU@um3:2§
0

{fﬂﬂd} )

Este resultado junto con el teorema de transformada de derivada nos ayudara a resolver

Por lo tanto

problemas de ecuaciones integrodiferenciales como las que aparecen en el andlisis de circuitos

RCL.

Ejemplo:

Calcular la transformada de Laplace de la integral

t
f cosh(t) dt
0

Sin realizar la integral.

Para resolver esta transformada consideremos f(t) = cosh(t), entonces L{cosh(t)} = st_l

De esta manera se sigue del resultado previo que

L{Jotcosh(r) dr} = @ = 521_ 1

Resuelve la siguiente ecuacién

y'(t) + foty (t)dt = t, convalor inicial y(0) = 0

Para resolver la ecuacién primero aplicamos la transformada de Laplace en ambos lados, asi

t
L {y’(t) + f y (‘L’)d‘[} = L{t}
0

Separando la trasformada del lado izquierdo en dos y aplicando los teoremas de transformada

de una derivada y transformada de una integral se tendra que

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 20



Unidad 3. Transformada de Laplace

Y 1
Y—y0)+—=-
sY —y(0) + =<
Simplificando se tiene que

Y(s) = ——
() s?+1

Por lo tanto la solucidn a la ecuacién integrodiferencial serd

y(t) = L{Y(s)} = L{ }= sinht

s2+1

Cierre de la unidad

En esta unidad, por medio de ejemplos y ejercicios, aprendiste a utilizar las propiedades de la
Transformada de Laplace para determinar una ecuacién diferencial en un problema algebraico
mediante las operaciones de derivacién. Ahora puedes identificar sus propiedades para
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales en origen y utilizarlas
para determinar la suma de las transformadas en cada término mediante un operador lineal vy,
ademas, analizar como afecta a las Transformadas una traslacion en las variables, asi como los
cambios en escala.

Puede parecer complejo, pero con la practica te dards cuenta de que hasta es divertido y que al
trabajar (o jugar) con numeros, estas desarrollando tus capacidades intelectuales. Por ello, te

invitamos a continuar tus estudios con perseverancia.

UnADM | DCEIT | MT | MEDI1 21
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Unidad 3. Transformada de Laplace

Para saber mas

Tareasplus (5 de marzo de 2012). Transformada de
Laplace de la funcion constante. [Archivo de video]
YouTube.
https://www.youtube.com/watch?v=gSWBrzZQGxpQ

Fuentes de consulta

Basica

e Espinosa, Canals. Muios, Pérez, Prado, Dario, Ulin (2010), Ecuaciones diferenciales
ordinarias, México: Reverte.

e Kiseliov, Krasov, Makarenko, (2002), Problemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, México: Quinto Sol.

e Larson, R., (2009), Matemadticas Il Cdlculo integral. México: Mc Graw Hill.

e Picdn, P., (2006), Andlisis conjunto, México: Porrua.

e Zill, D., (2008), Ecuaciones diferenciales, México: Mc Graw Hill.
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