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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

Unidad 2. Més estrategias de conteo

Presentacién de la unidad

En la Unidad 1 conociste los principales objetivos del Analisis Combinatorio y algunas de sus
estrategias elementales.

En esta Unidad profundizaras en la misma linea de conocimiento abarcando ahora el estudio de
herramientas mas sofisticadas de conteo. Para esto serd muy util que recuerdes lo que
aprendiste de Teoria de Conjuntos en Introduccién al Pensamiento Matematico y lo referente a

Funciones y Polinomios que estudiaste en Introduccién al Algebra Superior.

Competencia especifica

Utiliza técnicas mas avanzadas del conteo para resolver problemas que requieran identificar y
contar colecciones de especificas de objetos, utilizando las propiedades de los nimeros enteros

y de los polinomios.

Logros

e Usar el Principio de inclusion-exclusién como herramienta para verificar la veracidad de
cierta informacion.
e Resolver problemas que utilicen principios de inclusion- exclusion.

e Resolver problemas que utilicen funciones generatrices.
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

2.1. Principio de inclusién y exclusion

Esta es otra de las herramientas fundamentales del Analisis Combinatorio. En esta seccidn
aprenderds a resolver problemas de conteo apoyandote en los conocimientos de Teoria de
conjuntos que aprendiste en tus cursos de Introduccién al pensamiento matematico e

Introduccidn al dlgebra superior.

Es importante que recuerdes las definiciones de unidn e interseccion de conjuntos y que si S es
un conjunto finito, la cardinalidad de S, denotada como |S|, es la cantidad de elementos que
hay en S. El complemento de S, denotado por S, es el conjunto formado por los elementos que
no pertenecena S;y U = S U S, denota el conjunto universal. Finalmente, recuerda también,

las leyes de Morgan que establecen:
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2.1.1. Ejemplos introductorios

Ejemplo

En cierta universidad nacional se promueve el aprendizaje de un segundo idioma, aunque no es
una actividad obligatoria. Hay un grupo de 45 estudiantes de primer ingreso en el que 25 de
ellos eligen estudiar francés, 15 aleman y 10 estudian ambos idiomas, ¢cuantos estudiantes

eligieron no estudiar un segundo idioma en ese grupo?

Sean F el conjunto formado por los estudiantes que eligieron estudiar francés y A el conjunto

formado por los estudiantes que eligieron estudiar aleman, en este caso el universo en el que
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

trabajamos, U, serian todos los estudiantes del grupo dado. Sabemos ademas que hay 10

estudiantes en la interseccién de Ay F, es decir,

e |U|=45
e |F|=25

e |A| =15

e |FNA|=10

Los estudiantes que si eligieron un idioma forman el conjunto F U A por los que no eligieron

estudiar algun idioma estan en el complemento de tal conjunto es decir en F U A.

Entonces, si conocemos cuantos estudiantes hay en F U A sabremos inmediatamente cuantos

hayen FU A

FNA

Un primer intento podria inducirnos a pensar que la cardinalidad de F U A eslasuma |F[ +
|A[, sin embargo, notemos que al contar los elementos de F, contamos una vez a aquellos
estudiantes que pertenecen al conjunto F N A y cuando contamos los elementos de A, ilos
volvemos a contar! Si solamente sumaramos las cardinalidades de los dos conjuntos,
estariamos contando doblemente a aquellos estudiantes que estudian dos idiomas.
Entonces, la manera correcta de encontrar la cardinalidad de | F U A |, es mediante la
siguiente expresion:

|FUA|=|F|+|A|l—|FnA]|
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

Tenemos asi, que para este ejemplo, hay 30 estudiantes que han elegido estudiar un segundo

idioma y por lo tanto 10 que han elegido no hacerlo.

Ejemplo
Un supervisor de una compafiia que vende suministro eléctrico debe entregar un informe sobre
los empleados de su seccién. Ellos son, principalmente, los encargados de tender el cableado en
zonas urbanas, y se encargan de cortar grandes arboles, escalar postes y unir cables. La seccién
incluye 100 empleados por lo que para facilitar el reporte, el supervisor decidié separarlos en
conjuntos. Primero hizo una lista con las tres actividades principales de la seccién:

A. Cortar arboles grandes

B. Escalar postes

C. Unir cables

Después reviso los perfiles de los empleados y registré a cudles de estas actividades podia

dedicarse cada uno. Una vez que hubo recabado la informacidn reporté las conclusiones

siguientes:

1. Hay 45 empleados que pueden cortar arboles grandes

2. Hay 50 empleados que pueden escalar postes

3. Hay 57 empleados que pueden unir cables

4. Hay 28 empleados que pueden hacer las actividades Ay B

5. Hay 20 empleados que pueden hacer las actividades By C

6. Hay 25 empleados que pueden hacer las actividades Ay C
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

Con esta informacion el supervisor ¢ puede informar cudntos empleados hay que puedan

realizar las tres actividades de la seccion?

Nuevamente podemos proceder de manera similar a la del ejemplo anterior. Llamemos A al

conjunto de empleados que puede cortar arboles, B al de los que pueden escalar postes y C al
de los que pueden unir cables. ¢ Qué queremos obtener ahora? la cantidad de empleados que
pueden realizar cualquiera de las tres actividades, es decir, queremos saber la cardinalidad del

conjunto ANB NColoqueeslomismo, |ANBNC]|.

Aqui es importante observar que estamos suponiendo que cualquier empleado puede hacer
alguna de las tres actividades es decir A U B U C forma todo el universo de elementos con los

que estamos trabajando por lo que ahora |[A U B U C|¢ = 0 pues tal conjunto es vacio.

Notemos que cuando contamos a los empleados del conjunto A también contamos a los de los
conjuntos AN By AN C,al contar alos de B contamosotravezalosde BNAyBNC yal
contar a los de C contamos tambiénalosde C N Ay C N B. Ademas, en los tres casos estamos

sumando |A N B N C|, como se hace evidente en el diagrama de Venn siguiente:
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

C
Entonces, al sumar las cardinalidades de los conjuntos A, By C hemos contado dos veces a los
elementos de las intersecciones de cada par de conjuntos y tres veces a la interseccién de todos
ellos. Restando la cardinalidad de la interseccion de cada par resolvemos el primer problema,
pero la interseccidn de cada pareja de conjuntos también contiene a la interseccion de los tres,
asi que al restar las tres cardinalidades anulamos las mismas tres veces que los habiamos

contado doble ¢la solucidon? hay que sumar nuevamente [AN B N C]|.

La expresion siguiente concluye las observaciones que hicimos:

JAUBUC| =|A|+|B|+IC|—]AnB|—|AnC|—|CNnB|+|AnBnNC|.

De las observaciones del supervisor sabemos los siguientes datos:

|A| = 45;|B| =50;|C| =57; |[AnB| =28; |C nB| =20; |C nA|=25.

Entonces,

100=|AUBUC|=454+50+57-28—-20—-25+|ANnBnC(|

Por lo que

100-79=|ANnBnNC|

Hay 21 personas que pueden realizar cualquiera de las tres actividades.

Ejemplo

¢Cuantos enteros —positivos- menores que 70 son primos relativos con 707?
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

Sea U el conjunto de enteros entre 1y 70. Recuerda que un entero m es primo relativo con 70
si no tienen divisores comunes. Como 70= (2)(5)(7), entonces sus divisores primos son 2,5y 7,
por lo que queremos contar los elementos de U que no tienen a 2 ni 5 ni 7 como divisor.

Sean los conjuntos:

A. elementos de ‘U que son divisibles por 2

B. elementos de U que son divisibles por 5

C. elementos de U que son divisibles por 7
Lo que buscamos es |A N B N C |. Por las leyes de Morgan AN BN C = AU B U C, asi que
mejor obtendremos |A U B U C|. Lo haremos de similarmente a como hicimos en el ejemplo 1,
encontrando la cardinalidad del complemento, es decir |A U B U C|, pues conociendo este
valor, tendremos el buscado: [U| —|[AUBUC|=]|AUBUC| =|AnBnC|=70-

|[AUBUC|.

Siguiendo los razonamientos expresados en los dos ejemplos anteriores se tiene que,

JAUBUC|=|A|l+|B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|CnNnB|+|ANnBNC
y para este ejemplo, tenemos que,

1. Hay ? = 35 elementos en A.
70
2. Hay <= 14 elementos en B.

3. Hay7—70 = 10 elementos en C.

4. Los elementos de A N B son los elementos de de U que son divisibles por 2 y 5, es decir,

se dividen por (2)(5)=10, entonces, hay Z—g = 7 elementos en A N B.
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5. Los elementos de A N C son los elementos de de U que son divisibles por 2 y 7, es decir,

se dividen por (2)(7)=14, entonces, hay 3 = 5 elementosen AN C.

6. Los elementos de B N C son los elementos de de ‘U que son divisibles por 5y 7, es decir,

se dividen por (5)(7)=35, entonces, hay 2 = 2 elementosen B N C.

7. Los elementos de A N B N C son los elementos de de ‘U que son divisibles por 2,5y 7, es

decir, se dividen por (2)(5)(7)=70, hay % = 1, solamente un elementoen AN B NC.

Entonces:

[JAUBUC|=35+14+10-7-5-2+1=46
Porlotanto, [ANBNC|=70—|AUBUC| =70 — 46 = 24.
Hay 24 enteros positivos menores que 70 que son primos relativos con él (es el conjunto

{1,3,9,11,13,17,19,23,27,29,31,33,37,39,41,43,47,51,53,57,59,61,67,69})

En la seccidn 1.3.3 aprendiste a obtener combinaciones con repeticidon. Retomemos este
concepto para resolver los siguientes problemas que, como veras, podras resolver ahora

también usando el Principio de inclusién-exclusién.
Ejemplo
¢De cuantas maneras podemos distribuir siete galletas y 10 naranjas entre cuatro nifios si

gueremos que cada uno reciba al menos una galleta?

Empezamos dando una galleta a cada uno, entonces las otras tres las podemos repartir de
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(3+§_1) = 20 formas. Serdn las combinaciones con repeticion de tamafio tres -las galletas que

hay que repartir- tomadas de cuatro elementos: el conjunto de nifos. Para distribuir las

naranjas no tenemos restriccion asi que seran las combinaciones con repeticién de tamafio 10 —

+4-1\ _ 13!
10 " 103!

las naranjas que hay que repartir- tomadas de cuatro elementos: (10

%‘2)(13) = 286 formas. Por la regla del producto hay en total (20)(286)=5720 formas de

distribuir los regalitos entre los nifos con los requisitos especificados.

Ejemplo. Determina todas las soluciones enteras de la ecuacion

X1 +x,+x3+x4,=7 six; =20, Vi<i<i4

Observa que, por ejemplox; =3,x, =3,x3=0,x, =1y x; = 1,x, =0,x3 = 3,x4 = 3, son
dos soluciones distintas de la ecuacion aunque los enteros utilizados sean los mismos.

Puedes imaginar este problema como si tuvieras que distribuir siete monedas (objetos
idénticos) entre cuatro nifios (recipientes diferentes). La primera solucién indica que se han
dado tres monedas a los nifios uno y dos, nada al tercero y una al cuarto, mientras que en la
segunda el primer nifio recibe una, nada el segundo y el tercero y cuarto reciben tres monedas.
Tenemos entonces, que cada solucion corresponde a una combinacion, con repeticidn, de

tamanio siete —las monedas a repartir- de un conjunto de tamafio cuatro —los nifios elegidos- de

forma que habra (7+‘7’_1) =

L (8)(9‘& = 120 soluciones que cumplan las condiciones.

7!3!

Es importante notar la equivalencia de lo siguiente:
(a) El numero de soluciones enteras de la ecuacion
X1 +x, +x3++x, =17 x; =0, 1<i<n
(b) el niumero de combinaciones, con repeticién, de tamafio r tomadas de n elementos
(c) el numero de formas en que r objetos distintos se pueden distribuir entre n recipientes

distintos
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UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

2.1.2. Definicidn del principio de inclusidén-exclusion

El principio de inclusién-exclusién generaliza el tipo de situaciones que ejemplificamos en la
seccion anterior. Para dar su enunciado formal, necesitamos introducir un poco de notacion de
apoyo. No te confundas, simplemente llamaremos de un modo distinto a nimeros que ya

conoces.

Consideremos un conjunto finito S y denotemos por N = |S|. Supongamos ahora que tenemos
una coleccion de r condiciones sobre los elementos de S. Denotemos a tales condiciones como
€1,C3,C3 ... Cr. LOS elementos de S podrdn cumplir una, varias o ninguna de estas condiciones, para
cadal < i <r, denotaremos por N(c;) al nUmero de elementos de S que satisfacen la condicién
c;. Si i,j€{1,2,...,r},i #], N(cicj) denota el numero de elementos que satisfacen ambas
condiciones ¢; ¥ ¢; -quiza otras mas-, analogamente, si1 <, j, k < r, son tres enteros distintos,
N(cicjck) denota el numero de elementos que satisfacen las tres condiciones: ¢; ¢; ¥y ci.Esclaro
gue este proceso se extiende facilmente a cualquier subconjunto de condiciones permitiéndonos
describir con precisién la cantidad de elementos que satisfacen todas las condiciones del

subconjunto dado.

Denotaremos ademds paracadal <i <r, por N(c;) = N — N(c;) al nimero de elementos de
S que no satisfacen la condicion ¢;. Si 1 <1i,j<r,i+], N(c_l o ) denota el nimero de
elementos que no satisfacen alguna de las condiciones ¢; 0 c¢j. En nuestro espafiol cotidiano,
tan lleno de expresiones incoherentes légicamente, diriamos que N(c_l c_j) es la cantidad de
elementos que “no cumplen ninguna de las dos condiciones: ni ¢; ni ¢;”. Observa que esto no es
lo mismo que N(c,C;) que indicaria el numero de elementos que no cumple simultaneamente
ambas condiciones ¢c; ¥ c;. Las extensiones de esta notacion para tres o mas condiciones también

son inmediatas.
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fi

Figura 2. Figura (a) Figura 1. Figura (b)

L

Con esta notacién establecida y con ayuda de los diagramas de Venn de la figura, observamos
qgue en la figura (a) cada circulo representa un conjunto de elementos que cumplen una
condicion, el de la izquierda, §;, es el conjunto de los que cumplen la condicion c; y el de la
derecha, S, el de los que cumplen la condicion ¢;. En la interseccion de estos conjuntos estan los

elementos que cumplen ambas condiciones.

Entonces, de acuerdo a la notacién recién establecida se tiene que:
d. |Sl| = N(Ci), |S]| = N(CJ) \ |Sl N S]l = N(CiCj)
b. 15,1 =N (@), [5]=N(5)

Y sabemos por las leyes de Morgan S,US, =5,nS,yS, NS, =5, US, entonces
c. [S,US,|=N(cg;) (los que no cumplen ni ¢; ni ¢;)
d. |m| = N(Tc]) (los que no cumplen simultdaneamente ambas
¢y )
Aqui, estamos suponiendo que N=/S/, y S contiene a todos los elementos existentes, entonces

obtenemos N(c_lc_]) en términos de las demas cardinalidades conocidas:

N(c,g;) = N — [N(c;) + N(¢;)] + N(cicy) (*)

UnADM | DCEIT | MT | MACO 13



UNIDAD 2. MAS ESTRATEGIAS DE CONTEO

Observa que el ultimo término lo hemos sumado porque fue eliminado dos veces al restar el

término N(c¢;) + N(c;) -

La expresion (*) es el Principio de inclusion y exclusion para dos condiciones. De manera
analoga, siguiendo la misma notacion y apoyandonos con la figura (b) en que se representa la

situacidén para tres condiciones, se puede obtener esta extension del principio:
N(CTLCTJG) =N — [N(Cl) ar N(C]) + N(Ck)] + [N(CiCj) + N(Cjck) + N(Cick)] - N(CiCjCk)

Y por supuesto, es posible generalizarlo para cualquier cantidad r de condiciones.

Un corolario inmediato de este principio es el siguiente:

El nimero de elementos de S que satisfacen al menos una de las condiciones ¢;, 1 < i < r, estd

dado por N — N(¢; ¢3 C3 ... C7-)

Ejemplo.
Determinemos el nimero de enteros positivos menores o iguales que 100 que no son divisibles

entre 2 6 3.

Enestecaso S ={1,2,...100} = N = 100. Para cada n € S, decimos que n satisface
a. la condicidn ¢4 sin es divisible entre 2

b. la condicidn c, sin es divisible entre 3

Entonces la respuesta al problema planteado serd N(¢;¢5).

Contemos:

1

N(cy) = % = 50, porque los 50 enteros positivos 2,4,6,8, 10...98,100 son divisibles entre 2

N(cy) = 100 33, porque los 33 enteros positivos 3,6,9,12, 15...96,99 son divisibles entre 3
3
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N(cicy) = [% = 16, porque hay 16 elementos de S que son simultdneamente divisibles

entre 2y 3, y por tanto divisibles entre el minimo comun multiplo de ellos que es 6.

Aplicando el Principio de inclusidn-exclusidn, se tiene que:

N(5;6) = N — [N(cy) + N(c,)] + N(cyc,) = 100 — (50 + 33) + 16 = 33

Estos 33 numeros forman el conjunto

{1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35,37,41,43,47,49,53,55,59,61,65,67,71,73,77,79,83,85,89,91,95,97}

Ejemplo.
¢De cuantas formas pueden permutarse las 26 letras del alfabeto de tal manera que ninguno de

los patrones resultantes sean mil, san o ted?

iAhora S sera el conjunto de todas las permutaciones de 26 letras, entonces N=26! Paracada 1l <
i < 3, diremos que una permutacién de S satisface la condicién c; si contiene mil, san o tes

respectivamente.

Asi, para calcular N(c;), por ejemplo, contamos el nimero de formas en que pueden permutarse
los 24 simbolos: mil,a,b,c,d,ef,g,h,jkn,0,p,q,r,stv,w,xy,z entonces N(c;) = 24!y de manera

analoga tendremos que N(c,) = N(c3) = 24!

Para N(c,c,) tenemos ahora 22 simbolos: mil,san,b,c,d,e,f,g,h,jk0,p,q,r,tuv,w,xyz que
pueden permutarse de 22! formas asi que N(c,c,) = 22!y, similarmente, obtenemos también
N(c,c3) = 22! = N(c,c3). Por ultimo tendremos que para calcular N(c,c,c3) contamos las
permutaciones de los 20 simbolos: mil,san,ted,b,c,f,g,h,j,k,0,p,q,r,u,v,w,x,y,z que son 20! Asi el

numero de permutaciones de S que no contienen ninguno de los patrones dados sera:

UnADM | DCEIT | MT | MACO 15
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N(¢i¢3 ¢3) =N —[N(cy) + N(cz) + N(c3)] + [N(cyicz) + N(cqc3) + N(cpe3)] — N(cqcpc3)
= 26! — (24! + 24!+ 24") + (22! + 22! + 22!) — 20!
= 26! — 3(24!) + 3(22!) — 20!

Ejemplo.
En la seccidén 2.1.1 resolvimos el problema de hallar las soluciones enteras no negativas de la
ecuacion

X1+XZ+X3+X4,=7

Usando combinaciones con repeticién obtuvimos que (7+‘71'_1) = 120. Respondamos ahora a la

misma pregunta con las restriccion adicional de que x; < 2, V1 <i < 4.

Sea S el conjunto de soluciones enteras no negativas de la ecuacion x; + x, + X3 +x, =7 =
N = 120. Diremos que una solucién x4, x5, x3, x, satisface la condicidon ¢;, paral < i < 4six; >
2 (6 x; = 3). La respuesta entonces sera N(¢; ¢, €3 €, ). Notemos que por simetria N(c;) =
N(c;) = N(c3) = N(c,), asi que basta calcular uno de ellos, digamos N(c,).Para esto,
consideramos las soluciones enteras no negativas de la ecuacion x; + x, + x3 + x4 = 4, porque
si a una solucion de estas le sumamos 3 a x4, entonces serd una solucién de la ecuacién x; +

_ . o _ (A+4-1y _
X, + x3 + x4, = 7 que satisface la condiciéon c;. Tenemos entonces que N(c;) = ( 4 ) =

35, por lo tanto N(c;)=35 para cada 1 <i < 4.

De manera similar notemos que N(cicj), tiene el mismo valor para cada pareja i,j €
{1,2,3,4},i # j, asi que basta calcular N(c;c,) y lo obtendremos contando el nimero de
soluciones no negativas de la ecuacion x; + x, + x3 + x4, = 1, porque si a una solucidn de esta
ecuacion le sumamos 3 a x; y 3 a X, entonces sera una solucidn de la ecuacién x; + x, + x3 +

¢ .. 1+4—
X, = 7 que satisface las condiciones c¢; y c,. Tenemos entonces que N(c;c;) = ( +1 1) =

4, por lo tanto N(cl-cj) = 4 para cada una de las (;) = 6 distintas parejas de condiciones.
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Observemos que N(cl-cjck) = ( para cualquier eleccién de tres condiciones distintas pues no
hay manera de sumar cuatro nimeros enteros positivos distintos, tres de ellos mayores que 2 y
que sumen 7. Por la misma razén N(c;c,c3¢,) = 0. Tenemos entonces que:

N(c1 26304 )

= N—(Z N(ci)>+ Z N(cicj) | - Z N(cicicr)

1sis4 1<isj<4 1sisj<ks4

4

Asi, de las 120  soluciones enteras no negativas de la  ecuacién:

X1+XZ+X3+X4 =7
Solamente cuatro satisfacen que x; <2, V1 <i<4. Ellas son x; =1,x, =x3=x,=2y

simétricamente, x, = 1,x; =x3 =%, =2; x3=1,x1=%x,=x, =2y Xx3=1,x1 =x3=

X4:2.

2.1.3. Desoérdenes

Ponemos ahora nuestra atencidon en un tipo particular de ordenaciones, aquellas en las que
ningun elemento esta en el lugar “correcto” (o natural).Recuerda que a las ordenaciones de

tamafio n de un conjunto de n elementos las conocemos como permutaciones de n elementos.
Una permutaciéon de los niumeros 1,2,3,...,n de modo que el 1 no quede en primer lugar, el 2
no quede en segundo lugar,...,el i no quede en i-ésimo lugar,...,el n no quede en n-ésimo

lugar, se denomina un desorden de los nimeros 1,2,3,...n

Ejemplo. Describamos los desérdenes de los nimeros 1,2,3,4.
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Hay nueve permutaciones de estos nimeros que son desdrdenes, ellos son:

2143 3142 4123
2341 3412 4312
2413 3421 4321
Como en total hay 4!=24 permutaciones, entonces las otras 15 no son desdrdenes (es decir

algun elemento queda en su lugar correcto).

Podemos contar los desérdenes usando el principio de inclusidon-exclusién. Supongamos por
ejemplo que queremos contar los desdrdenes de los numeros 1,2,3,...,10. Paracada 1 <i < 10
decimos que una ordenacion de los numeros 1,2,3,...,10 satisface la condicién c; si el entero i
estd en el lugar i-ésimo. Denotaremos por d;, al numero de desérdenes de los nimeros

1,2,3,...,10. Observemos que d;y = N(¢; ¢, C3 ... C1p ). Contemos:
N = 10! el nUmero de permutaciones de los nimeros de 1 a 10

N(c;) =9! el entero i estd en su lugar (el i-ésimo) y contamos las permutaciones de los

restantes 9. Hay (110) = 10 de estos numeros: uno por cada condicion.

N(c;cj) = 8! los enteros i y j estan en su lugar correcto y contamos las permutaciones de los

restantes 8 elementos. Hay (120) = 45 de estos niumeros: uno por cada pareja de condiciones.

N(c;cjcy) = 7!los enteros i,j y k estan en su lugar correcto y tenemos las permutaciones de los

restantes 7 elementos. Hay (130) = 120 de estos numeros: uno por cada terna de condiciones.

N(c;cjcxcr) = 6!losenterosi, j, k y [ estan en su lugar correcto y tenemos las permutaciones de
los restantes 6 elementos. Hay (140) = 210 de estos numeros: uno por cada subconjunto de

cuatro condiciones.
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N(cyic; ...c19) = 1 Todos los enteros de 1 a 10 estan en su lugar correcto. Hay uno sélo de estos

nlimeros, representa el conjunto total de las diez condiciones.

Asi:

dio = N(Cq C3 C3 ... T1g)
= 100- (110) ot (12()) 8l - (13()) 7 (140) 6! = (150> St (160> M- (170) 3t
(D)= (3)ns ()o

iSimplificaremos esta expresidn, factorizando un 10! del lado derecho de la igualdad, pero antes,

recordemos algo que aprendiste en tus cursos de Calculo integral y diferencial.

La expresion de la funcién exponencial como serie de Taylor esta dada por

- x x*> x3 _ooxn
e’ = +ﬂ+§+§+"'— F

n=0

de manera que

LoD 1 1 1 1 1
=) =l Uyt et
n=0

Entonces, simplifiquemos la expresidén que obtuvimos para d;:
10\ 9! 10\ 8! 10y 7! 10\ 6! 10\ 5! 10y 4!
o =10(N K Yot* (5 i~ () o (o) o—(s Jro Lo o
10\ 3! 10\ 2! 10\ 1! 10y 0!
_(7>ﬁ+(8>ﬁ_(9>ﬁ+<10)ﬁ)
1 1 1
= 10! (1 — 1K@+ -.-+—) ~ (10)(e™)

2! 3! 10!
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Observa que al calcular d, = 4! (1 -1+ % — % + %) =(3)(4)—4+1=9, obtenemos el

resultado que ya conociamos.

Ejemplo.

En una editorial necesitan revisar siete manuscritos para su posible publicacién. Contratan a 7
revisores para hacerlo. La gerencia exige que cada manuscrito tenga dos revisiones —hechas por
dos personas diferentes- asi que la primera semana da un libro a cada persona para que lo leay
los redistribuye al inicio de la segunda semana. {De cuantas formas puede hacer las

distribuciones de manera que se obtengan las dos revisiones de cada libro?

La primera semana se pueden distribuir los manuscritos de 7 maneras. Con este orden
establecido, se numeran los libros y revisores del 1 al 7, asi, para la segunda semana
necesitaremos una ordenacién en la que ninguno de los nimeros quede en su posicién natural y
sabemos que esto se puede hacer de d, maneras. Entonces, por la regla del producto, hay

7'd, = (7!)%e~1 formas de hacerlo.

2.2. Funciones generatrices

Otra de las herramientas del Analisis Combinatorio que se usan para contar son las funciones
generatrices (o generadoras). En secciones anteriores habiamos contado las soluciones enteras
de una ecuacién como esta:

X1 +x, +x3++x, =17 x; =0, 1<i<n
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y aprendiste que es precisamente (H’:_l), es el nUmero de combinaciones, con repeticion, de
tamafio r tomadas de n elementos. Con el principio de inclusidn-exclusién pudimos agregar
restricciones a la ecuacién (por ejemplo, contar solamente soluciones pares, o aquellas en las
que algunos elementos son pares y otros estan acotados). Ahora, con las funciones generatrices

podrds resolver problemas de este mismo estilo pero con otro tipo de restricciones.

2.2.1. Ejemplos introductorios

Hasta ahora hemos visto problemas de conteo relativamente simples, donde la observacién y el
uso de la herramienta adecuada permite solucionarlos. Sin embargo, no todos son tan sencillos,

para esos usaremos técnicas mas elaboradas.

Algo que debemos observar es que cuando contamos combinaciones —con o sin repeticidn-
estamos usando coeficientes binomiales, es decir, coeficientes del Binomio de Newton, entonces,
lo que haremos ahora serd encontrar un método que nos permita representar un problema de
conteo mediante un polinomio para luego de ciertas manipulaciones algebraicas conocer el —o
los- coeficiente(s) que respondan al problema de conteo. Esto es lo que esta detras del concepto

de funcién generatriz. Quedara mas claro con algunos ejemplos.
Ejemplo.
Margarita quiere regalar 7 libros a sus dos sobrinos, de manera que a uno le toquen al menos 4

y al otro le toquen al menos dos, ¢de cuantas formas puede darselos?

Construimos un polinomio que represente este problema. Primero asignamos un polinomio que

represente las distribuciones para cada sobrino:

% Al primer sobrino le pueden tocar al menos 4 libros, por lo que iniciamos con x*, al

segundo sobrino le deben tocar al menos dos de los 7 libros o sea que al primer sobrino
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no le podran tocar mas de cinco libros, representamos esto con x°, y entonces el
polinomio para la distribucién de libros del primer sobrino sera x* + x>,

% El polinomio asociado al segundo sobrino tiene como primer término x2, porque al
menos le tocan dos libros; le pueden tocar tres, entonces el segundo término es x3, y no
le pueden tocar 4 6 mas porque entonces al primer sobrino le tocarian sélo 3 6 menos
libros, incumpliendo uno de los requisitos. Asi el polinomio del segundo sobrino serd

x% + x3

El polinomio que representa el problema sera el producto de estos dos polinomios:

fx) = (*+x)(x?+x3) =x+ 2x7 + x8

y la respuesta esta dada por el coeficiente del término de grado 7 de f(x). Es decir, hay dos
formas posibles en que Margarita puede regalar los libros a sus sobrinos con las restricciones
indicadas. De hecho, al hacer el producto de los polinomios notamos que:

f(x) = (x* 4+ x5)(x2 4+ x3) = x*x? + x*x3 + x°x? + x°x3

= 2x7 = x*x3 + x°x?
por lo que ella puede repartir los 7 libros como4y 3 ocomo 5y 2.
Ejemplo.
Si, con las mismas restricciones, Margarita quisiera repartir ahora 9 libros, éde cuantas formas
podria hacerlo?
Ahora buscariamos el coeficiente del término de grado 9 en el polinomio:
f) = (x*+x°+ x4+ x7)(x? + x3 + x* + x°)
= x4+ 2x7 + 3x8 + 4x° + 3x10 + 2x11 + x12
tal coeficiente es 4. Hay cuatro posibles formas de repartir los 9 libros.

Ejemplo.
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Ramiro comprd 8 manzanas para sus tres hijos, Saul, Maria y Rocio. Quiere repartirlas de modo

gue Rocio tenga al menos tres y Saul y Maria al menos dos, é¢de cuantas formas puede hacerlo?

El polinomio que representa las formas de repartir las manzanas a Rocio es x3 + x*, pues puede
tener al menos 3 pero no mds de cuatro para que sus hermanos alcancen al menos dos cada uno.
La reparticién para Saul y Maria tiene el mismo polinomio: x2 + x3. Buscamos entonces, el
coeficiente del término de grado 8 en el polinomio:

) =03+ 22 +x3)?% = (3 +x*)(x* +2x5 +x8) = x7 +3x8 + 3x° + x1°
Hay tres formas de repartir las manzanas cumpliendo las restricciones de Ramiro. Para saber
cuéles son estas formas, observemos que el coeficiente de x8 de f(x) se construyé con los

productos (x3)(x? x3), (x3)(x3x?) y (x*)(x? x?). Entonces las reparticiones posibles son:

Rocio Saul Maria

3 2 3
3 3 2
4 2 2

En los tres ejemplos descritos, el polinomio f(x), asociado a cada problema, es /a funcién
generatriz que representa las distribuciones de los objetos que se reparten en cada caso. Vimos
qgue en los tres ejemplos la funcidn es un polinomio y el coeficiente del término de grado n, donde
n es el tamafio de la reparticidon- nos dio la respuesta e incluso la manera explicita de describir
las reparticiones. En ocasiones es un poco mdas complicado obtener los coeficientes buscados y

solamente nos conformamos con exhibir la funcidon que resuelve el problema.

Ejemplo.
En un gran vitrolero hay una cantidad ilimitada de caramelos de colores: rojo, verde, amarillo y
azul (aqui con “cantidad ilimitada” entenderemos que hay disponibles muchisimos caramelos de

cada color, o al menos mas de 24 de cada tipo) ¢de cuantas maneras puede un nifio seleccionar
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24 caramelos de modo que tenga un numero par de caramelos rojos y al menos 6 caramelos

azules?

Los polinomios asociados a la seleccién de cada color son:

% rojo: 1+ x2 + x* + x° + --- x?* iniciamos desde 1 porque es el coeficiente de x° que es par
y por tanto una posibilidad es que no se escoja ningln caramelo rojo.

% azul:x® +x7 + x8 + ... x24

% verde: 1 +x + x% + x3 + x* + --- x2* aqui también podria no seleccionarse ningln verde

% amarillo: 1 + x + x%2 + x3 + x* + --- x2* podria no seleccionarse ninglin caramelo amarillo

La respuesta a este problema esta dada por el coeficiente de x?* en la funcién generatriz:

fO)=Q+x+x2+x3+x*+x2)2Q+x2 +x + x84+ ) (X + x7 + 28 + - x2%)

Ejemplo.
¢Cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion x; + x, + x3 + x4, = 25si x; = 0, paratodo 1 <

i <47

En la seccién 2.1.1 viste que este problema es equivalente al de repartir 25 monedas de un peso
—objetos idénticos- entre cuatro nifios. Aqui describiremos las posibles reparticiones para cada
nifio con el polinomio 1+ x +x2 + x3 +x* + .- +x%* + x2> (como antes, el 1 aparece
indicando la posibilidad de la reparticidn vacia: que al nifio dado no le toque ninguna moneda).
Y entonces, la respuesta al problema sera el coeficiente de x2° en la funcién generatriz:

f(x) = (1+x+x2+x3 4+ +x25)*
También podemos obtener la misma respuesta mediante el coeficiente de x2° en la funcién

generatriz:

g) = +x+x*+x3+ -+ x2 +x% +...)*
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la diferencia es que aqui el planteamiento quedaria dado de forma similar al ejemplo de los
dulces: se quieren repartir 25 monedas de un peso entre 4 nifios, tomandolas de una coleccién
“ilimitada” —o muy grande- de monedas. Mientras que f(x) es un polinomio, g(x) es una serie
de potencias, en la que los coeficientes de los términos de grado k, con k = 26 no se usan. Sin

embargo, muchas veces sera mas facil hacer cdlculos con series de potencias que con polinomios.

2.2.2. Definiciones y técnicas de calculo

En esta seccidén conoceras el concepto de funcién generatriz y analizards algunos ejemplos

relacionados con series infinitas.

Definicidn. Sea ag, a4, a,, ... una sucesion de numeros reales. La funcidn

f(X) =ag+ax+ a2x2 + - = Z aixi
i=0

Es la funcién generatriz de la sucesion dada. Decimos entonces que la sucesion ag, aq, ay, ...

es generada por la funcion f(x).

Ejemplo.
En la seccidn 1.3.3 revisaste la identidad binomial, de la cual puedes obtener facilmente que si

n €N,

n n n n > n
(LK %)™ £ (0) + (1)x+ (2)x2 1L (n)x” = Z)(r)xr
r=
Observa que (Tr‘) = 0Vr >mn,asi que f(x) = (1 +x)" es la funcidén generatriz de la sucesion

©). (D G- (3), 000, ..
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Ejemplo.
En la seccién 1.2.1 recordaste la serie geométrica, en sus versiones finita e infinita.
% La suma finita, si [x]| < 1:

] 1_x‘n+1
le:ﬁ, sin€eN

1—xn+1 ., . . .
T es la funcidn generatriz de la sucesiéon 1,1,1,...1,0,0,0,... con los primeros

Entonces f(x) =

n + 1 términos iguales a 1y después una infinidad de 0’s.

®,

% La serie infinita, si |x| < 1:

S
1—x

i=0

1 . . .
Entonces f(x) = T, ©s la funcién generatriz de la sucesion 1,1,1,...

Con estos resultados podemos obtener otros inmediatos:

a. lafuncién generatriz de la sucesién 1,7,21,35,35,21,7,1,0,0,0,... es f(x) = (1 + x)

b. la funciéon generatriz de la sucesion 1,1,0,1,1,1,.. es g(x) =i—x2 observa que
estamos usando el hecho de que f(x) = i es la funcion generatriz de la sucesidn
1,1,1,1,1,...

c. lasucesién1,1,1,3,1,1,1,... es generada por la funcién h(x) = :196 + 2x3

d. la sucesién asociada a la funcién generatriz f(x) = (1 — x)3 es 1,-3,3,-1,0,0,0,...
e. lasucesién asociadaalafunciéon f(x) = (x + x% + x3 + x*) + (1 — 3x + 3x%2 — x3) es

1,-2,4,0,1,0,0,0,... (sugerencia: efectia la sumay agrupa términos semejantes)

En la primera unidad estudiaste la definicion clasica del coeficiente binomial:

] n n!
Sln,TENU{O}yOSTSTl i(r)zm

Queremos ahora extenderla para el caso en que n,r € Z, para esto, observa que:
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n! [Mn—1)(n—-2)..(n—r+1)]

rt(n—r)! r!

Unicamente eliminamos factores comunes en numerador y denominador. Asi, definimos:

Sin,reNy0O<r
<n

(—n) [-n(—n—-1D)(—n—-2)..(—mn—r + 1)]

!

= D"+ +2)..(n+r—1)/r!

-D'(n+r—-1)!

) (n—1D!r! - (_1)r(

n+r—1>
r

Ejemplo.

Completando el ejemplo 1, podemos ver de manera inmediata que sin € N

(1+x)™"= (_On) + (_1n) x + (_zn) T (_n”) o

gue segun la generalizacién que acabamos de hacer quedaria como

oo

(1+x)"= Z (_r") A = S (—1)" (" * : B 1)xr
r=0

r=0

asi  que f(x)=(0+x)"™ e la funcion generatriz de Ia

(.., - (), 00,0, ..
Representada también como (nal), _(711) (n;rl), _(n;z), (_1)n(2nn—1)' 0.0,0,...

Ejemplo.

éCudl es el coeficiente de x° en (1 + 3x)~8?
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Haciendo y = 3x y usando el resultado expuesto en el ejemplo anterior, tenemos:

o)

(1430 F=(1+y)° = Z (;8> yr = (;8> Gx)"

(°9)
r=0 r=0

Entonces, el coeficiente buscado es el del sumando correspondiente a r =5, es decir,

(5)x=cor (T )= (5 e =2

Ejemplo.
Encuentra el coeficiente de x'1 en f(x) = (x? + x3 + x* + -+ )*.

Observa que

P+ +xt+ ) =x2A+x+x%+) =

1—x

factorizando y usando la identidad de la serie geométrica, entonces el coeficiente de x** en f(x)

es el coeficiente de x11 en

P 4_ x8 _ 5(1 »
(m) B R

asi que el coeficiente buscado es el coeficiente de x3 en (1—x)"% es decir,

(e cor( 1= ()

III

Nota que incluso es posible describir una “regla general” para determinar los coeficientes de

todos los grados en f(x):

Rl

% si0 <n <7, el coeficiente de x™ en f(x) es 0;
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< sin > 8, el coeficiente de x™ en f(x) es el coeficiente de x™" 8 en (1 —x)™%, que es

()EDE = (00,

En la tabla siguiente hacemos un resumen de las dentidades que, hasta este momento, hemos

obtenido. Te seran de utilidad posteriormente.

Paracadam,n € Z,a € R,

)+ C)x+ Qe vt (=Y ()
@ araor = (e (Yaxt (et sk (e =S (o

O ey = Qs (s (Jrm =Y ()

(1) @+x)"

r=0
(4) 11%361:1 = 1+x+x2+---+x”=znoxi
(5) lix = 1+x+x2+...:in
L @D et ee= 3 (e
° m ] — n+r—1 -
S,

(7)

—_
|
|
3
N——
+
VS
3
N——
=
+
|
NS
N——
=
N
+
Il
NgE
|
R
N——
<
,
Il
>4
—_
A—
3
/-~
=)
+
=
|
—_
N———
=
3

A+ x)"

Tabla 1.Resumen de las identidades

Ejemplo.
¢De cuantas formas se pueden seleccionar r objetos de entre n distintos objetos si se permite la

repeticidon?
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La seleccién de cada uno de los objetos es representada mediante la serie geométrica 1 + x +
x?+x3+x*+ -, pues el primer sumando representa la opcién de no elegir ninguno, el

segundo la de elegir uno, el tercero la opcidn de elegir dos,.. asi de manera subsecuente.

Entonces, la funcidn generatriz asociada a la seleccidn de los n distintos objetos sera:

(Grimaldi, 1997)= (317 )" = ()" = =

1-x) — Q-om
y por la identidad (6) de la Tabla 1:

=5 (4
r=0

Tal como habias aprendido en la Unidad 1 cuando estudiaste combinaciones con repeticion.

Ejemplo.
éDe cuantas formas puede distribuir un entrenador de tenis 28 pelotas de tenis a cuatro

jugadores de forma que cada uno reciba al menos tres pero no mas de ocho?
Las distribuciones posibles para cada jugador estdn dadas por la expresion x3 + x* + x5 + x +

x” +x8, como hay cuatro jugadores, la funcién generatriz que se obtiene es f(x) =

(x3 + x* + x5 + x® + x7 + x8)*. Y ahi, buscamos el coeficiente de x?&. Observa que:

4
fFO)=(3A+x+x2+x3+x*+x%) =x2 (1 +x+x%+x%+x*+x5)*

1—x%\*
— 12 <1_x) = x12(1 — x)* (1 — x)~*
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Asi que el coeficiente buscado es el de x en (1 — x®)* (1 — x)~*. Desarrollemos esta expresion
ayuddndonos con las identidades de la Tabla 1:

- Qe (I (e
+ (_24) (—1)%x? ]

=[1 — 4x® + 6x'? — 6x'8 4+ x**] [1 - (i)x + (;) x2 — (:) x3 + <7> x* ]

Ha quedado como el producto de un polinomio de grado 24 —con solamente cinco términos no
nulos- y un “polinomio infinito” écémo se forma el coeficiente de x1° en esta expresion?

Veamos, los factores que participan en la formacién de este coeficiente son:

del polinomio de grado 24 | del polinomio infinito

1 B
46 (13) 10
(i)

Observa que estos son todos los términos que formaran el término de grado 16 en la expresion

gue estamos analizando, los otros dos términos del polinomio finito no participan pues tienen
grado mayor que 16. Entonces, el coeficiente de x© sera: (12) + (—4)(12) + 6(1) =969 —
1124 + 210 = 55.

Hay 55 formas de distribuir las pelotas de tenis con estas restricciones.
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Cierre de la unidad

En esta unidad has aprendido a usar estrategias eficaces de conteo, como son el Principio de
inclusidn-Exclusidn, su definicién, y propiedades, ademas de su aplicacidn en funciones
generatrices.

Existen mas herramientas que te ayudan a realizar un conteo, pero estas son las fundamentales
y suficientes para que tengas el conocimiento sobre estrategias de conteo En la unidad tres

revisaremos la teoria de graficas, su concepto, su recorrido, arboles, planaridad y coloracion.

Para saber mas

Si quieres tener mas informacién sobre los temas vistos en la unidad puedes revisar estos

recursos:

Aqui puedes revisar contenidos sobre inclusion y exclusion.
e JDM (2008). Método de inclusion-exclusion. Matetam.

http://www.matetam.com/de-consulta/books/metodo-inclusion-exclusion

En la siguiente consulta, te muestra contenidos sobre combinatoria
e Calmaestra (2007). Unidad didactica: Combinatoria, Algebra. Descartes 3D. Ministerio
de Educacién, Cultura y Deporte.

http://descartes.cnice.mec.es/materiales didacticos/Combinatoria/combinatoria.htm

En la siguiente consulta, te muestra el programa Wolfram, sobre funciones generatrices.
e Weisstein, Eric W. "Funcidn generadora". De MathWorld--A Wolfram Web Resource.

http://mathworld.wolfram.com/GeneratingFunction.html

Fuentes de consulta

Basica
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e Grimaldi, R. (1997). Mateméticas, Discreta y Combinatoria. México: Prentice Hall.

e Florence, N. D. (1962). Games, Gods and Gambling. New York: Hafner Press.

o Roberts, F. (1984). Applied Combinatorics. USA: Prentice Hall.

e UCAM Universidad Catdlica de Murcia. (18 de junio de 2015). Matematica Discreta —

Principio de inclusiébn y exclusion |. Jesus Soto. [Archivo de Video]. Youtube.

https://www.youtube.com/watch?v=cx-zcOhmBcY

¢ Villalpando, R.F (s.f). Apuntes para la materia de matematicas discretas.

http://seraace.com/files/notas mat dis.pdf
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