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Unidad 1. Espacios Vectoriales

Presentacion de la unidad

Los conceptos que estudia el andlisis matematico, estan relacionados con las propiedades de los
numeros reales. Por eso iniciamos con una seccion dedicada a los numeros reales. En este
apartado se estudia la propiedad mas importante de los numeros reales, la de completez o
completitud, esta relacionada con el supremo de un conjunto y se demuestran varios teoremas
equivalentes. Todos estos son resultados que se utilizaran a lo largo del curso.

Posteriormente, se inicia el estudio de los espacios vectoriales, se tratan las propiedades de una
norma y de una distancia en un espacio vectorial. Aqui iniciamos la generalizacidn de resultados
en R" a espacios mas generales. Trataremos algunas propiedades de los conjuntos en espacios

métricos generales, generalizando algunos de los resultados validos en los reales y en R".

Competencia especifica

Generalizar los conceptos y resultados del calculo en R", para extenderlos a espacios mas
generales mediante las propiedades de los espacios métricos, las normas, distancias y la

topologia.

Logros

e Aplicar propiedades de los niumeros reales en la solucién de problemas matematicos
diversos, utilizando los teoremas de completitud, para su posterior generalizacion a
espacios mas generales.

e Aplicar las propiedades de un espacio vectorial para demostrar cuando un espacio es un

espacio vectorial o no, siguiendo un razonamiento riguroso, légico y matematico.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 4



— )
— A
Q

e Aplicar las propiedades y normas de distancias para identificar distintas normas y

Unidad 1. Espacios Vectoriales

distancias en distintos espacios, asi como en un mismo espacio.
e Identificar las caracteristicas de conjuntos abiertos y cerrados en distintos espacios
métricos, asi como en un mismo espacio con diferentes métricas y aplicarlas para

identificar diferentes topologias.

1.1. Resultados fundamentales en R

En esta seccidn, es importante que tengas presente los axiomas de los nimeros reales, y cdmo
se usan para demostrar otros resultados. A continuacion te presentamos los axiomas de campo

y los de orden.
Axiomas de Campo
En el conjunto R, de los nimeros reales se tienen dos operaciones bdsicas: suma y
multiplicacidn. Estas son tales, que para cualesquiera dos elemento x, y en R, su suma y su
producto es un numero real: x + y € Ry xy € R. Estas operaciones satisfacen los siguientes
axiomas:

Sean x, y, z cualesquiera tres numeros reales.

Axioma 1. Leyes conmutativas

a)x+y=y+x b) xy = yx

Axioma 2. Leyes asociativas

a)x+(y+z)=(x+y)+z b) x(yz) = (xy)z

Axioma 3. Neutros.
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a) Existe 0 € R, tal que x + 0 = x. b) Existe 1 € R tal que 1x=x
Axioma 4. Inversos.
a) Existe w=—x € R, tal que x+ w=0. b) Existev=x'€ Rtalquevx=1

Axioma 5. Ley distributiva

x(y+2z)=xy+xz
Axiomas de Orden

Axioma 6. Tricotomia. Se satisface una y solo una de las relaciones:

X<y, X>y, Xx=y

Al cumplirse una de ellas, las otras dos no se satisfacen.

Axioma 7. Monotonia para la suma. Si x < y; entonces, paratodo z: x+z<y +z
Axioma 8. Monotonia de los signos. Si x >0, y > 0; entonces, xy >0
Axioma 9. Transitiva. Si x >y, y > z; entonces, x > z
Los numeros reales forman un campo ordenado, con las operaciones de suma y producto.

El conjunto de niUmeros racionales, son los nimeros que se pueden escribir como el cociente de

dos enteros:

Q= {§| p,q €EZ,q+0,y g es irreducible }

También forman un campo ordenado. Es posible sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros

racionales y el resultado siempre sera un racional.
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Unidad 1. Espacios Vectoriales

El conjunto de los numeros naturales, no forman un campo, porque un nimero natural no tiene
inverso aditivo dentro de los naturales (el inverso aditivo de 2, es —2 pero —2 no es un numero
natural). No es posible restar nimeros naturales y que el resultado sea siempre un natural ( 2 —

5 =-3 que no es natural).

Los numeros enteros tampoco forman un campo, pues un entero no tiene inverso multiplicativo
dentro de los enteros. No es posible dividir nUmeros enteros y que el resultado sea siempre un

entero (3 + 4 =0.75 que no es entero).

Vamos a partir de que ya estas familiarizado con los axiomas de campo y orden en los nimeros
reales. Con base en ellos se demuestran muchos mas resultados y relaciones que satisfacen los

numeros reales. Por ejemplo, el siguiente resultado:

Resultado 1. Si a y b son numeros reales, tales que para cualquier nimero ¢ >0, a< b + ¢,

entonces a < b.

Demostracion. Si b fuese menor que a, b< a, para € = (a — b)/2 >0, se tendria que:

b+e=b+(a-b)/2=(a+b)/2<(a+a)/2=a.

Lo cual contradice la hipdtesis de que a < b + ¢, para todo € > 0. Asi que b no puede ser menor

gue a; entonces, por la propiedad 6, a es menor o igual que b: a <b.

Los numeros reales que no son racionales (no se pueden escribir como el cociente de dos

enteros), son los numeros irracionales. Por ejemplo, raiz de 2: V2, es un nimero irracional, pero
no es facil probarlo (lo haremos mas adelante). Asi que el conjunto de los nimeros reales esta

formado por la unién de los nimeros racionales con los nimeros irracionales.
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Unidad 1. Espacios Vectoriales

Hay un axioma mas, la completez o completitud de los reales. Es la que permite introducir a los
numeros irracionales en el sistema de los nimeros reales, y establece una diferencia del campo

de los reales con el campo de los racionales.

1.1.1. Supremo e infimo, propiedades

En esta seccidn es importante que recuerdes lo que es un intervalo.

(a,b)={xeR | a<x<b} [a,b]={xER | a<x< b}
P . +—73
a a
intervalo abierto (a,b) intervalo cerrado [@5]
a<x<b a<x<b
(a,b]={xeER | a<x<b} [a,b)={xeR | a<x<b}
{ = E )
a b a b
a<x<b a<x<hb
(a,°)={x€R | a<x} (oo, b) ={xER | x< b}
€ y—
a
(t,0) a<x ( ) x<b
[b, ) ={x€ER | b<x} (oo, b] = {xER | x< b}
£ ]
il |
b b

[b ©) x>b (—oo,b__| xX<bh

Tabla 1. Intervalos

Cotas y conjuntos acotados

Consideremos el conjunto A = [0,1].

Figura 1. conjunto A=[0,1]
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Cualquier nimero M 2 1, satisface que para todo x en A, se tiene que x £ M; y cualquier nimero

m < 0, satisface que para todo x en A, se tiene que m < x.

A los nimeros M que son mayores o iguales que cualquier elemento de un conjunto, se les
llama cota superior del conjunto. Y a los nimeros m que son menores o iguales que cualquier

elemento de un conjunto, se les llama cota inferior del conjunto.

Definicidn. Sea Q un conjunto de numeros reales.

a) Siexiste un numero real M, tal que x £ M para todo x en Q, diremos que M es una
cota superior de Q.

b) Si existe un numero real m, tal que m < x para todo x en Q, diremos que m es una cota
inferior de Q.

c) Una cota superior de un conjunto Q, que pertenece al conjunto, se llama elemento
maximo de Qy lo denotaremos como: max Q.

d) Una cota inferior de un conjunto Q, que pertenece al conjunto, se llama elemento

minimo de Q y lo denotaremos como: min Q.

Un Conjunto es:
a) Acotado superiormente, si tiene una cota superior.
b) Acotado inferiormente, si tiene una cota inferior.
c) Acotado, sitiene una cota superior y una cota inferior.
d) No acotado superiormente, si no tiene cotas superiores.
e) No acotado inferiormente, si no tiene cotas inferiores.

f) No acotado, si no tiene cotas inferiores ni superiores.

Ejemplos

1.SiA=[0, 1], tenemos que 2 es una cota superior porque para cualquier x en A, se tiene que:

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 9
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por lo tanto A es un conjunto acotado superiormente. Ademas, 1 también es cota superior y es

X€E[0,1]e0<x<1<2

elemento de A, por tanto 1 es el elemento maximo de A.

maxA = max[0, 1] = 1.

El conjunto A es acotado inferiormente, pues cualquier nimero b < 0, es una cota inferior de A.
Y el 0 también es cota inferior de Ay pertenece a A, asi que:

minA = min[0,1] = 0.

2. Considera ahora el conjunto B = (0, 1):

{ l AY
\ | )4 [
0 X 1

Figura 2. Conjunto B=(0,1)
Como para cualquier x en B, ocurre que:

O<x<1<g2.

Entonces 2 es una cota superior de B, asi que B es un conjunto acotado superiormente. El 1,
también es una cota superior de B, pero no es un elemento de B.
Nota que no hay ningln niumero x en (0, 1), que sea cota superior del conjunto, por lo que B no

tiene elemento maximo.

B es acotado inferiormente por cualquier nimero b <0, y no tiene elemento minimo.

3. Sea C = (—oo, 1). Este conjunto no es acotado inferiormente, es acotado superiormente, el 1 es

una cota superior, y no tiene elemento maximo.

Observa:

A) Una cota superior de un conjunto Q, puede pertenecer o no al conjunto. Si pertenece al

conjunto Q, entonces es el elemento maximo del conjunto.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 10
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B) Si ningln elemento de un conjunto es su cota superior, entonces el conjunto no tiene
elemento maximo.
C) Un numero a no es cota superior de un conjunto Q, si @ no es mayor o igual que todo

elemento de Q; esto es, si existe x en Q tal que a < x.

Para los conjuntos acotados superiormente, que no tienen elemento mdaximo, como en los
ejemplos 2 y 3, existe un concepto que equivaldria al de elemento maximo, el concepto de

supremo. Este se define como sigue:

Definicién I. Sea Q un conjunto de numeros reales acotado superiormente. Un nimero real o
es el supremo de Q, si satisface dos condiciones:
a) o es cota superior de Q
Es decir, paratodoxenQ, x< o .
b) Ninglin nimero menor que o es cota superior de Q
Es decir, para todo b < «, existe x en Q tal que b < x.

El supremo del conjunto Q, se denota como supQ.

Nota que, si un conjunto es acotado superiormente, entonces tiene muchas cotas superiores y

podemos hablar del conjunto de cotas superiores de un conjunto.

Por ejemplo, para A =[0,1], cualquier nimero real M > 1, es una cota superior de A, y su conjunto
de cotas superiores es:

{M € R | M es cota superior de [0, 1]} = [1, o)

A Cotas superiores de A

et

Figura 3. Cotas superiores de A

o

En este caso, el supremo de A, es el niumero 1: supA =1, porque cumple con las dos

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 11




Unidad 1. Espacios Vectoriales

condiciones:

e El1escotasuperiorde A

e Para cualquier b <1, existe x =1 en A que satisface b< 1
Date cuenta de que el supremo de A, es el elemento minimo del conjunto de las cotas
superiores:

SupA = min[1, =] = min{cotas superiores de A}

Para el conjunto B = (0, 1), ocurre que su conjunto de cotas superiores, es el mismo que en el
ejemplo anterior:
{M € R | M es cota superior de (0, 1)} = [1, o)

B Cotas superiores de B

0 -

Figura 4. Cotas superiores de B

.~

Y su supremo, también es 1, ya que cumple con las dos condiciones:
e 1 escotasuperiordeB
e Para cualquier b < 1, o bien b es mayor que 0, y entonces existe x, el punto medio entre

byl:x=b+(b-1)/2, que es un elemento de B,con b<b + (1 -b)/2.

LL)
1)
b|1

b+(1-b)/2

(
C
0

Figura 5. Intervalos

O bien, b <0y entonces b < 0 < x, para cualquier x en B.
En este caso, el supremo de B, el 1, no es un elemento del conjunto B, pero también es el

minimo elemento del conjunto de cotas superiores:

supB = min[1, o) = {cotas superiores de B}

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 12
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Algunos autores definen al supremo de un conjunto, de la siguiente manera:

Definicidn Il. Sea Q un conjunto de numeros reales acotado superiormente. Un niumero real
a es el supremo de Q, si satisface dos condiciones:
a) o es cota superior de Q
Es decir, paratodoxenQ, x < a.
b) o es la minima de las cotas superiores de Q.

Es decir, para todo M cota superior de Q, o < M.

Las definiciones | y Il de supremo, son equivalentes.
Para un conjunto acotado inferiormente, de manera andloga, se define la mayor de las cotas

inferiores del conjunto.

Definicidn I. Sea Q un conjunto de nimeros reales acotado inferiormente. Un nimero real 8
es el infimo de Q, si satisface dos condiciones:
a) 3 es cota inferior de Q
Es decir, paratodoxenQ, B<x.
b) Ningun numero menor que (8 es cota superior de Q

Es decir, para todo b > 3, existe x en Q tal que x < b.

El infimo del conjunto Q, se denota como infimo Q.

Definicidn Il. Sea Q un conjunto de numeros reales acotado inferiormente. Un nimero real 3
es el infimo de Q, si satisface dos condiciones:
a) 3 es cota inferior de Q
Es decir, para todo xen Q, B < x.
b) B es la maxima de las cotas inferiores de Q.

Es decir, para todo m cota inferior de Q, m < g.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 13
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Unidad 1. Espacios Vectoriales

Es facil demostrar que el supremo de un conjunto es Unico. Esto es, no puede haber dos nimeros

distintos que sean el supremo de un conjunto. Vamos a demostrarlo suponiendo que A es un

conjunto acotado superior mente y

2
1= supA.

I3~

a=supA y

Demostraremos que o y u son iguales.

Por 1, tenemos que: o £ M para todo M en el conjunto de cotas superiores de A. Como u es
cota superior de A (por 2), entonces:
o< U
Por 2, tenemos que u < M para todo M en el conjunto de cotas superiores de A. Como o es cota

superior de A (por 1), entonces:

=
IA
S

asi se sigue que
as u < «a.

Por lo tanto o = u. Y esto demuestra el siguiente teorema:
Teorema 1. El supremo de un conjunto, es Unico.

Axioma de completitud de los niimeros reales

Desde primaria estds acostumbrado a asociar nimeros reales con puntos en una recta y a tal

recta le conoces como la recta real o recta numérica.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1



Unidad 1. Espacios Vectoriales

En efecto, se establece una correspondencia biunivoca entre los nimeros reales y la recta real,
de manera que a cada numero real se le asigna un Unico punto en la recta; y, a cada punto en la
recta se le asocia un Unico nimero real. No hay repeticiones (a un mismo niimero no se le asocian
dos puntos diferentes, y a un mismo punto no se le asocian dos numeros diferentes). Todos los
nimeros reales quedan asignados a puntos en la recta y no sobra ningln nimero; y todos los

puntos de la recta quedan asignados a un nimero y no sobra ningin punto.

De manera intuitiva, el axioma de completitud establece que:

“la recta real es completa, no tiene huecos; que equivale a decir que el conjunto de nimeros
reales es completo, llena la recta. Coloque donde coloque la punta de un alfiler sobre la recta

real, alli hay un punto, alli hay un nimero real. No es posible que haya un hueco”.

No es sencilla la formalizacién matematica de lo anterior y llevé varios siglos realizarla. Ahora
resulta natural pensar que si un conjunto es acotado superiormente, necesariamente debe haber
un numero real (un punto en la recta) que sea su minima cota superior; es decir, su supremo. De

no existir tal niUmero real, entonces habria un “hueco” en la recta.

Axioma 10 Completitud. Todo conjunto no vacio, Q, de nimeros reales que es acotado
superiormente, tiene un supremo en los reales; es decir, existe un nimero « € R, tal que o =

supQ.

Si consideramos como nuestro universo al conjunto de los nimeros racionales, @, éstos no llenan
la recta, dejan muchos huecos, todos aquellos puntos que corresponden a los numeros
irracionales. De manera que el conjunto de nimeros racionales, no es completo. El axioma 10,
formulado para el conjunto de nimeros racionales estableceria lo siguiente, que es un campo

ordenado):

Todo conjunto no vacio A, de nimeros racionales que es acotado superiormente,

tiene un supremo en los racionales; es decir, existe un nimero a € Q, tal que

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 15




Unidad 1. Espacios Vectoriales
a = SUpA
La afirmacién anterior es falsa. Lo vamos a demostrar en la siguiente seccidn, pero

momentdneamente piensa en un conjunto de nimeros racionales que tuviese como minima cota

superior a un numero irracional, por ejemplo el siguiente conjunto:

A={yeQ|0<y,y* <2}

En la siguiente seccién demostraremos que éste conjunto tiene como supremo araizde 2,y

que V2 es un nimero real que no es racional.

Esto establece la gran diferencia entre el campo de los nimeros racionales que es ordenado, y

el campo de los numeros reales que, ademas de ser ordenado, es completo.

Una consecuencia del axioma 10, es que todo conjunto no vacio de nimeros reales, acotado

inferiormente, tiene infimo en los reales. Su demostracion la dejamos como ejercicio.

Propiedades del supremo

Vamos a demostrar algunas propiedades del supremo que se usan a lo largo de este curso. Se

trata de los siguientes teoremas.

Teorema 2. Sea A un conjunto de nimeros reales no vacio, acotado superiormente; entonces,

para todo numero s > 0, existe un elemento de A, a € A, tal que supA — £ < a < supA.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 16



Unidad 1. Espacios Vectoriales

Los elementos de A estan a s
la izquierda de su supremo A

| |

I I
supA—g SupA
a

Figura 6. Supremos

De manera andloga, si se tiene un conjunto B de niumeros reales no vacio, acotado
inferiormente; entonces para todo numero ¢ > 0, existe un elemento de B, b € B, tal que infB <
b<infB + €.

g Los elementos de B estan

r—*—\ a la derecha de su infimo

infB inB+ g
b

Figura 7. Propiedad de los supremos

Demostracion

Lo haremos por reduccién al absurdo, suponiendo que no se cumple lo que queremos demostrar.
Esto es, supongamos que existe ¢ >0, tal que para todo a € A ocurre que a < supA — ¢, entonces
SUpA — ¢ es una cota superior de A. Como supA — £ < supA, asi que tenemos una cota superior
de A menor que la menor de las cotas superiores que es supA, lo que es una contradiccion. Por
tanto la suposicién es falsa y queda demostrado el teorema. Lo que queriamos demostrar (£gd)

Para el infimo, la demostracidn es andloga.

Teorema 3. Sean A, B dos conjuntos no vacios de nimeros reales. Sea C el conjunto:

C={a+b|a€A beB}

Si Ay B son acotados superiormente, entonces C es acotado superiormente y:

supC = supA + supB

UnADM | DCEIT | MT | MAMT1 17
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Demostracion.

Sea o = supA, B = supB. Para cualquier c € C, se tiene: c=a + b < o + 3. En consecuencia, o +

es cota superior de C; por tanto C tiene supremo.

Sea ( (zeta) la menor cota superior de C, ¢ = supC, entonces { < o + .

Ahora, bastara demostrar que o + 3 < (. Para ello, damos cualquier nimero ¢ > 0; y, por el
teorema 2, existe a € Ay b € B tales que:

a—e<ay B—e<bp,

sumando las dos desigualdades, se tiene:

a+B—-2e<a+b.

Peroa+ b =c< {, entonces:

a+PRP—-2e<{ a+p<(+2¢.

De lo anterior (por el resultado 1) podemos concluir que o+ 3 < (. Ycomo { <o + B, llegamos a

que { = o + B. (lo que queriamos demostrar) £gd

Teorema 4. Sean A, B dos conjuntos no vacios de numeros reales, tales que paratodoaen Ay

para todo b en B, a < b. Entonces supA < supB.

Demostracion.

A es un conjunto acotado superiormente, pues cualquier b en B es cota superior de A, por lo cual
la minima cota superior = supA < b para todo b en B. De esto se sigue que B es un conjunto
acotado inferiormente, porque supA es cota inferior de B, por lo tanto es mayor que la minima

cota superior de B: supA < infB. £gd
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1.1.2. Propiedad arquimedeana. Existencia de raiz de 2

Como consecuencia de las propiedades del supremo, se puede demostrar que el conjunto de

los nimeros naturales, no es acotado superiormente.

Teorema 5. El conjunto de nimeros naturales, N ={1, 2, 3, ...} no es acotado superiormente.

Demostracion. Supongamos que N esta acotado superiormente, entonces existe un nimero o

= supN. Por lo tanto para todo nimero natural n, ocurre que

=
N} =
Q

Ahora bien, para £ =1 >0, (por el teorema 2) tenemos que existe un natural n, tal que:

a—1<n = oa<n+1,

pero n + 1 también es un numero natural mayor que o, lo que contradice la desigualdad a. Asi

que es falso suponer que N no es acotado superiormente. £gd

Que los naturales no sean acotados superiormente, significa que para cualquier numero real x,
siempre existe un numero natural N, que es mayor que x. Esto es lo que establece el siguiente
teorema.

Teorema 6. Para cualquier niUmero real x, existe un nimero natural n, tal que x < N.
Demostracion. Si suponemos lo contrario, que existe un numero real x tal que para todo numero
natural n ocurre que n < x, concluimos que los naturales no son acotados superiormente, lo que

contradice el teorema 5. Y terminamos la demostracion.

Geométricamente, el teorema 6 establece que si tenemos cualquier segmento de longitud x, y
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un segmento de longitud una unidad u, podemos repetir el segmento unitario un ndmero finito

N de veces, hasta rebasar x.

Mads en general, se tiene que todo segmento lineal de longitud y, por largo que sea, puede
rebasarse repitiendo un ndmero finito de veces un segmento de longitud x, por pequefio que
este sea. Esto es lo que establece el siguiente teorema conocido como propiedad arquimediana

de los nUmeros reales.

Propiedad arquimediana de los nimeros reales. Dado cualquier niumero real x > 0, y cualquier

otro numero real y, existe N en los naturales, tal que y < Nx.

Demostracion
Damos x’ = y/x, éste es un nimero real. Por el Teorema 6, existe un natural N, tal que x’ < N; es

decir, y/x <N, lo que implica que y < Nx. £gd

De la propiedad arquimediana se desprenden otros resultados que enunciamos en el siguiente

corolario:

Corolario. Sean x, un numero real positivo, x > 0. Entonces:
a) Existe N en los numeros naturales, tal que 1/N < x

b) Existe N en los nimeros naturales, tal que N—1<x<N.

Demostracion de (a)
Hacemos y = 1, por la propiedad arquimediana, existe N tal que y = 1 < Nx, en consecuencia

1/N<x.fgd

Demostracion de (b)
Consideremos el conjunto A={n € N | x<n}. Como 1 >0y x es un nimero real, por la propiedad

arquimedina, existe N tal que x< N1 = N. Por lo tanto N es un elemento de A; esto es, A es distinto
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del vacio. Por propiedad de los naturales, cualquier subconjunto no vacio de N, tiene un
elemento minimo. Entonces A tiene un elemento minimo: existe un natural m en A, tal que el
natural m—1 ya no estd en Ay, en consecuencia, m—1<x.Y como m si estd en A, satisface: x <

m.Y concluimos: m—-1<x<m.fqd

El siguiente corolario del principio de Arquimedes, establece que entre cualesquiera dos nimeros

reales, siempre existe un numero racional.

Corolario c. Densidad de los racionales en los reales. Si x, y son dos numeros reales con x <y,

entonces existe un nimero racional rcon x<r<y.

Demostracion
Como x <y, entonces X' = y —x > 0; tomamos y’ = 1. Por el principio de Arquimedes, existe N en

los naturales, tal que y’ < Nx’; esto es:

1<N(y—-x) = 1<Ny-Nx
1
=> 1+ Nx< Ny.

Ahora tomamos y”’ = Nxy x”’ = 1, entonces existe M1 en los naturales, tal que y”’ < M1x”’; es decir,
que:
Nx < Mz,
y, haciendo y"”’ = —Nx, existe M; en los naturales, tal que y"”’ < Myx"’ y tenemos:
-Nx<M; & —-My< Nx.
Por lo que:

M2 < Nx < Mq .,

Ahora, por el corolario b, existe un natural M, tal que:
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2
M-1<Nx<M

donde -M; < M < M1. Sumando uno en la desigualdad de la izquierda:

M< Nx + 1.

Por la desigualdad 1, tenemos:

-
M< Nx+ 1< Ny

y, por la desigualdad 2:

2
Nx2M<Nx+1<Ny

= Nx<M<Ny.

Como N # 0, finalmente tenemos:

<M<
X <5<y

Y hemos demostrado que existe un racional, r = M/N, entre x e y. £qd

Nétese que este corolario ¢, establece que un nimero racional no tiene antecesor ni sucesor, a

diferencia de los naturales o los enteros.

Existencia de raiz de 2

Como se habia dicho antes, la importancia del axioma del supremo es que garantiza la existencia
de numeros reales, bajo ciertas hipdtesis. En particular permite demostrar la existencia de los
numeros irracionales. Vamos a ilustrar como se usa, demostrando que existe un niumero real x >

0, tal que x* = 2.

Primero vamos a demostrar que tal nimero x no es racional. Y, después, demostraremos que es

un ndmero real.
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Por demostrar que V2 no es racional. Supondremos que si es un nimero racional y llegaremos a
una contradiccion. Vamos a partir del hecho de que si el cuadrado de un nimero es par, entonces

ese numero es par.

Supongamos, pues, que raiz de 2 es un nimero racional, es decir, suponemos que:

vz="2
q

con py g enteros, g # 0y p/q fraccion irreducible, por tanto, p y g tienen como maximo comudn

divisor al 1. Elevando al cuadrado de ambos lados de la igualdad anterior, se obtiene:

Por lo que p? es un nimero pary, por tanto, p también lo es; es decir, existe un nimero entero ¢

tal que: p = 2c. Sustituyendo en la igualdad 1:

2g°=p?=(2c)’=4c> = qg*=2c.
Asi que g también es un nimero par; por consiguiente, p y g son pares y tienen como comun
divisor al 2, lo que contradice el hecho de que su maximo comun divisor es 1. Por lo tanto, raiz
de 2 no es un nimero racional.
Teorema 7. Existe un nimero real x, tal que x? = 2.

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:

A={yeR|0<y,y*<2}.
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Es claro que el conjunto A no es vacio, pues 1 EA,yaque0<1y1?2=1<2.También es claro que

A es acotado superiormente y 3 es una cota superior, porque para cualquier yen A, y><2<9 =

32, por lo que y < 3. Por el teorema del supremo, existe un nimero real x, tal que:

X =SUupA.

Vamos a demostrar que el supremo de A, x, es precisamente el nimero real que satisface: x> = 2.

Supondremos que no es asi, entonces ocurre una de dos cosas: 0 x> < 2, 0 x> > 2.

Primero suponemos que x2 < 2. Vamos a demostrar que esto contradice el hecho de que x es cota

superior de A.

Como x? < 2, entonces 2 — x*> > 0. Por otro lado, como x es cota superior de A, x > 1 (porque 1 €

A),asique2x+1>x+1>0,y setiene:

2 — x?

>0.
2x+1

Por la propiedad arquimediana (corolario a), existe N € N tal que:

1 2-—x2

1
_— s — — 2.
N <Zxr1 S NEEFTD<2-x

De lo anterior, se concluye que x + 1/N esta en A, porque:

( +1)2— 2+2x+ L 2+1<2 +1>< 2+1(2 +1) <x*+2=x%:=2
X N =X N Nz—x N X N S X N X X X- =

pero x + 1/N > x, y tenemos que un elemento de A es mayor que X, que es una cota superior de

A. Pero esto es una contradiccién. Por tanto es falso suponer que x? < 2.
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Ahora, suponemos que x? > 2. Esto nos lleva a contradecir el hecho de que x sea la menor de las
cotas superiores de A. Veamos, claramente x>—2 >0y 2x > 0, entonces:

x% =2
2x

>0.

Por la propiedad arquimediana (corolario a), existe N tal que:

L a2 2,
:_ —
NS 2x N T

de aqui se sigue que x — 1/N es cota superior de A. En efecto, puesto que:

1\2 2x 1 2x
(x——) =xl—-—+—=>x2——>x*—(x?-2)=2.

De manera que para cualquier y en A, x — 1/N >y, por tanto es cota superior de A. Pero x es la
menor cota superior de Ay x — 1/N < x, lo que es una contradiccidn. Concluimos que no puede

ocurrir que x? > 2. Por tanto: x> = 2. £qd

Al nimero x se le llama raiz de 2 y es el que se denota: V2. También se puede demostrar que si
a > 0 entonces existe un Unico numero b > 0 tal que b? = a, el nimero b recibe el nombre de raiz
cuadrado positiva de a y se denota: vVa. Y de manera mas general, se demuestra la existencia de

un Unico nimero que es la raiz enésima positiva de a, y se denota: V/a.

Asi, se tiene la existencia de infinidad de nimeros reales, que no son racionales: todas las raices
cuadradas de nimeros que no sean una potencia de 2 (\/Z V3, \/g, V6,V7,v8,V10, etc.), o todas
las raices enésimas de nimeros que no sean una potencia de ene (3\/8, V20, /25, 4\/50, etc.).

Todos esos numeros reales son irracionales, porque los nimeros reales o son racionales o son

irracionales.
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1.2. Teoremas de completitud

Hay varios teoremas que son equivalentes al axioma del supremo. No demostraremos aqui todas

las equivalencias entre ellos, sélo veremos algunas a manera de ilustracién.

1.2.1. Cortaduras de Dedekind y sucesiones mondtonas

Richard Dedekind, introdujo el concepto de cortadura en 1872, con la intencién de dar una
demostracion rigurosa del continuo de la recta real (que en ella no hay huecos).

A grandes rasgos, su idea fue mas o menos la siguiente:

Parti6 de la idea intuitiva de que todo punto a en la recta real, la divide en dos clases de puntos:
la clase A de todos los puntos que estdn a la izquierda de a, y la clase B de todos los puntos que
estan a la derecha de B. El punto a es llamado “punto de cortadura”, y los conjuntos Ay B son

[lamados cortadura de los reales.

Ademas notd que, hay cortaduras de los numeros racionales. Esto es, dado un punto z en la recta,
los racionales quedan divididos en dos clases: una clase A de todos los nimeros racionales que
estan a laizquierda de z, y una clase B de todos los nimeros que estan a la derecha de z; la unién
de Ay B es el conjunto de todos los nimeros racionales, su interseccién es vacia y todo elemento
de A es menor o igual que todo elemento de B; vy, resulta que el punto de cortadura z pertenece

aAoaB.

Pero advirtié que hay cortaduras de los racionales tales, que satisfacen todo lo anterior, pero el
punto de cortadura no pertenece a los racionales. Entonces definié a los nimeros reales como el
conjunto de todos los puntos z de cortadura de los nUmeros racionales. Los puntos z de cortadura

gue no son numeros racionales, los definié como irracionales.

Ahora vamos a definir una cortadura en general.
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Definicidn. Sea X un cuerpo (donde se cumplen las 9 propiedades enlistadas en la primera

AM)

seccidon). Sean A, B dos subconjuntos de X. Decimos que A, B forman una cortadura de X si se

satisfacen las siguientes cuatro condiciones:

)Az0 y BzQ
i) AU B =X
ii)ANB=0

iv) Paratodoa €E Ayparatodob€B,a<h

Ejemplos.

1. X=R, A= (-0, 1],B=(1, o).
i)1€Ay2E€B, porlotanto Ay B son conjuntos no vacios.
ii) Claramente (—oo, 1] U (1, o) = (—oo,o0) = R.
iii) Y también es claro que: (—o=, 1] N (1, o) =0
iv) Paratodo a € A, se tieneque a< 1,y paratodo b € B, ocurreque 1< b, porloque:a<b
(se cumple la desigualdad estricta).

Por lo tanto, A y B forman una cortadura de los nimeros reales.

2. X=Q,A=(-=°,2)NnQ,B=[2,°°) N Q.
i)Az0 y Bz@, porquel EAy2€EB.
i)AUB=[(==,2)NQJU[2, ) NQ]=:[(-°,2)U[2,)]NQ=Q.
i)ANB==[(-=,2)NQIN[2, =) NQ]=:[(-=,2)N[2,°)]NQ=0
iv) Para todo a € Ay paratodo b € Bse tienequea<2y2<b,porloqueacs<h.

Como se cumplen las 4 condiciones, concluimos que Ay B forman una cortadura de Q.
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3. X=Q,B={beQ | b>0yb*>2}, A=Q-B (los numeros racionales que no estdn en

AM)

B: B°)
i) Notese que B # @, porque 4* =16 > 2, por lo que 4 € B. Ademas, 1 ¢ B porque 1°=1< 2.
Como Ay B son complementarios, y B es un subconjunto propio de Q, entonces A # @.
ii)AUB=B°UB=Q
ii)ANB=B°NB=0
iv) Para todo b € B, 2 < b?; y, para todo a € A, como a €& B, se tiene que a° < 2, entonces: a* <
b?. En virtud de que la funcidn f(x) = x? es creciente, se sigue que a® < b? sélo si a < b.

Concluimos que A, B forman una cortadura de Q.

Obsérvese que, en el ejemplo 2, tenemos una cortadura de los racionales, y el punto de cortadura
es 2, que es un numero racional. Pero en el ejemplo 3, que también es una cortadura de los

racionales, el punto de cortadura es el nimero real que satisface: ¢? = 2, y ya demostramos que

éste nimero c no es racional (es el irracional v/2).

El principio de cortaduras de Dedekind, establece en toda cortadura A, B de los numeros reales,
el punto de cortadura es el Unico nimero real que satisface ser mayor o igual que todos los

elementos de A y menor o igual que todos los elementos de B.

Teorema (Principio de Dedekind). Si A, B es cualquier cortadura de R, entonces existe un Unico

numero § € R tal que: paratodoa € Ayparatodob €B:a< ¢ <bh.

Es claro que los racionales no satisfacen la consecuencia de este teorema; es decir, no se cumple
gue para toda cortadura de @Q, el punto de cortadura sea un racional. El ejemplo 3 lo muestra.

Esto se debe a que los racionales no son completos.

De hecho el teorema de Dedekind garantiza la completitud de los nimeros reales, ya que es
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equivalente al principio del supremo. Esto quiere decir que podemos demostrar el teorema de

AM)

Dedekind, aplicando el principio del supremo; y, que podemos tomar como principio el teorema
de Dedekind, y con base en él, demostrar el principio del supremo, enuncidndolo como teorema.

Las dos demostraciones son sencillas.

Demostracion del teorema de Dedekind

Sea A, B cualquier cortadura de R, entonces se satisface que: para todo a € Ay para todo b € B:
a < b. Se sigue que cualquier elemento b de B, es una cota superior de A, por lo tanto A es acotado
superiormente. Por el principio del supremo, existe £ € R tal, que £ = supA y satisface que para
todoa €A, a<E.

Como € es la minima cota superior de A, se sigue que: £ < b paratodo b € B, porque los elementos
de B son cotas superiores de A. Podemos concluir que: paratodoa € Ay paratodobEBa< ¢ <
b. Ademas, este numero ¢ es Unico porque el supremo de un conjunto es Unico. Asi queda

demostrado el principio de cortaduras Dedekind.

Ahora, supondremos que el axioma 10 es el principio de cortaduras de Dedekind, vy
demostraremos que todo conjunto de numeros reales, no vacio y acotado superiormente, tiene
supremo.

Sea Q cualquier conjunto de niumeros reales no vacio y acotado superiormente. Entonces Q tiene

una cota superior M € R, tal que para todo x € Q, x < M. Definimos los siguientes dos conjuntos:

B={beR |sixeQ, entoncesx<b} y A=R-B(A=B°.

Nétese que B contiene a las cotas superiores de Q, entonces el conjunto Q estd contenido en A.

Vamos a demostrar que A, B forman una cortadura de los reales.
i) Es claro que B es no vacio, porque M esta en B. Ademas B es diferente de R, por
tanto B¢ = A es no vacio.

i) AUB=B‘UB=R
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iii) ANB=B°NB=0
iv) Por como estan definidos los conjuntos Ay B, esclaroqueVa Ay VbB,a<h.

Por lo tanto A y B forman una cortadura de los reales. Entonces, por el principio de Dedekind,
existe un Unico numero real, £, tal que:

VaAyVbB,a<s¢<h.

Es inmediato que éste nimero &, es cota superior de Q ya que éste conjunto esta contenido en
A. Sélo resta demostrar que & es la minima cota superior de Q. Supongamos que no lo es, y existe
M < £, que es cota inferior de Q. Entonces para todo x en Q:

XSM<E.

Consideremos que M < (M + §)/2< &, porque (M + £)/2 es el punto medio entre My £. Entonces:
x<(M+¢§)/2

Se sigue que (M + £)/2 estd en By satisface: £ < (M + £)/2 = bo. Pero esto contradice el hecho de
que (M + £)/2 < £. Por lo tanto es falso suponer que existe una cota superior de Q que sea menor

que Q. Y concluimos que & = supQ. Ygd

Sucesiones monétonas

Otro teorema equivalente al principio de completez, es el de las sucesiones monétonas. Recuerda
gue una sucesién es mondtona si es no decreciente (sus valores crecen o permanecen iguales);
0, si es no creciente (sus valores decrecen o permanecen iguales).

Definicion. Sucesiones mondtonas.

a) Una sucesion {an} es mondtona no decreciente, si paratodonen N, an < an+1

b) Una sucesion {bn} es mondtona no creciente, si paratodonen N, bn:1 < by
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Teorema. Principio de sucesiones mondtonas.
a) Toda sucesion mondtona no decreciente de numeros reales, acotada, converge a un
numero real que es su supremo.
b) Toda sucesién monétona no creciente de niumeros reales, acotada, converge a un

numero real que es su infimo.

Tu hards la demostracién de este principio en la siguiente actividad:

Los tres principios anteriores: supremo, cortaduras de Dedekin y sucesiones monétonas,
involucran un orden y no se pueden generalizar a otros espacios donde no hay tal orden; en
particular, no se generalizan a los espacios R". En cambio, los siguientes tres principios, si los

podremos generalizar a otros espacios.

1.2.2. Intervalos Anidados

Iniciamos con un ejemplo.
Considera la sucesion de intervalos cerrados {[1 —1/n, 1 + 1/n]} = {In}.

l1=[0,2],la=[1-1/2,1+1/2] =[1/2,3/2], 1s=[1-1/3, 1 + 1/3] = [2/3, 4/3], ...

Observa que la sucesion de intervalos, estd formada por dos sucesiones, una es la de los términos
gue corresponden a cada extremo izquierdo del intervalo; y, la otra es la de los términos que son

los extremos derechos de cada intervalo:

{In}={lan, bnl}, an=1-1/n y bn=1+1/n.

La sucesion cumple dos cosas:

1. Cada intervalo, contiene al siguiente: 112 1, 2132142152217

En general, paratodo nen N, I, 2 Ins1. Lo que significa que:
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015022035042 05<...20n<0n+1 L ... Sbn1Sbn ... bs<bs<b3s< by < b1

0<1/2 2/3<3/4<4/5<..<1-1/n<1-1/(n+1)<...
<1+1/(n+1)<1+1/n<..<6/5<5/4<4/3<3/2<2

2. La longitud de los intervalos tiende a cero, cuando n tiende a infinito:

1 1 2
lim longitud(l,,) = lim (b, — a,) = lim |1+ —— (1 - —)] = lim (—) =0.
n—-oo n-—-oco n—oo n n n

Las sucesiones de intervalos que satisfacen los dos puntos anteriores, reciben el nombre de

sistema de intervalos anidados o de encaje de intervalos.
Definicidn. Sea {I.} una sucesidn de intervalos. Decimos que {I»} es un sistema de intervalos
anidados si, y sdlo si, cada |, es un intervalo cerrado, y se satisfacen las siguientes dos
condiciones:

a)VneN, 2l

b) lim longitud(l,,) = 0
n—->oo

Considera nuevamente la sucesion de intervalos cerrados {I.} = {[1 — 1/n, 1 + 1/n]}. éQué crees

gue pase, si tomamos la interseccion infinita de todos los intervalos que forman la sucesién?

Ni-saed-wanfi-3asfafi-3 e nfi-jas]
) [0.2] 2’772 3" '3 4" "4

n[l ! 1+1]
Z 1A
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Cada que se intersecta un intervalo con el siguiente, el resultado de la interseccion es el intervalo
mas pequefio; y al intersecar con el siguiente, la interseccién es el mas pequeio; y, asi

sucesivamente.

El principio de intervalos anidados, establece que si se tiene un sistema de intervalos anidados

{In}, entonces hay un Unico nimero real que estd en la interseccion de todos ellos. En el ejemplo

anterior, seriael 1, pues 1 € [1 - %, 1+ %], paratodon € N.

Teorema. Principio de intervalos anidados. Si {I.} es un sistema de intervalos anidados en R

(cada I» esta contenido en los reales), entonces existe un Unico £ € R, tal que:

o

Demostracion
Sea {In} un sistema de intervalos anidados. Entonces cada I, es de la forma: I, = [an, bn]. Como [an,

bn] 2 [an+1, bn+1], para todo n € N, entonces:

On £ Gn+1 £ bni1 < by |
Entonces {an} es una sucesién no decreciente y acotada superiormente (cualquier b, es cota
superior de {an}). Y {bn} es una sucesién no creciente y acotada inferiormente (cualquier an es

cota inferior de {bn}). Por el principio de sucesiones mondtonas, {an} y {bn} convergen; es decir,

existe a = sup{an} y b = inf{bn} en los reales tal, que:

lima,=a y limb,=5b.
n—-oo n—oo

Como la longitud de los intervalos tiende a cero, tenemos que:
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lim(b,—a,) =a—b=0.
n—-oo

Por lo tanto a = b. Ahora demostraremos que éste nimero a esta en la interseccién de todos los
intervalos. Como a = sup{an}y b = inf{bn}, se sigue que, para todo n: an<a=b < by, por lo tanto a

€ [an, bn] = In para todo n € N, y podemos concluir que:

(00}
aeﬂln .
n=1

Sélo resta demostrar que éste numero en la interseccién de todos los intervalos, es Unico. Sea x

cualquier nimero real en [an, bn] para todo n € N. Entonces:

ah<x<by, = lima,<x <limb, = as<x<bh.

n—-oo n-oo

Por lo tanto x = a = b. Y esto demuestra que el Unico niumero en la interseccion de todos los

intervalos es a. Ygd

1.2.3. Teorema de Bolzano

Recuerda las definiciones de sucesidn acotada, subsucesion y de punto limite de una sucesion.

Definicién. Una sucesion {an} es acotada, si existe un nimero M > 0, tal que |an| < M para

todo n en los naturales.

Nota que el hecho de que una sucesion {an} esté acotada, quiere decir que la podemos encerrar

en un intervalo con centro en el 0.

Definicion. Subsucesion. Una sucesion {ank} es subsucesion de otra sucesion {an}, si se
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cumplen las siguientes dos condiciones:
1.VkeN,a, € {a,}; es decir, la subsucesién estd contenida en la sucesién original,
{an}.
2. La sucesion de indices de la subsucesion satisface:

n<n1VkeN.

(lo que significa que en la subsucesion {ank} = {anl, An,» Ongy On,,» } los términos a,,,

conservan el orden en que aparecen en la sucesién original).

Definicién. Punto limite. Decimos que un punto p € R, es punto limite de una sucesién {an}

si, y s6lo si, existe una subsucesién {a,, } de {an} tal que {a,, } converge a p (lim a,, = p).
k—oo

Vamos a ver dos versiones del teorema de Bolzano y Weierstrass. La primera de ellas, establece

que si una sucesion es acotada, entonces tiene una subsucesion convergente.

Teorema de Bolzano Weierstrass |. Toda sucesion de numeros reales, acotada, tiene al menos

un punto limite p € R.

Te advertimos que la demostracidn es larga, pero sencilla. Léela con calma, tratando de seguir el

razonamiento.

Demostracion. Sea {an} cualquier sucesion acotada. Entonces existe M >0, talque Vn €N, |an]|
< M; asi que: para todo n, an € [-M, M] = .

Ahora vamos a construir una subsucesién {ank} de {an} que converja a un p € R. Para ello

seguimos el siguiente procedimiento:

PAso 1. Partimos lp a la mitad, en dos intervalos cerrados iguales. En uno de ellos hay infinidad de
términos de {an}, a ese intervalo le lamamos |1, y seleccionamos un término cualquiera de {an},

le llamamos a,, .
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= a,, €{ay}, a,, €I, €I y longitud(l;) = M.

PAso 2. Partimos el intervalo |1 a la mitad, en dos intervalos cerrados iguales. En uno de ellos hay
infinidad de términos de {an}, a ese intervalo le llamamos I, y seleccionamos alli un término de
{an}, le llamamos a,,. Escogemos a,, con nz > n1 (podemos hacerlo porque seleccionamos de
entre infinidad de términos de la sucesién y podemos escoger el indice tan grande como nos

convenga).

. M
= n2>nan, €{ay}, an, €1, 1y y longitud(ly) = -
PAso 3. Repetimos el paso anterior.

En el paso 4 repetimos el paso 3, y asi sucesivamente. En el paso k, tendremos:
PAso K. Partimos el intervalo l-1 a la mitad, en dos intervalos cerrados iguales. En uno de ellos hay

infinidad de términos de {an}, a ese intervalo le llamamos Iy, y seleccionamos alli un término de

{an}, le llamamos a,, . Escogemos a,, con Nk > Ni.1.

_ M
= N> N1 Ay, € {ay}, apn, € Iy € Iy y longitud(ly) = Py

y continuamos el proceso de la misma manera, ilimitadamente.

Asi, construimos:
1. Una subsucesion {ank} de {a,}.
2. Un sistema de intervalos anidados {I}, pues satisface las dos condiciones:

a) Por construccion, Ik 2 I+ para todo k en los naturales.

M —
2k—-1 -

b) llim longitud(I},) = Ilim 0.

El principio de intervalos anidados, garantiza que existe un unico ¢ € R tal, que:
(0e]
fe ﬂ]k.
k=1
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Si demostramos que ¢ es el limite de la subsucesién {ank}, esteremos demostrando que es punto

limite de {a,,} y asi concluird nuestra demostracién. Vamos a hacerlo.

Por demostrar que ’lim an, = & Esdecir, por demostrar que dada ¢ >0, existe N € N tal que para

todo k>N,

an,, —E| <.

Tenemos que para todo k, a,, € Iy § € Iy, entonces

o M
|ank - E| < longitud(l},) = =g

Aplicando el principio de Arquimedes a M en los reales y ¢ >0, existe N en los naturales tal, que
M< Ne < (2¥ 1) e. Como 2N >0, se sigue que:

M

2N—1

< €.

Por la desigualdad 1, se tiene:

M
N1 < E-

|any =& <
Ahora bien, para cualquier k> N, Ik S Iy, y como ay,, € Iy, an, € Iy y § € I} N Iy, tenemos:
|ank—E|£|anN—E|<s = |ank—§|<e, Ve>0y Vk>N.
Por lo tanto, ¢ es punto limite de {an}. fgd

Para la segunda version del teorema de Bolzano, necesitas recordar dos conceptos previos.

Definicién. Vecindad. Definimos la vecindad de radio € >0y centro en g, como el conjunto:

Ve(q)=(g—¢,g+e)={xER| |x—qg|<e}

Definicién. Punto de acumulacidn. Sea A un conjunto de numeros reales. Decimos que p € R,
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es punto de acumulacion de A, si toda vecindad de p contiene al menos un puntoa EAya #

AM)

p.

Es inmediato, de la definicidon de punto de acumulacién, que:
1. p es punto de acumulacion de A si, y sélo si, paratoda £ >0 existea EANV:(p)y
azp.
2. p es punto de acumulacién de A si, y sélo si, para toda £ >0 existe a € A, tal que:
O<|a-p|<ce

La segunda versiéon del teorema de Bolzano, establece que todo conjunto acotado, si es

infinito, tiene un punto de acumulacion.

Teorema de Bolzano W. Il. Todo conjunto acotado de numeros reales tiene al menos un

punto de acumulacién.

Demostracion

Es andloga a la de la versién |. Dado un conjunto infinito, A, acotado, se tiene que existe M
>0, tal que paratodo aenA |a| £M; es decir, que a € [--M, M] = lo. Se construye un sistema
de intervalos anidados, igual que en la demostracién anterior. De manera, que en el paso
k, se tendra:

PAso k. Partimos el intervalo lc1 a la mitad, en dos intervalos cerrados iguales. En uno de

ellos hay infinidad de elementos de A, a ese intervalo le llamamos Ix. Entonces, se tiene:

M

kNA#®, Iy S Iy v longitud(ly) = 5= ,

al ser {I} un sistema de intervalos anidados, existe un unico ¢ € R tal, que:
(o]
fe ﬂ]k.
k=1
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Ahora demostraremos que & es punto de acumulacion de A. Dado cualquier £ >0, existe

M
2N-1

N en los naturales, tal que M < Ne < (2N1)e, y en consecuencia: < &. Esto significa
gue existe un intervalo Iy con:

longitud(Iy) = % <e=>Inc V().

Como en In hay infinidad de elementos de A, seleccionamos una cualquiera a, # €. Por lo tanto,

en toda vecindad de ¢ hay elementos de A, distintos de ¢. Ygd

1.2.4. Sucesiones de Cauchy

Como sabes, una sucesion es de Cauchy, si a partir de algin término, an, toso los términos con

n >N cumplen que la distancia entre ellos es menor que cualquier ¢ > 0.

Definicién. Sucesién de Cauchy. Una sucesion {an} es de Cauchy si, y sélo si para todo = > 0,

existe N en los naturales, tal que paratodon, m>N, |an—am| < €.

Teorema. Principio de Cauchy. Una sucesién {an} de nimeros reales es una sucesion de Cauchy

siy sélo si {an} converge a un nimero real L.

Demostracion. Primero, consideramos como hipdtesis que {an} es una sucesion de Cauchy, y
vamos a demostrar que converge a un numero real.
Observemos que {an} es acotada, puesto que para ¢ = 1, existe N en los naturales, tal que para
toda n > N ocurre que
an—ans1| <1,
por la desigualdad del triangulo,
lan] — |an+1] <1

y se sigue que
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lan| <1+ |ans1].

Asi que, a partir del término an, todos los que tienen indice mayor a N, estan dentro de un

intervalo con centro en 0, de longitud 2M1 = 2(1 + | ans1]).
Para n £ N, tomamos M, igual al maximo elemento del conjunto {|a1|, |az|, |as3]|,..., |an|}.

Asi que todos los términos de la sucesion, con indice menor o igual que N, quedan en el intervalo

con centro en 0y longitud M.

Ahora, tomamos M como el mayor de los nUmeros M1y M, y se satisface que, para todo n en
los naturales, |an| £ M. Por lo tanto, la sucesidn es acotada. Por el teorema de Bolzano |, {an}

tiene al menos un punto limite p € R.

Por ultimo, demostraremos que p es el limite de la sucesién. Como la sucesién es de Cauchy,

dada (e/2) >0, existe N1 en los naturales, tal que para todo n, m > N:

1
s
|an - am|< .

Y como p es punto limite de la sucesidn, existe una subsucesién {ank} gue converge a p, entonces

existe N2 en los naturales, tal que para todo k> Nj:

2
&
|ank —p|2§

Tomamos N igual al mayor entre N1y N2, de manera que las desigualdades 1 y 2, se satisfagan
simultaneamente para todo n, m> Ny k > N. Como cada a,, es término de la sucesion,y k>N,

tenemos que a,, = a;,. Asi llegamos a lo siguiente:
2

1
~ e
la, — ap| < y |am_p| = |ank_p|<5r

N | m
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sumando las desigualdades y usando la desigualdad del tridngulo:

& &
an_am_*'am_plglan - am|+|am_p|<z+z

la, — p| <e.

Concluimos que: lim a,, = p € R. £gd
n—-oo

Ahora, tomando como hipétesis que {an} converge a L, se puede demostrar que la sucesién es de

Cauchy. Esta parte de la demostracién es muy sencilla y se dejard como ejercicio.

Observa que el principio de Cauchy, establece condiciones necesarias y suficientes para que una
sucesién de numeros reales converja (aun sin conocer el valor de su limite). Esto es, el teorema

establece dos cosas:

1. Que toda sucesidn convergente en los reales, es una sucesion de Cauchy.

2. Que toda sucesion de Cauchy en los reales, converge a un nimero real.
Este principio es generalizable a cualquier espacio R", sin embargo, la segunda parte no es

generalizable a cualquier espacio; hay espacios métricos donde las sucesiones de Cauchy no

convergen a un elemento del mismo espacio.

1.3. Numerabilidad y no numerabilidad

Te imaginas que pudiera existir un hotel, con infinidad de habitaciones, tantas como nimeros

naturales, y la caracteristica de que siempre esta lleno y siempre da alojamiento a cualquier
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cantidad de nuevos huéspedes. Abre tu mente, supdn que es posible y realiza la siguiente

AM)

actividad. Esto te ayudard a comprender el tema que nos ocupa.

1.3.1. Conjuntos finitos e infinitos

Recuerda que una funcién de A en B: f:A — B, es uno a uno (inyectiva), si cada elemento en la

imagen, proviene de un Unico elemento x en el dominio; esto es, si f(a) = f(b) entonces a = b.

Y la funcidn f es sobreyectiva (sobre), si la imagen de la funcion es igual a B:

Imagende f={y=f(x) | x€ A} =B.

Una funcidn es biyectiva, si es uno a uno (inyectiva) y sobre a la vez.

Definiciéon. Correspondencia biyectiva. Dos conjuntos A y B, estan en correspondencia

biyectiva si, y solo si, existe una funcién f biyectiva (uno a uno y sobreyectiva), con dominio A

e imagen B (o dominio B e imagen A).

Definicidn. Conjunto finito. Un conjunto A es finito y tiene n elementos, si existe una funcién

biyectiva de con dominio Z e imagen A (o al revés, dominio A e imagen Z) donde Z es un

conjunto de nimeros naturales de la forma:

Z={1,2,3,4,..,n}

Al nimero n se le llama cardinalidad de A o cardinal de A y denotaremos

cardinal de A = #A = n.
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Por ejemplo el conjunto:

A={@ M A}

es finito de cardinalidad 3, pues podemos relacionar a cada elemento de A con los elementos de
Z={1,2,3}. Haciendof(1)= @, f(2) = vy f(3) = A Es claro que f: Z - A es biyectiva.
A ={f(1), f(2), f3)}

En el caso del conjunto vacio, diremos que tiene cardinalidad cero.

Es claro que dos conjuntos finitos, A y B, tiene la misma cardinalidad si existe una funcién F
biyectiva, con dominio A e imagen B (o dominio B e imagen A). En efecto, pues si A tiene
cardinalidad n, existe una funcién biyectiva f:Z1— A, con Z1 ={1, 2, ..., n}. Y si B tiene cardinalidad
n, existe una funcién biyectiva g: B— Z1. Entonces, la funcién que resulta de la composicién: f

compuesta g, es biyectiva: F:B A, F(b) = (f ° g)(b) = f(g(b)).
El siguiente resultado es inmediato para conjuntos finitos.
Resultado 1. Sean A y B dos conjuntos finitos.
a) Si A es subconjunto propio de B, A C B, entonces #A < #B.
b) Si A es subconjunto de B, A € B, entonces #A < #B.
c) Si Ay Bson ajenos, A B =0, entonces #(A U B) > #A y #(A U B) > #B.
Este resultado no se cumple en conjuntos infinitos.

También se dice que dos conjuntos A, B son coordinables o equipotentes, y se escribe:

A~B

si, y sOlo si existe una funcion F uno a uno, con dominio igual a A e imagen igual a B.
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Es claro que F establece una correspondencia uno a uno de A en B. Esta es una relacién de

equivalencia, pues satisface:
1. Todo conjunto A es equipotente consigo mismo, tomando a la funcién F como la
identidad. Propiedad reflexiva.
2. Si A~ B, entonces B ~ A, porque si F hace equipotente a A con B, y F es uno a uno,
entonces F! hace equipotente a B con A. Propiedad simétrica.
3.SiA~ByB~C(, entonces A~ C, ya que tenemos F uno a uno, de A en B; G uno a uno de
B en C, entonces la funcién H(a) = (G ° F)(a) = G(F(a)) es uno a uno de A en C. Propiedad
transitiva.

Es claro que una correspondencia biyectiva es simétrica, reflexiva y transitiva.

Y se dice que un conjunto A es finito con n elementos, si:
A~Z={1,2.3,..,n}
Los conjuntos que no son finitos, los Ilamaremos infinitos. Estos contienen un subconjunto que

se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto de todos los nimeros naturales.

Definicidn. Conjunto infinito. Diremos que un conjunto R es infinito, si existe un conjunto A €
R, tal que A se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto de todos los

numeros naturales.

También se dice que un conjunto R es infinito si tiene un subconjunto A equipotente a los
naturales, A~ N.

Por ejemplo, el de los numeros reales es un conjunto infinito, porque existe A= N c R, y la
funcidn identidad I:N - N, es biyectiva.

Es claro que N € N, asi que el conjunto de los nimeros naturales es infinito. Al cardinal de los
nlimeros naturales, se le llama aleph cero y se denota con esa letra griega con subindice cero:

H#N = Ko
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1.3.2. Conjuntos numerables

Los conjuntos infinitos que se puedan poner en correspondencia biunivoca con el conjunto de

todos los nimeros naturales, son los que llamaremos conjuntos infinitos numerables.

Definicidn. Conjunto infinito numerable. Un conjunto S es infinito numerable, si existe una

manera de establecer una correspondencia biunivoca entre S y el conjunto de todos los

numeros naturales.

Definicidn. Conjunto numerable. Un conjunto es numerable si es finito o infinito numerable.

Nétese que S es infinito numerable si es equipotente a los naturales: S~ N.

Ejemplos.

1. El de los numeros enteros, es un conjunto numerable, pues se puede establecer una

correspondencia biunivoca entre Z y N, de la siguiente manera:

-n -3 -2 -1 0 1 2 3 n
1 i ! i ! ! i ! i
2n+1 7 5 3 1 2 4 6 2n

Los naturales pares van a los enteros positivos, los naturales impares van a los enteros negativos
y el 1vaal cero (nota que esto es equivalente al problema de acomodar en el hotel extraordinario

a dos infinidades de huéspedes). La funcion:

2n, n>0
fln) > {—(2n+ 1), n<o0

Es biyectiva, con dominio igual a Z e imagen igual a N. Se desprende que:
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#Z. = # N

2. El conjunto A = N x N (las parejas ordenadas del plano (a, b), con a, b en los naturales), es un

conjunto numerable.

Se puede hacer un recorrido por las parejas de puntos (a, b) en el plano, e ir asignando a cada
punto un Unico nimero natural, de la siguiente manera: iniciamos en (0,0) y el asignamos el 1;
continuamos en (1, 0) y el asignamos el 2; seguimos en (0, 1) y le asignamos el 3; brincamos al
(2,0) y le asignamos el 4, continuamos en diagonal al (1, 1) y le asignamos el 5, y al (0,2) le
asignamos el 6; brincamos al (3, 0) y le asignamos el 7, continuamos en diagonal asignando
naturales a las parejas encontradas hasta llegar al (0, 4); brincamos al (5, 0) y continuamos en

diagonal nuevamente. Y asi sucesivamente.

Figura 8. Conjunto A= NxN

Asi, tendremos f(0,0) = 1, f(1,0) = 2, f(0,1) = 3, en la diagonal 1; f(2,0) = 4, f(1,1) =5, f(0, 2) =6, en
la diagonal 2; f(3,0) =6, f(2,1) = 7, f(1, 2) = 8, f(0, 3) =9, en la diagonal 3; y asi sucesivamente.

Observa que todo punto (a, b) en la diagonal n, satisface: a+ b=n; y (a, b) estden el lugar b+ 1
de la diagonal. El numero total de puntos en las diagonales anterioreses: 1 +2 +3 + ... + (a + b).

Asi que en la diagonal a + b, el punto (a, b) es al que le corresponde el nimero:

(a+b)(a+b+1)

1+42+3+..+(a+b)+(b+1)= +(b+1)€EN.
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Y tenemos la funcién biyectiva f: N x N . N, con regla de correspondencia:

(a+b)(@a+b+1)
2

f(a,b) = +(b+1).

De éste ejemplo, se desprende que:

#N = #(NX N)

Nota que el problema anterior equivale a acomodar en el hotel extraordinario, a tantas filas como
nimeros naturales, cada una con tantos huéspedes como nimeros naturales (infinidad de

infinidad de huéspedes).

3. El conjunto Z x Z es numerable. En efecto, pues como Z es numerable, existe una biyeccion,
f:N-Z, entonces la funcién F: N x N . Z x Z, dada por F(n, m) = (f(n), f(m)), es una biyeccidn. Por
el ejercicio 2, N x N es numerable, por lo tanto Z x Z es numerable.

De éste ejemplo, podemos deducir que:

#(Z x 7) = #N

Mas en general, de manera analoga se puede demostrar que si A es un conjunto infinito

numerable, entonces A x A también lo es.

También, de lo anterior, se sigue que, para cualquier z entero, el conjunto {z}xZ, es numerable.

Y, mas en general, se tiene el siguiente teorema:

Teorema. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
Demostracion. Sea S un conjunto numerable y A cualquier subconjunto de S. Si A es finito, no
hay nada que demostrar. Supongamos entonces que A es infinito (por lo que S también serd

infinito) y vamos a demostrar que A es numerable.
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Como S es numerable, existe una funcién f(n) = s,, de los naturales a S, que es una biyeccién. Para

cada n € N, definimos la funcién g de la siguiente manera:

g(1) = menor natural m tal que sm € A.
Suponiendo definidas g(2), g(3), ... g(n — 1), se define:

g(n) = el menor natural m > g(n—1) tal que sm € A.

De esta definicidén de g, es inmediato que si n < m, entonces g(n) < g(m). Ahora definimos la
funcién: F, como la composicién de f con g: F(n) = (f ° g)(n) = f(g(n)), cuyo dominio es N y su

imagen es A, por lo que es sobre. Ademas, F es uno a uno, pues:

F(n) = F(m) = f(g(n)) = flg(m)) = sn = 5m.

Lo que implica que n = m porque f es inyectiva. £qgd

Este teorema permite demostrar de otra manera que N x N es numerable. Basta definir la
biyeccién f como:

fla, b) = (2°)(3°).

El dominio de fes N x N y su imagen es un subconjunto infinito de los naturales, por lo tanto un
subconjunto infinito numerable. La funcién f, es uno a uno, puesto que sia# mo b # n, entonces

(22)(3°) = (2™)(3").
También tenemos que el conjunto de numeros racionales, es numerable. Vamos a demostrar
gue hay una biyeccion entre un subconjunto A de Z x Z y los racionales. Definimos el conjunto A

como:

A={(0,1)}U{(a,b) EZxZ | b>0vy a/b es fraccion irreducible (a, b primos relativos)}.
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Y definimos f: A~Q, como f(0,1) =0y para a # 0, f(a, b) = a/b. Es claro que la imagen de fes Q, y

a cada pareja (m, n) en A, le corresponde un Unico nimero racional m/n (por ser m/n fraccion
irreducible). Ademas, A es numerable por ser subconjunto de un conjunto numerable. Por tanto

Q es numerable.

Hay conjuntos infinitos que no son numerables, como el de los nimeros reales.

Teorema. El conjunto de los numeros reales no es numerable.

Demostracion.

Bastara demostrar que el conjunto de los nimeros reales en el intervalo (0, 1) no es numerable.
Lo haremos por contradiccion.

Supongamos que el conjunto (0, 1) ={x € R | 0<x< 1} es numerable. Entonces, existe una funcion
f:N (0, 1), f(n) = an € (0,1), inyectiva y con imagen igual a (0, 1).

Ahora, vamos a construir un namero real y € (0,1), que no esté en la imagen de f, lo cual
contradice el hecho de que el (0, 1) sea igual a laimagen de f, y el teorema quedara demostrado.

Para esto, escribimos cada elemento an en la imagen de f en su forma decimal:

a1 = 0.d11d12d13d14d15 ...
a2 = 0.d21d22d23d24d s ..

Y en general:

an = 0.dn1dn2dn3dnadns ...

Donde cada cifra decimal dni, €s un nimero entre 0 y 9. Ahora consideramos el numero real y
dado de la siguiente manera:

y =0. e1e2e3€465...
con:

e1=1sidii#21,0e1=2sidi1=1
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= y =0.1lezezeses... 0 y = 0.2e2e3€465...

ex=1sidn#1,0ex=2sidn=1

= y=0.11ezeses5... 0 y = 0.12e3e4€s... 0 y = 0.21e3e46s... 0 y = 0.22e3€465...

e3=1sidsz#z1,0e3=2sidsz=1
= y=0.111e4es... 0y = 0.112e4es5... 0 y = 0.121e3e4€5... 0 ¥y =0.122e4es5...0 y =0.211e4€s...0 y =
0.212e4€es...0 y =0.221e4es... 0 y = 0.222e46s...

Y asi sucesivamente, en =1 sidnn #1, 0 €n =2 si dnn = 1. De esta manera, y € (0,1); y, ademas, y #
a1 porque tienen diferente su primera cifra decimal, y # a, porque tienen diferente su segunda
cifra decimal; y, en general, y # an, para todo n en los naturales, pues tienen diferente su enésima

cifra decimal. gd

1.3.3. Colecciones numerables de conjuntos numerables

Recuerda que la unién de dos conjuntos, A U B, consta de todos los elementos que estdan en A o
estdn en B, o estan en A y B. Ten presente que la unién de dos conjuntos es conmutativa y
asociativa:

AUB=BUA y AU(BUC)=(AUB)UC.

La unidén de conjuntos puede hacerse entre familias infinitas y familias infinitas numerables de

conjuntos.

Definicidn. Union arbitraria. Sea F una coleccién arbitraria de conjuntos. Definimos la unién

de todos los elementos de F, como el conjunto de los elementos que pertenecen al menos a

uno de los conjuntos de F, y denotamos esta unién como:
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L

A€EF

Si F es una coleccion finita, F = {4;, A,, ..., A, } denotamos:

n
Ak=A1 UAZ UA3U...UAn
k=1

Si F es una coleccion numerable, F = {A;,A4,, 43,4, ...,} denotamos:

An=A1 UAZ UA3 UA4U...

n=1

La interseccion de dos conjuntos, A N B, consta de los elementos que estdn a la vez en A en B. Si
Ay B no tienen elementos en comun, su interseccidn es el conjunto vacio. La interseccion de dos

conjuntos también es asociativa y conmutativa.

Definiciéon. Interseccién arbitraria. Sea F una coleccién arbitraria de conjuntos. Definimos la
interseccion de todos los elementos de F, como el conjunto de los elementos que pertenecen
a todos los conjuntos de F, y denotamos esta interseccién como:

()4

A€EF

Si F es una coleccion finita, F = {4;, A,, ..., A,} denotamos:

n
Ak:Al ﬂAZ ﬂA3ﬂﬂAn
k=1

Si F es una coleccion numerable, F = {A;,A4,, A3, 4, ...,} denotamos:

ﬂATl:Al nAz ﬂA3 ﬂA4ﬂ

n=1
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El complemento de un conjunto A relativo a un conjunto B, es como si a B le quitdaramos los
elementos que tiene en comun con A; esto es, son los elementos que estdn en By no estdn en A
y se denota:

B—A={x| x€B, pero x & A}

B-A

Figura 9. B—A
Cuando A es el vacio,B—A=B—- @ =B.
Teorema. Sea F una coleccién de conjuntos. Entonces:

a) El complemento de la unién de los elementos de F relativo a B, esta dado por la

interseccion de los complementos de cada A en F, relativos a B:

B—UA:ﬂ(B—A)

A€F A€EF

b) El complemento de la interseccion de los elementos de F relativo a B, esta dado la unidn

de los complementos de cada A en F, relativos a B:

B—ﬂA:U(B—A)

A€F A€EF
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Demostracion del inciso a. Hay que demostrar las dos contenciones:

B—UAgﬂ(B—A) yB—UAQﬂ(B—A)

A€F A€F A€F A€F

Por demostrar que B — U yer A € Nyep(B — A):

Sea x EB—UA = XEB perox(fUA = VAEF,x¢& A perox€B
A€EF A€F

~ xe(B-AVAEF = xeﬂ(B—A).
A€EF

Lo que demuestra la primera contencion. Para la segunda contencidon, procedemos de manera

analoga:

SeaxEﬂ(B—A):Vv’AEF, x€(B—-A4A)

A€EF

>x€EBperoxgAVAEF = xEBperox(,i_UA = xEB—UA
A€F A€F

fgd

La demostracién del inciso b, es andloga.
Dos conjuntos son disjuntos o ajenos, si su interseccion es el vacio: A N B =@. Y vamos a decir
gue una coleccidon de conjuntos F es una coleccion de conjuntos disjuntos, si cualesquiera dos

conjuntos en F, son disjuntos.

Teorema. Unién numerable de numerables disjuntos. Sea F una coleccidn de conjuntos

disjuntos cada uno de ellos numerable. Entonces la union de los conjuntos en F es
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numerable.

Demostracién. Sea F = {A;, A, A3 ...} con A, numerable, y A; N A; = @ para todo i, j en los

naturales. Como los conjuntos A, son numerable, son de la forma:

Ay = {a41,a21,a31, ...}, Ay = {a42,a52, A3, ...}

Y, en general:

Ay = {a1n, azn, Az, -}

Para cada x en la unién:

Entonces x estd en uno y solo un conjunto A, (no puede estar en mas de un porque son
disjuntos); es decir, x = a,;,,, para n y m unicos. De manera que la funcion que a cada x en
Un=1 4, asocia la pareja (m, n), f(x) = (m, n), es uno a uno; y la imagen de f es un subconjunto de

N x N, que es numerable. Por lo tanto U, -, 4, es numerable. £gd

Teorema. Sea F = {A;,A,, A3 ...} una coleccidon numerable de conjuntos. Sea H =

{B1,B,,B3 ...} talque B = A; yparacadan>1,

n-—1
BTl == ATL - U Ak
k=1
Entonces H es una coleccion numerable de conjuntos disjuntos y ademas:

| Jan=| )5
n=1 n=1
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Demostracion

Es inmediato que cualquier par de conjuntos en H son disjuntos, pues cada B,, se construyd de
manera tal que no tiene ningun elemento comun con sus predecesores: B, B,, B3 ...B,,_1; por
lo tanto H es coleccidon numerable de conjuntos disjuntos.

Ahora hay que demostrar las dos contenciones:
Para la primera, si:

entonces x € A,,, para uno o mas m; sea n el menor de estos numeros tal que x € A, sigue que

x noestden A, paratodok=1,2, .., n—1.Estoes:

n-1 n-1 oo 9] 0o
xGEUAk = xeanAn—UAk = xEUBn = UAnQUBn
k=1 k=1 n=1

n=1 n=1

Para la segunda contencion, si:

o)

x € U B, = x €Bpy,paraalginm = x € A,,, parael mismom

n=1

= xEUAn = UBnQUAn
n=1 n=1 n=1

fgd
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De los dos teoremas anteriores, es inmediato que la unién numerable de conjuntos

numerables, es numerable.

Teorema. Si F es una coleccion numerable de conjuntos numerable entonces la unién de

todos les conjuntos en F es numerable.

A manera de ejemplo, demostraremos que el conjunto de los racionales positivos, es

numerable. Pare ello, definimos:

A—{234}A—{1 34}A—{ 34}
1 — 1)1F1)"' ) 2 — 2) 12)2:-" ) 3 — 3131-"

Y asi sucesivamente, An serd el conjunto de todas las fracciones con denominador n:

=238 )

Ya que todo nimero racional es de la forma: r=m/n, n # 0, se sigue que:

1 2 12
1’ 2 3’3’

ST~
SREN
2w
ERIRS

{freQ|r>0}= A, .

Y como cada A, es numerable, se concluye que el conjunto de nimeros racionales positivos, es

numerable.

Con esto terminamos la seccion. Es importante que te asegures de haber comprendido bien los
contenidos tratados, porque los usaremos en adelante; y muchas de las demostraciones aqui
expuestas, simplificaran demostraciones posteriores a la hora de hacer generalizaciones a otros

espacios.
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1.4. Espacios Vectoriales

aﬂ))
@

Los espacios vectoriales son una de las estructuras mas importantes del analisis matematico.

Un espacio vectorial U, sobre un campo K, es un conjunto U no vacio donde estan definidas dos
operaciones: la suma entre los elementos de U cuyo resultado es un elemento de U; vy, el
producto de un escalar en K por elementos de U, y el resultado es un elemento de U. Esas dos
operaciones deben satisfacer varias condiciones. A los elementos de U les llamaremos vectores

o puntos y a los del campo K, escalares.

Definicidn. Sea U un conjunto, U # @, y K un campo. Decimos que U es un espacio vectorial
sobre el campo K, si:
a)Vu,veU,u+vEeU,y esta operacién satisface:
1.Simetria. Vu,veU,u+v=v+u
2. Asociativa.Vu, v, weU, (u+v)+w=v+(u+w)
3. Neutro vectorial. Existe un Unico0 € U, talqueVu e U, u+0=0+u=u
4. Inverso vectorial. V u € U, existe un Unicov € U, talqueu+v=0
b)Vu€eU,Va€EK, el producto au € U, y éste producto satisface:
1. Asociativa. Va, b€ Ky V u €U, (ab)u = a(bu) = b(au)
2. Neutro escalar. Existe un Unico1 E KtalqueVu € U, lu=u
3. Distributiva (escalares). Va,b€E KyY u €U, (a+ b)u=au + bu

4. Distributiva (vectores). Va € KyVu,veU,alu+v)=au+av

En general, vamos a partir de que el campo K es el de los nUmeros reales o el campo de los

numeros complejos.

Ejemplos
1. U =", es un espacio vectorial con la suma de vectores en R"y el producto de vectores por un
ndimero real.

El elemento neutroen R"es 0 = (0, 0,0, ...,0) y el neutro en R es 0.
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El inverso de un elemento v = (v, v,, V3, ...,0,) €E R"es =0 = (—vy, — vy, — V3, ..., —Vy) Y €l

inversode aen R, es —a.

De tus cursos de Cdlculo de Varias Variables | y Il, sabes que se satisfacen las propiedades

asociativas, distributivas y la simétrica.

2. U = Mnm, donde Mnm es el conjunto de todas las matrices con n renglones y m columnas, con

la suma de matrices y el producto de un nimero real por una matriz.

El elemento neutro en Mnn es la matriz de n renglones y m columnas cuyas entradas son ceros:
0 - 0
0 - 0
El inverso aditivo de una matriz Mnm es la matriz =M m:
;0 Qim —a;n vt T

Mym = : N : My =
ap1  *° Opm —Qp1  ° —Apm

De tus cursos de algebra lineal, sabes que se satisfacen las propiedades asociativas,

distributivas y la simétrica.

En este espacio, un punto es una matriz.

3. U = conjunto de funciones continuas en un intervalo cerrado, con valores reales, el que
denotaremos:

Cr = {f:[a,b] — R|f es continua en [a, b]}

con la usual suma de funciones y el producto de un nimero real por una funcién:

(f+9)x) = flx) + g(x), (af)(x) = af(x)
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Es sencilla la demostracién de que se cumplen las 8 propiedades.

4. U = conjunto de funciones Riemann integrables de un intervalo cerrado con valores reales,
gue denotamos:

Ir = {f:[a,b] - R|f esintegrable en [a, b]}

Tanto la suma de funciones integrables en [a, b] como su producto por un numero real, resulta

una funcidn integrable en [a, b]. Ademas, estas operaciones satisfacenque Vf,g € 5, a € R:

b

ff(x)dx+ jg(x)dx

a

b b b b
- f £ + gGo)dx = f 900 + FO0dx = j g()dx + j FG)dx
a , a , a a
jaf(x)dx = ajf(x)dx.

El elemento neutro en /s es la funcidn constante cero en [a, b]. Es inmediato que se satisfacen el

resto de las propiedades.

5. U = C1 = conjunto de funciones continuas en un intervalo cerrado, [a, b], tales que f(a) = 1; con
la suma usual de funciones y el producto de un nimero real por una funcién, no es un espacio

vectorial. No hay forma de definir un elemento neutro en C;.

En los espacios de los ejemplos 3 y 4 un punto es una funcién.

Por tus cursos de Cdlculo de Varias Variables | y Il, asi como los de algebra lineal, conoces ya una
serie de propiedades, conceptos y resultados en el espacio vectorial R". Muchos de estos se
generalizan de inmediato a cualquier espacio vectorial U; las demostraciones de teoremas y

resultados son practicamente las mismas. A continuacién enlistamos algunos para que los tengas
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presentes.

Propiedad. Si U es un espacio vectorial, entonces paratodove U,0v=0;y (-1)v =—v.

Definicidn. Subespacio. Sea U un espacio vectorial, S € U, S # @. Decimos que S es un

subespacio de U, si S es un espacio vectorial con las mismas dos operaciones definidas en U.

Teorema. Sea U un espacio vectorial, S € U, S # @. Entonces,

Vv,u€eS,a€eK

SesunsubespaciodeU &4 Du+veES
ii) au € S

Los conceptos de combinacién lineal, dependencia e independencia lineal, son equivalentes a

los que estudiaste para R", y sus propiedades también, mencionaremos tres de ellas.

Propiedades. En un espacio vectorial U, se cumplen las siguientes propiedades:
1. Dos vectores u, v € U son linealmente dependientes si, y sélo si u = av, con a € K.
2. Un conjunto R c U es linealmente dependiente si y sdlo si, existe u € R tal que u es
combinacion lineal de elementos en A — {u}.
3. Un conjunto R c© U es linealmente independiente si y sélo si, no existe u € R que sea

combinacion lineal de elementos en A — {u}.

Resultado. Sea U en espacio vectorial, R € U, R ={u1, ua,..., un}. Entonces, el conjunto:

L(R) = (i1 a;v; |a; € K}

es un subespacio vectorial de U. L(R) se llama subespacio generado por R y el conjunto R se

denomina conjunto de generadores de L(R).
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Definicidn. Sea B un subconjunto de un espacio vectorial U. Decimos que B es una base de U,

AM)

si B es un conjunto linealmente independiente y L(B) = U.
La dimensién de un espacio vectorial U, dimU, es el cardinal de cualquiera de sus bases. La
dimensién del espacio vectorial que consta sélo del elemento neutro, U = {0}, se define como

cero.

1.4.1. Producto escalar

El producto escalar juega un papel importante en los espacios vectoriales, pues nos permite,
entre otras cosas, medir distancias entre puntos-vectores del espacio en el que estemos
trabajando. La nocidn de producto punto o producto interior en R" se generaliza a espacios

vectoriales de la siguiente manera.

Definicién. Producto escalar o producto punto. Sea U un espacio vectorial sobre un campo K.
Un producto escalar (o producto punto) en U, es una funcion que a cada pareja de vectores en

U le asocia un escalar en K, ¢:UxU - K, y satisface las siguientes condiciones:
a) Definida positiva: Vu e U, u#0, o(u,u)>0;y,0o(u)=0=u=0
b) Simétrica. Vu,v e U, o(u, v) = o(v, u)
c) Saca escalares.Vu,ve U,aV €K, o(au, v) = ap(u, v)
d) Distributiva. V u, v, w € U, o(u + v, w) = ¢(u, w) + (v, w)

Usaremos la notacién: @(u,v) = (u,v), o bien o(u,v) =u-v

Los espacios vectoriales con un producto escalar asociado, se llaman espacios vectoriales

euclidianos
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Ejemplos

1.U=R", K=R, y definimos:

n
(x,y) = ZZ x;yi,donde X = (xq, ..., xp,), V=1, V)

=1

Demostremos que es un producto escalar:

a) Six, # 0, al menos una de sus componentes es diferente de cero, xk # 0, entonces:

n
(f,f)=22xixi =2( xyxg + o Fxpxg o+ XXy, | = 2x0%0 + o+ 20005 + 0+ 2x,,
i=1 0 0

>0.

Y es claro que el resultado de la suma de los productos anteriores es cero si, y sélo si todas las x;
son cero; es decir, ¥ = 0.

b) Para cualesquiera dos vectores en R":

n n
(x,y) = szi}’i =2001y1 + o+ X)) = 2(y1xg + o+ YpXp) = Zzyixi =(y,x)

=1 i=1

c) Para cualquier a € R,
ax = a(xq, .., xy) = (axyq, ..., ax,)

Entonces:

n n
(a%,3) =2 ) (@x)y; = a2 ) xy; = a(%.)
i=1 i=1

d) Como:

X+y =y x) + Oy ) = (Y1, %0+ Yn)
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se sigue que:

n n n n
(f+}_/,Z_):22(xl+yl)Zl =22xizi+yizi =22xizi + ZZylzl=(f,Z_)+(f,Z_)
i=1 i=1 i=1 i=1

2.U=R", K=1R, y ¢ el producto punto usual:

n

(x,y) = Z XY

i=1

es un producto escalar. La demostracién es andloga a lo hecho en el ejemplo 1.

3. U = G (las funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b]), K=, y definimos:

b
(ﬂm=ff@mwwx

Tiene sentido, porque las funciones continuas en intervalos cerrados, son integrables; vy, el

producto de funciones integrables es una funcién integrable.
Veamos que se satisfacen las cuatro propiedades:
a) Si f(x) # 0 para todo x € [a, b], se tiene que f(x)f(x) = [f(x)]?> > 0y, por tanto, su integral es

positiva:

b b

(.0 = [ rofedx = [r@Par> 0.

a a

Y sélo en el caso de que f(x) = 0 para todo x € [a, b], |a integral de [f(x)]? = 0, sera cero.

b) Si tenemos dos funciones f, g en G,

b

b
<ﬁm=jﬂwmwm=jmwﬂmm=WJ>

a
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c)
b b
(af.9) = [ afg@Idx = a [ f@gGIdx = atf,g)
d)
b b
(f+g9,h) = f(f(x) + g(x))h(x)dx = Jf(X)h(x) + g()h(x)dx
b ’ b ’
= Jf(x)h(x)dx + j g(x)h(x)dx = (f,h) + (g, h)
1.4.2. Normas

La nocién de norma en R" la generalizamos de la siguiente manera.

Definicion. Norma de un vector. Sea U un espacio vectorial sobre un campo K. Una norma en

U es una funcién p: U - IR, con las siguientes propiedades:
a) p(u) 2 0 para todo uen U.
b) o(u) =0si,ysdélosi,u=0
c)VYueU,a€eK, plau) = |a| p(u)
d) Vu,veU, p(u +v) £ p(u) + p(v) desigualdad del triangulo

Denotaremos: p(u) = ||ul|

Si se elimina la condicion 2, se dice que la funcidn o es una seminorma en U.
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Un espacio vectorial con una norma asociada, se llama espacio vectorial normado.

Ejemplos

1. Norma infinito. U = ¢ (funciones continuas en un intervalo cerrado), K = R, definimos || f || =
max {|f(x)| | x € [a, b]} . Demostraremos que satisface las 4 propiedades de norma.
Primero observamos que como f es continua en [a, b] entonces la funcién |f(x)|, también es
continua en [a, b], por lo tanto alcanza su maximo en el intervalo. Es decir, existe & en el intervalo
[a, b], tal que

lf® = max{|fC)||x € [ab]}=flle

Y, como el valor absoluto de un numero siempre es mayor o igual que cero, y es cero sélo si el
nlimero es cero, entonces las primeras dos propiedades se satisfacen:

a) lIflle >0 Vf, con f(x) # 0 paraalgin x € [a, b]

b) Iflle = 0, sélosi f(x) =0 Vx € [a,b]

c) Para cualquier a € R, ||lax|l» = max{|laf(x)| | x € [a,b]} = |af ®)| = lallf (®)] = lalllf |l
d) Para cualesquiera f, g en G, por ser continuas en un intervalo cerrado, las funciones |f| y |g]|
también son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y alcanzan su maximo; esto es, existen £ y v
€ [a, b] tales que:

If @1 =max{|f()||x € [abl}=flle y lgW| = max{lg(x)||x € [a,b]} =
lglle...(1)

Por otro lado, la funcién |f + g| también es continua y alcanza su maximo en algun ( € [a, b], asi
que

If @+ 9Dl =max{lf(x) + g | x € [a,b]} = [If + gl (2)

Como |f(¢)] v lg(y)| son maximos de las funciones respectivas, satisfacen las desigualdades
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siguientes, para todo x en [a, b]:

< 1A vy 1gl)l < Talv)l = 1)+ 1gl)] < [AE)] + 1a(v)].

Por la desigualdad del tridngulo para el valor absoluto, |f(x) + g(x)| < [f(x)| + | g(x)]|, se satisface

la primera de las siguientes desigualdades:

1fx) + gx)| < [fx)] + gl < 1AE)] + [g(v)].

Esta Gltima desigualdad se cumple para todo x en [a, b], en particular se satisface para :

If(C)+a(Q)] < IAE)] + [a(v)].

Y, por las igualdades (1) y (2), tenemos ya la propiedad 4:
If + glleo = Il + Nl gllco -

2.EnR" X = (x,,, ..., Xp)-

a) Norma uno, es la suma de los valores absolutos de las componentes de un vector.

n
121l = D Il = lxa] 4+ L]
i=1

Las cuatro propiedades de norma se deducen de inmediato de las propiedades del valor

absoluto.
b) Norma infinito, es el mayor de los valores absolutos de las componentes.
1%]leo = max{|x;| |i=1,..n}

El elemento maximo de {|x;| | i = 1, ...n} es | x|, para alguna k, con 1 <k < n. Asi que las

cuatro propiedades de norma, se deducen de las propiedades del valor absoluto.
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c) Norma p. Para un nimero real p > 1, se define la norma p como:

1
It Z
I5ll, = | D ll?
i=1

Las primeras tres propiedades de norma, son faciles de demostrar.

La desigualdad del tridngulo se deduce de la desigualdad de la desigualdad de Hélder, que

establece que si g > les tal que: % + é = 1, entonces paratodo X = (X, ..., Xn), ¥ = (Y1, e-er V),

1 1
n n 5 n a
St = (Y ) (Yr
i=1 1 i=1

i=

Y a partir de ésta desigualdad, se demuestra la desigualdad de Minkowski:

1

1 1

I p L P L p

<Z|xi+yil> s(Zmlp) + (Zw)
i=1 i=1 i=1

3. Si U es un espacio vectorial sobre un campo K y el conjunto B = {bs, ... bn} es linealmente
independiente y genera a U (B es una base de U); entonces cualquier vector en U se puede escribir

como combinacion lineal de elementos en B:

n
u = Zaibi

i=1

ai€EKVi=1, .., n.Se define la norma suma y la norma maximo como:

n
lulle = Y lail v oo = max {lag] i = 1, ..}
i=1
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Ambas normas cumplen las 4 propiedades. Si K es el campo de los nimeros reales, las 4
propiedades se siguen de las propiedades del valor absoluto; y si K es el campo de los nUmeros
complejos, las 4 propiedades se cumplen, puesto que un nimero complejo a = (x, y), donde xe y

son numeros reales y el nimero y es la parte imaginaria: a = x + iy, tiene como mddulo o valor

absoluto al nUmero real: |a| =/x? + yZ2.

En los espacios vectoriales euclidianos, el producto escalar asociado siempre induce una norma.

Definicién. Norma inducida por un producto escalar. Sea U un espacio vectorial sobre un
campo K, con un producto escalar asociado, @(u, v) = u - v; es decir, U es un espacio vectorial
euclidiano. Definimos la norma inducida por el producto escalar u - v, como la raiz positiva de

dicho producto:

llull; = vu-u

Nota que, siu=0|jull; = 0,ysiu=0, ||ull;” = |u-ul

La norma inducida cumple las cuatro propiedades de norma y, ademas satisface:

1. Desigualdad de Cauchy-Boniakowsky-Schwarz (C.B.S.):

lu-v| < [lull;llvl;

2. Ley del paralelogramo.

2 2 2
llu +vll;" = 2(lull;” + llvil;%)

Es importante sefialar que no toda norma proviene de un producto escalar. La manera de

determinar si una norma es inducida o no por un producto escalar, nos la da el siguiente teorema.
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Teorema. Sea U, un espacio vectorial y o una norma asociada a U. La norma p es inducida

por un producto escalar si, y sélo si p satisface la ley del paralelogramo:

pw) = llull;  p?(u+v) = 2(p*(W) + p*(V))

En consecuencia, si una norma no satisface la ley del paralelogramo, entonces no es inducida por
un producto escalar. Por ejemplo, en R" la norma ||x||, no proviene de un producto escalar
cuando p # 2, puesto que no cumple la ley del paralelogramo. Pero si es posible establecer una

relacién entre dos normas definidas en un mismo espacio vectorial.

Definicién. Normas equivalentes. Sea U un espacio vectorial, y 0a, ob. dos normas definidas en
U. Decimos que pa Y ob SONn equivalentes, si existen dos constantes positivas, a y b tales que,
paratodo u € U:

apa(u) < pu(u) < bpa(u)

Y denotamos:

~

Pa ~ Ob
lo que indica que pa es equivalente a .

La relacion ~ es simétrica y transitiva.

Teorema. Todas las normas definidas en un espacio vectorial de dimension finita, son

equivalentes.

Los espacios con una norma asociada que son completos con tal norma, son los que reciben el
nombre de espacios de Banach. Discutimos la completitud de un espacio métrico en las unidades

2y 3.
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1.4.3. Distancias

Ahora generalizaremos la nocion de distancia.

Definicién. Distancia o0 métrica. Sea U un espacio vectorial sobre un campo K, decimos que d
es una distancia o una métrica en U, si d es una funcién que se aplica a parejas en U, toma
valores en los reales, d:U x U — R, y satisface que para u, v, w € U:

a)d(u,v)=20

b)d(u,v)=0 & u=v

c) d(u, v) =d(v, u)

d) d(u, v) £ d(u, w) + d(w, v)

Los espacios vectoriales que tienen asociada una distancia o métrica d, se llaman espacios
vectoriales métricos, o simplemente espacios métricos. Vamos a denotar: (U, d) un espacio

métrico con la métrica d asociada.

Ejemplos

1. Métrica discreta o trivial. En un espacio vectorial U, definimos la métrica discreta como:

1, u+v
dD(u,v)={0 u=v

Si se cambia 1 por cualquier otra constante, se obtienen otras distancias o métricas discretas para
U. Este ejemplo es importante ya que muestra que todo conjunto no vacio U, puede dotarse de
una métrica.

Los espacios dotados con la métrica discreta se llaman espacios métricos discretos.

2. En U =R", para p 2 1, se tienen las siguientes distancias:
1
n p
dp@3) = Y lxi=nl? | =17 =7l,
i=1
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Sip =1, la distancia es:

n
&) = ) k=il =12 =71,
i=1

Si p = 2, tenemos la distancia usual (euclidiana):

1
2

n
dy(%,7) = (Zm —yi|2> = I -3l
i=1

Y la norma infinito, también es una distancia:

doo(fi}_]) = max{lxi _yll I i = 11 n} = ”f”oo

y y

X x
di(x,y) da(x, )
oY
oV

X

X o —

doo(, y) con |z2 — y2| > |z1 — y1 doo(,y) con |21 — y1| > |z2 — Y2l

Figura 10. Norma infinito

3. En el espacio de las funciones acotadas en un intervalo cerrado:

U=A;={f:[a,b] > R | |[f(x)| < M, paraalgin M > 0}

Se define la distancia supremo entre dos funciones como:

doo(f,9) = sup{lf(x) —g(x) | x € [a,b]} = [If (x) = g(N)ll
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Figura 11. Distancia supremo

4. En el espacio de las funciones continuas en un intervalo cerrado con valores reales, C;, la

aplicacion:

b
da(f,g) = f FG0) — g0l dx

dif g)=éarea

O e -

1
i
i
I
1
I
I
|
I
|
|
a

Figura 12.Funciones continuas en un intervalo cerrado

Es una distancia que mide el drea comprendida entre las graficas de dos funciones. Las 4
propiedades de una métrica se satisfacen a consecuencia de las propiedades del valor absoluto

y de las propiedades de la integral:

) If) - g0 20 = [PIf(x) — g)ldx =0

b) [f(x) =g =0 & f(x) = g(x), por tanto fflf(X) —g)]dx =0 & f(x) =
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g(x)
O1f ) — gl = 1g(0) — FOOl = [L1F () — gl dx = [L1g(x) — F()] dx
d) Como |£(x) — g(O| < If(x) — h()| + [h(x) — g ()],

se sigue que:

b b
da(f,g) = f F () — g0l dx < f £ GO — R + h() — g()] dx

b

b
- f F(0) — h(0)| dx + f Ih(0) — 90Ol dx = da(f h) + da(h, 9)

a

5. En el espacio de sucesiones acotadas en los reales: S, = {{an} | {a,}es acotada} (donde

cada punto es una sucesion) la aplicacion

d({an}' {bn}) = Sup{lan - bnl In € N} = ”an - bn”oo

es una distancia. Y también es una distancia en el espacio de sucesiones convergentes S, =

{{an} | {a,} converge}.

6. Mas en general, en el espacio de sucesiones, tales que la serie de la potencia p de su valor

absoluto converge, con p > 1:

Sp = {{an}| Erlanl? < oo}

Las aplicaciones:
1
ot P
dp(an}, (b)) = | Dlan = bal? | = llaw = bull,
n=1

son distancias.

A excepcidn del ejemplo 1, en los demds tenemos métricas asociadas a una norma. En efecto, un
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espacio vectorial normado, es un espacio vectorial métrico con la métrica inducida por la norma

AM)

asociada. El siguiente teorema establece que toda norma induce una métrica.

Teorema. Sea U en espacio normado, con la norma || ||. Entonces la aplicacion d(u, v) =

[lu — v||, define una métrica o distancia en U.

La demostracion es sencilla, puesto que las primeras tres propiedades de norma y distancia son
equivalentes. Y la cuarta propiedad de distancia se deduce de inmediato de la cuarta propiedad
de norma de la siguiente manera:

dwv)=llu—vl=llu-—w+w—-v| < |lu-w|+[lw—-v| =duw) +dw,v)

Sin embargo, es importante sefialar que no toda métrica induce una norma.

Una métrica, permite definir la distancia de un punto a un conjunto y la distancia entre dos

conjuntos.

Definicién. Sea U un espacio vectorial métrico, con la métrica d, V, W subconjuntos de U, uy,

un vector (o punto) en U. Definimos:

Distancia de un punto a un conjunto
a) La distancia de up al conjunto V, como:
d(uo, V) = inf{d(uo, v) | v € V}
Distancia entre dos conjuntos
b) La distancia del conjunto V al conjunto W como:

d(V, W) =inf{d(v,w) | vEV, wE W}

Es claro que siug, VE V, d(uo, V) =0; y siV N W # @ entonces d(V, W) = 0. Sin embargo un punto

uo puede no estar en V, y su distancia a V si ser cero; o, dos conjuntos pueden ser ajenos y su
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distancia ser cero.

Ejemplos
1L.EnR, A={(x,y)|0<x <1y 0<y<1},dladistancia usual en R2 Supongamos que

d((0,0),4) = a. Demostraremos que a = 0. En efecto, pues si @ > 0, es claro que a < 1;

entonces, (a/3,a/3) € A,porloquea < d((0,0),(a/3,a/3) = \/?%,ytendriamosque3 <

V2, lo que es una contradiccién. Por lo tanto d((0,0),A4) = 0. Nétese que (0, 0) no pertenece al

conjunto A.

2. En R?, d la distancia usual, A como en el ejemploly B = {(x,y)| 1 <x <2, 0 <y < 1}.De

manera analoga, supongamos que d(4,B) = a > 0, es claro que a < 1. Entonces (1 - %, 1-

a

%) EAYy (1 +%,1—%) € B, y tendriamos que asd((l—%,l—g),(1+%,1—g)) =2

lo que es una contradiccion. Se concluye que d(4, B) = 0. Nétese que AN B = @.
3. Sea U un espacio vectorial con la métrica discreta, uy € Uy V < U. Calcularemos la distancia
deugyaV.Siuy €V, como d(uy uy) = 0, se sigue que d(uy, V) = 0; pero si uy, € V, entonces

uy # v,Yv € V, porlo que d(uy, v) = 1y, se concluye que, d(u,, V) = 1.

1.4.4. Topologia basica en espacios métricos

Una métrica en un espacio vectorial, nos permite generalizar los conceptos de vecindad en los

reales, o bolas en R".
Definicion. Vecindad-Bolas. Sea (U,d) un espacio métrico, vy € U, r € R,r > 0. Definimos:

1. Una vecindad o bola abierta con radio r y centro en u,, como el conjunto:

B,(vo) ={u €U |d(vo,u) <}
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2. Una vecindad o bola agujerada, es una bola sin el centro:

B.°(vy) = B, (vp) —{vo} ={u € U | 0 < d(vp,u) <1}

3. Una vecindad o bola cerrada con radio r y centro en u,, como el conjunto:

B,(vy) = {u € U|d(vo,u) <1}

Ejemplos
1. En R?,
a) Con la métrica usual, d2, una bola abierta de radio r con centro en (a, b), son los puntos que

estan dentro de la circunferencia, sin incluir a la circunferencia.

B.((a b)) = {xy)IVx2 +y2 <1}

b) Con la métrica d1, una bola de radio 1 con centro en (0,0) = 0: es el conjunto:

B1(0) ={(x,y) | Ix|+lyl<1}

c) Con la métrica d-, una bola de radio 1 con centro en 0, es el conjunto:

B1(0) = {(x, y)| max{|x|, |y|} < 1}

(a,b) ¥=-

r=-1 =1
y=—-1-=z

bola con la métrica d bola con la métrica d, bola con la métrica d-
Figura 13. bola de métricas

Ninguna de las tres bolas incluye la orilla o frontera de la figura

2. En el espacio de funciones continuas en un intervalo cerrado, C;, con la métrica d-, una bola
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de radio r con centro en fo, es el conjunto:

B.(fy) = {f € ¢ | sup {1fo ) — F@)| <7, vx € [0, b]}}

f-

Figura 14. bola métrica en funciones continuas

3. Con la métrica discreta, dp, en cualquier espacio U métrico, una bola abierta o es el conjunto
gue consta de un punto (el centro de la bola) o es el mismo espacio, dependiendo del radio:

Uy}, r<i
B(wo) = {0) T3

Los conjuntos abiertos en un espacio métrico juegan un papel importante. La distancia en un

espacio métrico, es lo que nos permite generalizar la nocidn de conjunto abierto.

Definicién. Sea V un conjunto contenido en un espacio métrico (U,d).
Punto interior. Un punto p € V, es un punto interior de V si, y sélo si, existe una bola de radio
r con centro en p totalmente contenida en V.

p es punto interiorde V & 3r > 0talque B.(p) cV
Interior de un conjunto. Se llama interior de un conjunto V, al conjunto de todos sus puntos

interiores y se denota:

intV = {p€E€V | p es punto interior de V}
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Conjunto abierto. Se dice que un conjunto V es abierto, cuando es igual a su interior:
V =intV

El conjunto vacio es abierto.

Toda bola abierta, es un conjunto abierto. Porque si tenemos B, (1), y tomamos cualquier v €

B, (up), existe § = r — d(uy, v) > 0, tal que Bs(v) < B,(uy).

Figura 15. Bola abierta como conjunto abierto

En efecto, pues si w es cualquier punto en Bs(v), entonces d(v,w) < §; ademas, por la
desigualdad del tridngulo se tiene: d(uy, w) < d(ug, v) + d(v, w); entonces:

d(ug,w) < d(ug,v) +d(w,w) <d(uy,v) + 8 =d(uy,v) +r —d(ug,v) =7

Y, por tanto w € B,-(u).

En un espacio métrico, dos puntos distintos x, y siempre son centro de dos bolas ajenas.

e N s N

/ /
f
j
{ ]
| | | |
[ ] °
a |
/
, /
/ /

) X Fo y
NP 4

S -

Figura 16. Puntos métricos en dos puntos distintos

Teorema. Propiedad de Hausdorff. Sea (U, d) un espacio métrico, u, v € U con u # v;

entonces, existen r1 >0, r> > 0 tales, que B, (u)NB,,(v) = @.
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Para la demostracion, basta considerar r=d(u, v), r1 = r2=r/2.

Lema. En un espacio métrico (U, d), la interseccidén de dos bolas abiertas, es un conjunto

abierto.

Si las bolas son ajenas, es inmediato. Si se tienen las bolas Br(u) y Bs(v) y w € B(u) N Bs(v), bastara

tomar & < min{r —d(w, u), s — d(w, v)}, para que Bs(w) < Br(u) N Bs(v).

Figura 17. bolas métricas

Es bueno que tengas presente que la condicién de un conjunto de ser abierto, depende de la
métrica usada y del universo. Por ejemplo el conjunto {0} € R es abierto con la métrica discreta,

pero no lo es con la métrica dada por la distancia usual en los numeros reales, d(x, y) = |x—y]|.

Propiedades de conjuntos abiertos. Vamos a denotar con 7" a la coleccidn de todos los conjuntos
abiertos en un espacio métrico (U, d), y con I cualquier conjunto de indices. En (U, d) se satisfacen

las siguientes propiedades:

1. El vacio y el universo, son conjuntos abiertos: @, U € 7.

2. La unidn arbitraria de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto:

Sia € 1A, € T:>UAaET

a€l

3. La interseccion finita de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto:
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n
SidAy, Ay, .., Ay € T = ﬂAi €T

=1

A cualquier familia de subconjuntos abiertos de un conjunto X que cumpla las tres propiedades
anteriores, se le llama topologia sobre X.

A la familia de todos los subconjuntos abiertos de un espacio (U, d), se le llama topologia
asociada a la distancia d, y se denota T4, 0 simplemente T si no hay con funcidn con la métrica

utilizada.

Proposiciéon. En un espacio métrico (U, d), un conjunto V € U es abierto si, y sélo si puede

expresarse como unién de bolas abiertas.

Demostracién. Si V' es un abierto, para cada v € V, existe unr, > 0 tal, que B,, (v) < V', por

UBTU(U) cv.

tanto,

Y como cada punto v € V, estd en una de las bolas, V © U,ey By, (V). Y, de las dos

V= U B, (v).

contenciones, concluimos que:

El reciproco es inmediato, ya que si V se puede expresar como unién de bolas abiertas, cada
punto en V estd en una de tales bolas y puede construirse una bola con centro en dicho punto,
contenida en 'V, por lo que todo punto en V, serd punto interior de V.

Una métrica, también permite definir conjunto acotado.

Definicion. Conjunto acotado. Sea (U, d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto V c U,
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es acotado, si podemos encerrar a V en una bola abierta; es decir, si existe r > 0, tal que V c

Br(0).

Es inmediato de la definicidn, que V es acotado si, y sdlo si, para todo venV, d(0, v) <r, para

alganr > 0.

Conjuntos cerrados
Habiendo generalizado la nociéon de conjunto abierto, procede generalizar la de conjunto

cerrado.

Definicidn. Sea (U, d) un espacio métrico, V € U. Decimos que V es un conjunto cerrado si, y
solo si, su complemento es abierto:

V es cerrado & V¢ = U -V es abierto

Toda bola cerrada, es un conjunto cerrado. En efecto, consideremos la bola:
B.(vo) = {u € U|d(v,u) <1}
Su complemento:
—_— c
(Br(vo)) ={ueU|d(yu) >r}

d(uzTr(VO))

— c
es abierto. Basta tomar como radio s = , para que se cumpla que siu € (Br(vo)) ,

entonces B, (u) (B_r(vo))c.

By(u)

Figura 18. Bola cerrada
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Propiedades de conjuntos cerrados. Sea (U, d) un espacio métrico. Entonces se cumplen las

AM)

siguientes propiedades:
1. La interseccidn arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

2. La unidn finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

En relacién con los conjuntos cerrados, se tienen las siguientes definiciones.

Definicidn. Sea (U, d) un espacio métrico, V c U.
Punto frontera
Decimos que p € U, es un punto frontera de V, si toda bola con centro en p contiene
puntos de V y puntos de U que no estdn en V:
p es punto fornterade V © Vr > 0,B.(p) NV #QyB,.(p) NVE =P
Frontera de un conjunto
La frontera de V, es el conjunto de todos los puntos frontera de V, y se denota:
oV ={p € U | p es punto frontera de V}
Cerradura de un conjunto
La cerradura de V, es el conjunto union su frontera, y se denota:
V=Vuov
Punto de acumulacion
Un punto g € U, es punto de acumulacién de V, si toda bola agujerada con centro en g
contiene elementos de V:
q es punto de acumulaciéndeV © vr > 0,B,.°(q) NV # @
El conjunto de puntos de acumulacién de un conjunto V, se denota:

V' ={g € U | g es punto de acumulacién de V.

Si V es un subconjunto de un espacio métrico (U, d), entonces se verifica que:
V es cerrado
ajelV=V
b)eoV cV
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c)edVcV

Es pertinente hacer la observacién de que hay conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados. Por
ejemplo, en R, con la métrica usual o euclidiana, el conjunto de puntos en el intervalo [0, 1) no
es ni abierto porque no todos sus puntos son puntos interiores, el 0 es un elemento del intervalo
y no es un punto interior; y, tampoco es cerrado, porque 1 es un punto de acumulacién que no

pertenece al intervalo.

Como has notado, dos métricas pueden genera distintas topologias (distintos conjuntos abiertos)
en un mismo espacio. Las métricas que generan los mismos conjuntos abiertos en un espacio, se

[laman métricas equivalentes.

Definicidn. Distancias o métricas equivalentes. Sean d y d’ dos métricas en un espacio U.
Decimos que d y d’ son equivalentes, si generan los mismos conjuntos abiertos en U; es decir,

las dos distancias generan la misma topologia, 74 = T4

No siempre ocurre que dos distancias generan la misma topologia. Por ejemplo, en IR?, con la
métrica discreta, dp, un conjunto que consta de un solo punto {(x, y)} es abierto; pero, con la

métrica usual o euclidiana, el conjunto {(x, y)} no es abierto.
El siguiente resultado nos permite establecer condiciones necesarias y suficientes para

determinar cuando dos métricas definen la misma topologia en un espacio métrico.

Teorema. Sean d y d’ dos distancias definidas en un espacio métrico U. Entonces:
dy d' son equivalentes < Yu € Uy Vr > 0, existen§ > 0y 8’ > 0 tales que:
By;(w) € By (w) vy Bas, (W) € By, (w)
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Cierre de la unidad

En esta unidad has aprendido:

Los teoremas de completitud de los nimeros reales. Esto te serd de gran utilidad en las
siguientes unidades que estudiaremos las condiciones bajo las cuales un espacio métrico
es completo.

Las propiedades de un espacio vectorial euclidiano, un espacio vectorial normado y un
espacio vectorial métrico. Asi como la herramienta topoldgica basica para continuar tus

estudios.

Para saber mas

Consulta las siguientes ligas.

Este sitio web: Lasmatematicas.es, contiene un listado de videos relacionados a la
topologia:

http://www.youtube.com/playlist?annotation id=annotation 473177&feature=iv&list=

PL91053E26803C7E65&src vid=Vakgz5kf5IM

Si te interesa profundizar en el estudio de los subespacios vectoriales, en la siguiente liga
encontraras varios videos que explican algunos de sus aspectos y una amplia gama de
problemas relacionados:

Las matematicas.es (s.f.). Espacios vectoriales. Recuperado de

https://www.dmae.upct.es/~juan/videosfund/ev.htm

Se trata de un sitio a cargo del Departamento de Matematicas Aplicadas y Estadistica de
la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Industrial de la Universidad Politécnica de

Cartagena.
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