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Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

Presentacion de la unidad

La integral de Riemann-Stieltjes que se introdujo en la unidad anterior generaliza la integral de
Riemann, la funcion integrante introducida en la integral de Riemann-Stieltjes adquiere un
significado mas particular cuando le asigna una “medida” a los conjuntos sobre los cuales se va a
integrar. El uso de esta funcién nos permite generalizar el concepto de integral, incluso de

funciones con “muchas” discontinuidades. En esta unidad se introduce el concepto de medida

de un conjunto y mds especificamente el de “medida de Lebesgue”.

Competencia especifica

Analizar el concepto de medida para clasificar conjuntos en R mediante la utilizaciéon de sus

propiedades.

Logros

B

Figura 1. Logros

Identificar las propiedades de la medida

de Lebesgue.

Clasificar conjuntos en R.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2




Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

3.1. Antecedentes

Emile Borel en 1898 fue el primero en establecer una teoria de la medida sobre los subconjuntos
de los nimeros reales conocidos ahora como conjuntos de Borel. En 1902 H. Lebesgue presentd
su trabajo pionero sobre medida de Lebesgue y en 1918 C. Carathéodory introdujo y estudié las

propiedades de medidas exteriores.

3.1.1. Medidas y conjuntos medibles

El concepto general de medida de un conjunto constituye una generalizacidon natural de los

siguientes conceptos:

e |ongitud de un segmento A,

e dareade una figura plana F,

e volumen de una figura G del espacio,

e delincremento f(b) — f(a) de una funcidn no decreciente f(t) en el segmento semiabierto

[a, b),

e de laintegral de una funcidn no negativa en una region lineal, plana, etc.

Un interés general es establecer una medida sobre la recta real, por el cual introduciremos un

concepto de medida sobre ciertos conjuntos de una manera general.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 3
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Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida ‘

La teoria de integracion de Riemann presentada en adaptacién de la teoria de Cauchy debilitando
las hipdtesis necesarias para que una funcion sea integrable. Mientras Cauchy restringia la
integrabilidad a funciones continuas, Riemann dio una condicién necesaria y suficiente para la

integrabilidad de una funcién:

Una funcién acotada f(x) es integrable en [a, b] si y sélo si la suma de Cauchy

S =) FECu — X))
k=1

dondea=xy<x;..<x,=by t; € [xk_l,xk ], se aproxima valor limite cuando el tamafo

de la particién del se aproxima a 0. Este Unico valor limite es por definicion es por definicion

[7 f()dx.

Definicidn 1 [Semianillo] Sea X un conjunto no vacio. Una coleccidon S de subconjuntos de X es

llamado un semianillo si ésta satisface las siguientes propiedades.

a) El conjunto vacio pertenece a S, es decir@ € S.
b) Si A,B € S; entonces AN B € §; estoes, Sescerrado bajo intercesiones finitas.

c) El conjunto diferencia de cualesquiera dos conjuntos de S pueden ser escritos como la unién
finita de un par de conjuntos disjuntos de S. Esto es, para cada A, B € S; entonces existe

C; ...C, € S (dependiendode Ay B) talque A\ B =U{L,C; yC;NC =@sii+j.

Definicion 2 [o-conjunto] Sea S un semianillo de subconjuntos, subconjuntos de X. Un

subconjunto A de X es llamado un o-conjunto con respecto a S (simplemente un o-conjunto) si
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Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida ‘

existe una sucesion disjunta {A,,} de S (esto quiere decir, A, NA4,, = @ si n # m)talque 4 =

U?lozlAn .

Observacién 1.SiA = Ui, 4; ,con Ay, ..., A, ESyA; N Aj = @ parai # j, entonces A es un o-

conjunto.
Algunas propiedades de los g-conjuntos estan incluidas en el siguiente teorema.

Teorema 1.

Para alguin semianillo S, se tiene las siguientes propiedades.

a) STAeSy A, .., A, €S, entonces A\ UL, A4; puede ser escrito como la unién finita de

conjuntos ajenos de S (entonces, este es un a-conjunto).
b) Para cada sucesion {A,} de S, el conjunto A = U, -1 4, es un a-conjunto.

c) Uniones numerables e intersecciones finitas de a-conjuntos son o-conjuntos.

Demostracion. La prueba se hace por induccién sobre n. Paran = 1, el teorema es valido por la
definicidon de semianillo. Ahora se asume que el teorema es valido para algunan.Sea A€ S,y
sean Ay, ..., A, € S. Por hipétesis de induccién, existen By, ..., By € Stalque B = A\UL, 4; =
Uk,B_iy B;n Bj =@ sii # j,entonces

n+1 k

A\ UAi = B\Ay, = U(Bl- \ Aps).
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Por la propiedad c) de semianillo, cada B \ 4,,,; puede ser escrito como la unién finita de

conjuntos disjuntos de §. Donde B; N B; = @ sii # j, esto se sigue de A \ UM A; puede ser

escrito como la unién finta de conjuntos disjuntos de §. Esto completa la induccidn y la prueba.

Sea{A,} € S.Donde A = U;- 4,, entonces se escribe A = Uy~ B, talque B; = A; yB,41 =
Api1 \ UjL14; paran > 1. Observamos que B; N B; = @ sii # j, y por la propiedad a) cada B;

es un g-conjunto. Ahora se sigue que A es en si mismo un c-conjunto.
Para la prueba de c) se sigue de b), y de la propiedad b) de semianillo.

Lema 1. Si {A4,} es una sucesion de conjuntos de un semianillo §, entonces existe una sucesion

disjunta {C,,} de S tal que Up-; 4, = Ujp= C, y para n entonces existe algun k con C,, S A;.
Definicién 3 [Algebra de conjuntos] Un conjunto no vacio S de subconjuntos de X tal que es
cerrado bajo intersecciones finitas y su complemento es llamado algebra de conjuntos(o
simplemente un algebra). Esto es, § es un algebra si satisface las siguientes propiedades:

a) SiA,B € S,entoncesANBES.

b) SiA € S, entonces A€ € S.

Teorema 2.

Para un algebra de conjuntos §, las siguientes propiedades se cumplen:

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 6
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a) Losconjuntos @, X € S.

b) El dlgebra S es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas.

c) Elalgebra$ es unsemianillo.

Demostracion.

a) Dadoque S es novacio existealgin A € §. Ahora, por hipotesis A€ € §,asi,® = AN A€ €
S.Mésaun, X = @€ € S.

b) Sea A, B € S. Entonces AUB = (A° N B€)° € §, el resto de la prueba se sigue por
induccion.

c) Solo se tiene que verificar para la propiedad 3) de la definicidn de semianillo, pero esto

se observa de la identidad A \ B = A N B€.

Ejemplo

Para algun conjunto no vacio X, la coleccion § = {@, X} es un dlgebra de conjuntos.

Sea F una familia de subconjuntos disjuntos y distintos del vacio de un conjunto X. Entonces S :
= F U (@) es un semianillo de subconjuntos de X. Para ver esto, se observa que primero @ € S.
Ahora, si A, B € §, entonces B es vacio o igual a A. Del mismo modo, 4 \ B es o bien vacio o igual
a A. Porlotanto, A, B € § implica que A \ B pertenece a S, y asi, § es un semianillo.
Definicidon 4 [Anillo de conjuntos] Un anillo de conjuntos (o simplemente un anillo) es un

conjunto no vacio de subconjuntos R de un conjunto X satisfacer las siguientes propiedades:

a) SiA,B € RentoncesAUB € R.
b) SiA, BER,A\ B €ER.

Cada anillo R contiene el conjunto vacio. En efecto, dado que R es no vacio, entonces existe A €

R, porloque @ = A\ A € R. Cada dlgebra de conjuntos es un anillo de conjuntos. Ademas, un

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 7



N

Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida ‘

anillo R es necesariamente un semianillo. En efecto, si A, B € R, entonces la relacion AN B =

A\ (A\ B) muestra queANBER

Definicién 5 [o-Anillo] Un adlgebra § de subconjuntos de un conjunto X se llama o-algebra si cada
unién de una coleccion numerable de miembros de § esta nuevamente en §. Es decir, ademas §

es un algebra, U,-; A, esta § para cada sucesion {4,}, deS.

En virtud de Np—1 4, = (Unp=1 A%)¢, esto se sigue de que todas o-dlgebra de conjuntos es
cerrado bajo intercesiones finitas. Cada coleccion de subconjuntos: F de un conjunto no vacio X
esta contenido en una o-algebra mas pequena (con respecto a la relacion de inclusién). Esta o-
algebra es la intersecciéon de todas las o-algebras que contienen a F (ndétese que P(X) es uno

de ellos), que se llama la g-algebra generada por F.

Definicién 6 [Conjuntos de Borel] Los conjuntos de Borel de un espacio topoldgico (X, r) son
conjuntos de la o-algebra generada por los conjuntos abiertos.

La o-algebra de todos los conjuntos de Borel de (X, r) se denotan por B.

Se introduce la nocién de medida sobre una o-algebra y se consideran el concepto de medida

cero.

Definicion 7 [Medida] Sea (X;S§) un espacio medible. Una medida en (X;§) es una funcidén

w: X = R con las siguientes propiedades:

a)u(9) = 0.
b)u=> OparatodoE € S.

c) u es o-aditiva, i.e. Si (E,;) es una sucesion de elementos disjuntos entre si de S, entonces:

7 (O En) = i 1(Ey).
n n=1

=1

Definicion 8 [Medida Finita] Sea i una medida en (X, ). Se dice que u es finita si no toma el

valor extendido oo.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 8



Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

Si es posible hallar una sucesion (E,,) de elementos de § tal que X = Upy1 E, < o para todo
n € N, entonces se dice que u es g-finita. Se observa que toda medida finita es automdticamente

o-finita.

Las siguientes propiedades son consecuencias de la definicidn.

Proposicidn 1. Sea y una medida en (X, §) entonces
a) u es aditiva, esto quiere decir u(E UF) = u(E) + u(F)siE,F e € S, u(E; N E,) = Q.
b) u es mondtona; es decir, si E € F, con E,F € S, entonces se tiene: u(E) < u(F).
c) u es sustractiva; es decir, siE c F, con E,F €Sy u(E) < o, entonces u(F\E) =
u(F) — u(E).
Demostracion.
Para a), sean F; = E;,F, = E,, F, = @, entonces (F,) es una sucesion de elementos de S y por

la Proposicién 1 inciso a) y b) obtenemos:

u(E; VE;) = p (U Fn) = Z w(F) = u(Ey) + u(Ey),
n=1 n=1

La aditivita puede extenderse por induccién a cualquier nimero finito de elementos ajenos.

a) De la identidad F = (F \ E) U E (unién disjunta de elementos de §), se obtiene del inciso

anterior que: u(F) = u(F \ E) + u(E), asi se tiene que u(E) < u(F) por (Proposicién 1 b).

b) De la identidad u(F) = u(F \ E) + u(E), obtenemos al restar u(E) < oo que:
u(F) — u(E) = u(F \ E). Notese que la valida aun si u(F) = oo.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 9
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Teorema 3.

Sea § un semianillo, y sea u: § — [0, co] una funcién. Entonces u es una medida sobre S siy sélo
si u satisface las siguientes condiciones.
a) u(@) =0.
b) Si A€ES, A; .. A, €S vy satisface U1 4; S Ay A;NAj =@ para i # j, entonces
i u(A;) < u(A) se satisface.
c) SiA€eSy{A,}satisface A € Un-, 4,, entonces u(4) < X1 u(4,), entonces u es o-

subaditiva.

Demostracion.

Supdngase u es una medida sobre §. Entonces por definicion, u(@®) = 0. Para b) supongamos
que A €S, y los conjuntos Ay, ..., A, satisfacen UjL; 4; € A. Entonces conjuntos disjuntos
Bi,...,Bpde S talque A\ Ujv;4; =U/%;B;.Sea C; = Ay, ...,C, =A,,yCpry; =B;paral <
i < m. Entonces los conjuntos Cy, ..., Cpimm son disjuntos y A = UM C,. Por la propiedad de

aditivita finita de u, se tiene

m+n n

WA = > u(C€) = Y u4p,
i=1 i=1

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 10




Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

Por la g-subaditividad de y, se asume que A € U, A, talque A €S y{A,} S 5.SeaB, = A,

Y Bpi1 = Aps1 \ UL, 4; paran = 1. Entonces Uy—1 B, = Up=14, Y B,, € A,, para cada n.

También, para sucesion {B,} es disjunta, y para cada n > 2 existe un par de conjuntos disjuntos
Cl,...,C¢, en S tal que B, = Ufjl C*. Obsérvese que por b) y por U?jl C' € A, paracadan,
se sigue que Zf;‘l u(CM < u(4,). (Paran=1, hacemos k; = 1y Ci = A;.)

Ahora, observemos que A = Up—1(B, N A) = Up=1 Ufjl(Cf N A), es una unién disjunta. Por lo

tanto la o-aditividad de u se obtiene

o kn o kn o0
TOEDY Zu(Cf nay< ) Zu((sﬁ) <) udy.

A la inversa, si el conjunto de funciones u: § = [0, o] satisface las tres condiciones anteriores,

U es o-aditiva por la combinacion de los incisos b) y c). Por lo tanto, u es una medida.
Definicion 9 [Conjunto nulo] Un conjunto E es llamado un conjunto nulo si u(E) = 0.
Denotamos a este por V' (1), es decir:

N(u) ={E € §:u(E) = 0}.
A partir de la propiedad de un g-subaditividad de u que una unién numerable de conjuntos nulos

es de nuevo un conjunto vacio. Los conjuntos nulos jugardn un papel importante en la teoria de

la integracion.

Teorema 4. Cada conjunto nulo es medible.

Demostracion. Sea E € X con u(E) = 0. Entonces la monotonia de u implica u(ANE) =0

para cada A € X . Por consiguiente, para cada subconjunto A de X se tienen

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 11




Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

p(A) Su(ANE)+u(AnE) =pu(AnE) < pu(4),

donde la primera desigualdad se cumple en virtud de la g-subaditividad de u. Por lo tanto, E es

medible.
Lema 1. Sean los conjuntos Ej, ..., E,, los conjuntos y medibles. Entonces
n n
p (U(An n Ei)) = z H(ANEy)
=1 i=1
esto se cumple para cada conjunto A de X.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre n. Obviamente, el resultado es cierto paran =

1. Supongamos ahora es cierto para algun n, y sean que los conjuntos Ej,... ,E,, E i1,

conjuntos disjuntos y medibles. Si A € X, entonces

rm+1
AN Ei[\Epy1 =ANEy
i=1
n+1 h n
AN LEi N(E,+1)C=A4nNn UEi :
i=1 _ i=1
Por lo tanto, usando la medida de E,,, ;, vemos que
n+1

s

i=1

rn+1

=1
n n+1
UEi ) = Zﬂ(AnEi)-
i=1 i=1

1=

M(U(AﬂEi)>=u<Aﬂ
o

e
HANE, 1) +u (A n

)=

n (En+1)c)

i=1

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 12




Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

donde la ultima igualdad se cumple por la hipdtesis de induccién. La induccion es ahora
completar, y la prueba estd terminada.

Definicion 10 [Completo] Un espacio de medida (X, S, ) se llama completo, si siempre que E €
N(u)yF c E,entonces F € S, en cuyo caso también se tiene que F € V' (u). También decimos

que en este caso u es una medida completa.
Teorema 4. Sea u una medida definida sobre el espacio medible (X, S).

a) Si (E,) es una sucesion creciente de elementos §, entonces

" (U E) = lim u(E,)

n=1

Donde liTm u(E,) significa que el limite es el de una sucesion creciente.
nioo

b) Si (E,) es una sucesion decreciente de elementos de S, entonces

u(ﬂ Fn) < lim u(Fy).

n=1

Si ademds u(F,) < o para alguna k € N entonces se tiene la igualdad.

Demostracion.
a) Siu(E,) = oo paraalgunan € N, entonces ambos miembros de la expresion son iguales

0. Asi supondremos que u(E,) < o paratodon € N.

SeaEy =0 yG, = E, — Ex_1(K = 1); entonces (G,,) es una sucesion de elementos ajenos en

S tal que:

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 13
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En=UGkneN,
n=1

Y por tanto

UEn:UGk.

n=1 n=1

Usando la o-aditividad y la sustractividad de u obtenemos:

u(O En> =u< 0 Gn> = iu(Gn) =1{miu(0k)
n=1 k=1

n=1 n=1

lim > (u(Ey) — a(Ee-1)) = lim p(Ey).
k=1

Finalmente, se observa que por la monotonia de y, el limite es una sucesién creciente.

b) SiUp=1Fx € F, paratodon € N, entonces,

U (ﬂ kk> < u(E,) para todo n,

k=1

y como la sucesion es decreciente, entonces:

I (ﬂ Fn> < lim u(Fy).

n=1

Supongamos que u(F,) < oo para algin n € N, sea n, el primero natural con dicha propiedad.

Definimos Ey = F,, — I, entonces (Ej) es una sucesion creciente de elementos de § con

0
Uk=1Ex = Fy, — Np=1 F,. Se sigue del inciso a) y de sustraccion de u que:

n

w(Foy) — (Q Fn) = (U Ek) = lim(Ey) =

k=1
'u(FnO) - }}fg‘o ‘U(Fn0+k) = M(Fno) - }clirg .u(Fn)-

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 14
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Pero u(FE,) es finito porque se puede restar y concluir que:

I (ﬂ Fn> = lim p(F).

n=1

Ejemplo.

Supodngase que la funcién f: R — R es no decreciente y continua; esto es, li¥n fx)=
xla

f(a) paracadaa € R. Consideremos el semianillo

S ={[a,b):a,bER y a < b}

Ahora se define y:§ — [0.00) por ,u([a, b)) = f(b) —f(a) sia< by u(®) = 0. Observamos

gue esta funcién es una medida.

3.1.2. Definicion de medida de Lebesgue. Propiedades

En esta seccidn se presenta una forma de construir medidas con distintas propiedades a partir
de conceptos mas primitivos, se demuestra la unicidad de la medida obtenida y dando como

caso particular la medida de Lebesgue en R.
Definicion 11 [Casi-medida].
Sea X #+ 0; y A S P(X) un algebra. Una casi-medida es una funcién conjuntista u: A4 — R tal

que:

1)u(@) =0

2) u(A) = 0, paratoda A € A.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 15
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3) Si (A,) es una sucesidn de elementos disjuntos de A tal que Uy~ 4,, € A, entonces:

Iz (0 An> = i 1(Ay)
n n=1

=1
Observamos de la definicion que como (@) = 0, entonces u es aditiva y ademas mondtona.

Consideremos ahora (4,,) una sucesion de elementos no necesariamente disjuntos de A tal que

Ur=1 A, € A, se tiene que:

o)

u (O An) <) udy)

=1

Si u(X) < oo entonces decimos que p es finitay siX = Un=; A,con u(4,) < o, entonces la casi-

medida se llama o-finita.
El siguiente concepto es el de media exterior, serd usado para construir una medida.

Definiciéon 12 [Medida exterior].

Una medida exterior es una funcién conjuntista p: P(X) — R tal que:

1) p(®) = 0.

2) p(E) = 0 paratodo E € P(X).

3)p(E) < p(F)siE c F c X. (Monotonia)

4) p(Up=1 Ey) < Xo-q1 p(Ey,) para toda sucesion (E,,) de subconjuntos de X. (o-subaditividad)

Notamos que por la propiedad 1), p también es subaditiva y de forma analoga al caso de las casi-

medidas, si p(X) < oo se llama finitay si X = Uy~ E;,con p(E,) < oo, se denomina o-finita.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 16
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Una manera muy comun dentro del andlisis para obtener funciones que son medidas, es extender

funciones para que éstas tengan un dominio mas grande y cumplan las condiciones para ser
medidas. Asociada a cada casi-medida tenemos una medida exterior, que resulta de extender la
casi-medida, el método que se dard es “aproximar desde afuera” a los subconjuntos de X, por

medio de cubiertas numerables de elementos de A.

Ejemplo. Medida exterior.

Considera R con la topologia dada por la métrica usual, para este ejemplo se considera
cualquier espacio métrico separable, los cuales son segundo numerables, es decir tienen una
base numerable para su topologia. Sea

{U,:n € N} Una base numerable para la topologia de R. Definimos p: P(X) — [0,1] de la

siguiente manera:

p(E) =Zw )

n=1 2"
en donde:

1siENU, # 0,

pn(E) = {0 SENU, = 0. paratodon € N;

Entonces p es una medida exterior y tiene la siguiente propiedad:
p(E) = p(E)

para todo E € X, donde E es la cerradura de E.

La siguiente es la definicion de la medida exterior generada por una casi-medida pu.

Definicion 13 [Medida exterior generada por una casi-medida].

Sea p: A — R una casi-medida. Definimos u*: P(X) — R de la siguiente forma:

u*(F) = inf{z u(A,):E UAn,An €Ame N)}

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 17



Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

paratodo E C X.

Una sucesion (4,,) de elementos de A tal que E c Uy, 4, es llamada una A -cubierta de E,
u* se denomina la medida exterior generada por u a continuacidn se demuestra que esta funcion

estd bien definida y que en efecto es una medida exterior.

Observacion 2. Dada una casi-medida g, la funcién u* definida antes siempre existe pues para
todo E € X ya que X € A, se tiene que el conjunto de A-cubiertas es no vacio, por lo tanto, el
conjunto de sumas a las que obtenemos el infimo también es no vacio y es acotado inferiormente
por cero, ahora por propiedades vistas en cursos anteriores de Calculo, el infimo existe. Notemos
que con las definiciones presentadas para este curso, tanto u(E), como u*(E) pueden tener el

valor oo paraalgun E c X.

Teorema 5. La funcién u*: P(X) — R de la definicién anterior es una medida exterior y ademas

es una extension de u, es decir:

Wla=u

Demostracion. De la definicidn se tiene que como 0 < u(A) para cada A € A, entonces 0 <
Ym—1 1(A,) para cualquier sucesion (4,,) de elementos de A, asi dado E C X tienes que cero es
cota inferior del conjunto {}'o-; u(4,) :E € Up-14,,,A, € A (n € N)}, por lo que

0 < u*(E).

Considera la A-cubierta de @ dada por @, @, ..., entonces u* (@) < 0 ya que u es una casi-medida
y junto a la conclusion anterior tenemos que u*(@) = 0.
Sean E c F c X. Como toda A-cubierta de F es A-cubierta de entonces, de la definicion
tenemos que:

w(E) < w(F).
Observa ahora la g-subaditividad de p*. Sea (E,) una sucesién de subconjuntos de X. Si

,u*(EnO) = oo para algun n,, entonces por la monotonia se tiene:
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00 = p(Ey,) S U <£J1 En)

asi que
w (U En> == ) 1 (Ey)
n=1 n=1

Ahora supdn que u*(E,) < o paratodon € N.

Sea € > 0, para cada n tomamos una A-cubierta numerable (A ) de E,, tal que:

Zu (47) < u (En)+

i=1

Como Up=1 E, € Up=1(Ui2, A,) tenemos que el conjunto {Agn): (i,n) € N X N} es una A-

cubierta de U, = E,, y por lo tanto se verifica que:

(Um)= 3 )= 2 (Sula)) | Yoo )+

- (i,n)ENxXN n=1

Esto pasa para cualquier € arbitraria asi tenemos que u* (Up=1 Ep) < Yome1 ¥ (E,,), lo que prueba

que la funcién u* es o-subaditiva, por lo tanto constituye una medida exterior.
Sea A € A, se tiene que u*(A) < u(A), sean (4;) una A-cubiertade Ay B; = A N A;, entonces

A = Uy, B; y ademas u(B;) < u(4;) para toda i € N por lo que Yi2, u(B;) < X2, u(4;),

entonces por las propiedades de y tenemos que:
k) < ) ua),
i=1

por lo tanto

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 19




Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

u(A) = p*(4),

asi que u* extiende a u.

Por otra parte, u es o-finita si y sélo si u* es o-finita.

La nocidn de medida de Lebesgue es una extensidon natural de los conceptos de longitud, area y
. . . Ly 2 .
volumen. En particular, la medida de Lebesgue alguna figura geométrica en R resulta ser su area

mientras que en R3 es su volumen.

Sea S un semianillo que contiene el conjunto vacioy todos los conjuntos de la forma A =
™ .[a,b), donde —0 < a; < b; < o paracadai € N, se observa que la funcién 1:§ — [0, )

definida por A(@) = 0y A([[%[a;, by)) = [1i=1(b; — a;) es o-aditiva.

Teorema 6. La funcién A: S — [0,00) definida anteriormente es una medida, llamada la medida

de Lebesgue sobre S.
Demostracion.

a prueba es por induccion sobre la dimension de R™. Sea §,, que denota el semianillo § sobre
R™, y sus corresponde funciones por 4,,. Para n = 1resulta de un ejemplo anterior. Ahora
supongase que 4,, es una medida para alguna n. Observamos que 4,,, €s o-aditiva sobre
Sp+1- Para terminar, sea A X [a,b) = U;2,[4; X [a;, b;)],con A€ S, A; €S, paracadai,yla
sucesion {A; X [a;, b;)} son pares disjuntos. Se deduce que Yax[ap) = Xiz1 Xa;x[a;b;)- Ahora

parax = (x4, ..,X,) ER"yt € R, setiene

Xa®) Xian(® = ) 214, ) Ao ©

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 20



Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

Fijemos x = (X, ...,x,) € R", y sea ¢, (t) = Z{-‘zl)(Ai(x) * X[ayby) (£). Entonces cada ¢y, es una
funcién para (R, S;,4;) tal que ¢y (t) T xa(x) * X[qp)(t) para cada t € R, asi que se tiene que
Z{-‘zl(bi,ai))(Ai(x) T(b—a)ys(x) para cada x = (xq,...,x,) € R. Como por hipdtesis de

induccién (R, S, 4,,) es un espacio de medida puede verse que:

k
D (b= a2 (4D 1 (b — )An(A).
i=1

Esto es,

D Ao (4 % [a, b)) = Aaa (4 % [, D).

Por lo tanto es A,,,; es g-aditiva.

Un intervalo de R™ es un conjunto de la forma [[-, I; donde cada I; , es un intervalo de R. Si
cada [;; es ademas un intervalo abierto y acotado de R, entonces [[I- I;; es llamado un intervalo

abierto de R. Ademas se observa que cada intervalo de esta forma es una medida de Lebesgue.

Una férmula util para la medida de Lebesgue exterior es la siguiente:

A(4) = inf{z A*(I;): donde cada I; es un intervalo abierto acotadoy A S U Ii}

i=1 i=1

3.1.3. Conjuntos Lebesgue medibles
En general puedes ver que no todas las medidas exteriores son medidas, esto suele ocurrir

porque el P(X) es un dominio “muy grande”. La manera en que procede es elegir algunos

subconjuntos de X en donde la medida exterior sea aditiva.
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La definicion que se utilizard fue dada por K. Carathéodory en 1918.

Definicion 13 [Lebesgue-medible].
Sea p: P(X) — R una medida exterior. Decimos que E C X es Lebesgue-medible (o0 p-medible)
si:

p(B) =p(BNE)+p(B\E)
Para todo B c X. Es decirsi E y X \ E dividen aditivamente a cualquier subconjunto de X.

Se Denota AP = {E c X:E es Lebesgue — medible} y en el caso de una medida exterior u*
generada por una casi-medida y, denotaremos A* = {E c X: E es u* — medible}.
Observacion 3. Nota que como toda medida exterior es subaditiva, basta pedir:

p(B) =z p(BNE) +p(B\E)
paratodo B c X.

La proposicion siguiente es para identificar algunos de los elementos de A”.

Proposicion 2. Sea p: P(X) — R una medida exterior, entonces:
a) E€EAP & X \E € AP.
b) E € AP,sip(E) =0.

Demostracion.
a) EEAP & p(B) =p(BNE)+p(B\E)=p(B\ X\ E))+p(BnX\E) e (X\E)€
AP.

b) Como p es no-negativa y mondtona se tiene que:

p(BNE)=0yp(B\E) <p(B)paratodoB c X
= p(B)=Zp(BNE)+p(B\E)

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 22



Unidad 3. Conceptos preliminares de Teoria de la Medida

Por la Observacion 2 se tiene que E € AP.

Teorema 6. (De extension de K. Carathéodory — E. Hopf (1918)).
Sea p: P(X) — R una medida exterior, entonces:
a) AP esuna og-algebra.
b) p = plge:AP — R es una medida completa. En caso de que p = u* sea la medida
exterior generada por una casi-medida u: A — R, entonces:

c) S(A)c A*

Demostracion.
a) Por la proposicién 1, se tiene que AP es cerrado bajo complementos y p(@) = 0,

entonces @ € AP; basta demostrar que AP es cerrado bajo uniones numerables.

Sean E, E, € AP, de la definicién de conjuntos Lebesgue-medibles se tiene que para todo B

X el conjunto E, cumple:
p(BNE) =p((BNE)NE,) +p((BNE)\E,) (1)
p(B\ E1) = p((B\ E) NE;) + p((B\ E) \ Ez) (2)
Sumando (1) y (2), como E; € A*:
p(B) =p(BNE) +p(B\E) =p(BNE NE)+p((BNE)\E,)
+p((BNE)\E) +p(B\ (B, UE))

Esto es valido para cualquier B € X'y podemos sustituir B por B N (E; U E3) en la ecuacién (3):

(3)

p(BN (EyVE,)) =p(BNE NE) +p((BNED\E,) +p((BNEY)\E) (4)
Despejando p(B N E; N E,) de (4) y sustituyendo en (3) tenemos que:
p(B) = p(B N (E; UE,)) +p(B\ (E; UE,))

para todo B c X, por lo tanto E; U E, € AP. Se sigue por induccidon que UL, E; € AP.
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Sea (E,) una sucesion de elementos de AP, a partir de ella es posible construir una sucesion

(E,) tal que:

-k, c E,, paratodon € N,

"E,NE,=0sin#my

“Une1 En = Up=1 F, .

Esto es un ejercicio sencillo de teoria de conjuntos asi que se dard por hecho. Si tomamos una
sucesion cualquiera, la unién de los elementos de esta sucesion puede ser sustituida por la unién
de elementos disjuntos de elementos también de A”, asi que basta probar que Un-, E, € A”,
donde (E,,) es una sucesion de elementos ajenos de A”.

Si E;, E, son disjuntos la ecuacidn (4) se convierte:

p(B N (E;UE,)) = p(BNE,)+p(BNE,)paratodo B c X (5)

Nuevamente procediendo por induccién se tiene que para todo n € N se cumple:

p Bn(OEL) Zzn:P(BnEi) (6)
=1 i=1

1=
paratodo B € X con Ej, ... , E,, subconjuntos ajenos en A”.

Sea (E;) una sucesion de conjuntos ajenos, denota:

n oo}
Fn=UEi (nZl)yE=UEU
i=1 i=1

entonces X \ E € X \ F, y como F, € AP se sigue de (6), y de lo obtenido a partir de (3) y (4)

que:

p(B) > (z p(B N E») +p(B\E)

paratodosn € Ny B c X, por lo que:

p(B) = (Z p(B N E») +p(B\E)
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y como p es g-subaditiva entonces p(B n U2, El-)) =p(U2Z,BNE;) <72 p(BNE;), por
lo tanto:

p(B) = p(BNE)+ p(B\E) (7)
paratodo B c X, asi que E € AP, por lo tanto, AP es una og-algebra.

b) Por la definicién de la p: AP — R, ésta es no-negativa y p(@) = 0. Asi que basta probar
que p es g-aditiva.
Para facilitar la nomenclatura decimos que una sucesion de subconjuntos es disjuntasi: E; N E; =

@ cuando i # j.
Sean (E;) una sucesion disjunta de elementos en AP y E = U;2, E; por el inciso (a) E € AP, asi

p(E) = p(E). Si ponemos B = E en (7) tenemos que:

pEY 2 ) p(ED,

y como p es o-subaditiva, p es ag-subaditiva, por lo que:
BE) = ) p(E),
i=1
por lo tanto p es subaditiva. Por lo tanto p es medida.

Sean E € AP con p(E) = 0y F c E dados, entonces p(F) = 0y por Proposicion 1.b) tenemos

que F € AP, eso prueba que p es completa.

c) Sea u:A — R una casi-mediday p = u* la medida exterior generada. Como A* es una

o-algebra basta probar que A € A*.Sean A € Ay B c X, si u*(B) = o, entonces
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w(B)=u (BnA)+ u"(B\ A), estode manera trivial. Ahora supongamos ©*(B) < co.

Para € > 0 dada, hallemos una A-cubierta numerable (4,,) de B tal que:

Z p(4) <u (B) +e.

Como u*| 4 = u, por la monotonia y la o-subaditividad de u* y la aditividad de u obtenemos:

WEAM BN S Y And)+ ) U\A) = ) uA) < i B) +e
i=1 i=1 i=1

Esto ocurre para cualquier € > 0, asique A € A".

Nuevamente para facilitar notacion denotaremos it = p*| 4+.

Hasta ahora se ha dado una forma de construir una medida para una o-algebra a partir de una
medida exterior, 0 mds general, de una casi-medida; podemos preguntarnos las propiedades que
esta medida tiene con respecto a la funcién que tomamos como base para construirla, el
siguiente teorema da una informacién muy importante a este respecto para un tipo especial de
casi-medida, nos dice que la medida i que construimos sobre la g-algebra A" es Unica con las

propiedades que se expusieron, esto se vera con mas claridad en el enunciado siguiente.
Teorema 7. (H. Hahn (1921).

Sean u: A — R una casi-medida o-finita, § € P(X) una o-algebra que contiene a A* y
v:§ — Runa medida tal que: u(4) = v(A4) para todo A € A, entonces ji(E) = v(E) para todo
E €A

Esta unicidad es importante en el momento en que deseamos plantearnos la construccion de
medidas distintas a las que ya tenemos, pues con esas propiedades sélo tenemos una posibilidad

de extender a la casi medida p.
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Teorema 8.

Un subconjunto E de R" es Lebesgue medible si y sélo si para cada € > 0, existe un conjunto

abierto 4, talque E € A,y A(A\ E) <e.

El teorema expresa que aquellos conjuntos que son Lebesgue medibles en R pueden ser
aproximados “desde afuera” por abiertos del espacio, esta condicidon es bastante util para
caracterizar los conjuntos medibles, pues de inicio nos dice que todos los conjuntos abiertos de
R™ son Lebesgue medibles, mas aun el siguiente resultado hace ver que la categoria de los

Lebesgue medibles incluye a todos los conjuntos de Borel.

Teorema 9. Si E es un conjunto de Borel sobre R", entonces E es Lebesgue medible

3.2. Funciones medibles

El concepto de funcion medible es importante porque permite construir un conjunto de
funciones que contiene a otras funciones definidas en cursos anteriores tales como las continuas,
las Riemann-Integrables, y como estas satisfacen ciertas propiedades algebraicas, ademas, las
variables aleatorias definidas en Probabilidad son un ejemplo de funcién de medida, la definicidn
de funcién medible es casi copia de la continua, lo que nos recuerda la manera en que la

matematica se generaliza.

3.2.1. Algunas Aplicaciones
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Ya que existe la posibilidad de que algiin conjunto tenga medida infinita, se trabaja con el sistema
de nimeros reales ampliado al que se denota por R* es decir, se agregaran los simbolos {—oo0, o0}

gue cumpla ciertas propiedades.

Definicién 14. El sistema de los reales extendido estda formado por los nimeros reales y los
simbolos —oo, co tal que las operaciones entre reales son las ya definidas, a < o0, —o0 < q, para
todoreala, a + o0 = o0, paraa realoa = o;a -0 = co(a > 0); a0 = —oo(a < 0); © -0 =

0; ( - co = oo, se dan definiciones similares para —oo y finalmente co — oo, no esta definido.

Una propiedad se satisface casi en todas partes (c.t.p.), si se satisface en todo punto excepto un
conjunto de medida cero, es decir si A es el conjunto en que falla la condicién, entonces u*(A) =
) 0 (donde u* es la medida exterior generada por uy se denota que la propiedad se cumple
c.t.p.

Definicion 15. Un espacio de medida es una terna (X,S,u) formada por un conjunto

X(de reales), un g — anillo S, y una medida u sobre S.

Las propiedades mas usadas serdn las siguientes:

1. f=gctpsig({xeX|f(x)#gx)}) =0.

N

. fzgcetpsig{xeX|f(x) <gx)}) =0.

3. fao gnctp {x €X|f (x) » gu(x)}) = 0.

D

. fal fp.ct.sif, <f,p.ct.paratodanyf, = f p.ct.

Ul

. ol f poc.t. sifyi < fup.ct.paratodany f, = f p.ct

Definicién 16. Sea f:X — R una funcién. Si f~1(0) es medible para todo abierto O de R,

entonces se dice que f es una funcién medible.
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Un primer teorema nos caracteriza a las funciones medibles.

Teorema 9. Para cada funcidon f: X = R, las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. f es medible.

2. f71((a, b)) es medible para cada intervalo abierto acotado (a, b) de R.

3. f71(C) es medible para todo subconjunto cerrado C de R.

4. f~1([a, »)) es medible para todoa € R.

5. f~1((—,a]) es medible para todo a € R.

6. f~1(B) es medible para todo subconjunto de Borel B.
Ejemplos.
Si f es medible entonces {x:f(x) = a} es medible,pues {x:f(x) =a}={x:f(x) = a}n
{x: f(x) < a} para «a real finito, para a = oo, se tiene {x: f(x) = o} = Ny={x: f(x) > n}, de

manera similar para ¢ = —o.

Las funciones constantes son medibles ya que f~1([a,©))=0 0 R que es medible para todo

a real.

La funciéon caracteristica sobre cualquier conjunto A es medible, si y sélo si A es un conjunto
medible ya que {x € R: y,(x) < a} = A, R 00, dependiendo del valor de «a.
Las funciones continuas son medibles, ya que f~1((a, ©)) es abierto para todo a y por tanto

medible.
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Se define la igualdad p.c.t. (para casi todo) lo que nos da una forma de equivalencia entre

funciones medibles.

Teorema 10. Si f es una funcidn medible y g: X — R satisface f = g p.c.t., entonces g es una

funcion medible.

Demostracion.
SiA={x€X:f(x)+ g(x)}, entonces de la hipdtesis u*(A) = 0, y asi A es medible. Ahora, sea
O un subconjunto abierto de R. Ya que f es medible, f ~1(0) es medible, de aqui que A° N
g~ 1(0) = A° n £71(0) es un conjunto medible. Ya que A N g~1(0) tiene medida exterior cero,

es medible. De aqui,
g 0)=[Ang (O)]V[A°n g *(0)]
Es un conjunto medible, asi que g es una funcién medible.
Otras propiedades de las funciones medibles se enuncian en el siguiente teorema.
Teorema 11. Si f y g son funciones medibles, entonces los siguientes conjuntos
a) {xeX:f(x)>gx)}
b) {x € X:f(x) = g(x)}.
o) {xeX:f(x) =g}

Son todos medibles.

Demostracion.

Demostraremos a) y los otros se deducen de éste.

Sea ry, 15, ... un enumeracion de los numeros racionales de R, entonces
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fxeX:f(x)>g)}=Upi[ixeX:f(x) >nin{x e X:g(x) <r,}] es medible ya que es

uniéon numerable de conjuntos medibles.

El siguiente teorema establece que la medibilidad es preservada por operaciones algebraicas

entre funciones.

Teorema 12. Sean f y g funciones medibles, entonces las siguientes proposiciones son validas:
1. f + g esuna funcién medible.
2. fg es una funcién medible.

3. Ifl,f*, v f~ son funciones medibles.

4. fVvgyf A gsonfunciones medibles.

Demostracion.

1) Si ¢ es un ndimero constante, entonces ¢ — g es medible, ya que si a € R, entonces
{xeX:c—gk)=a}={x € X:g(x) <c— a}esunconjunto medible, ahorasia € R,
entonces el conjunto (f + g)"l([a, 00)) ={xeX:ifx)+gx)=al={xeX:f(x) =

a — g(x)} es medible por el teorema anterior, por tanto f + g es medible.

2) Nota que f2 es medible, ya que si a € R, entonces se tiene {x € X: f2(x) < a} =0 si
a<0y{xeX:fi(x) <a}=f"([-VaVa]) si a=0. Por tanto f* es medible,
también cf es una funcién medible para c constante, ya que si A = {x € X:cf(x) = a},
entonces A={x€X:f(x) > %} para >0 y A={x€eX:f(x) < %} para ¢ <0,

combinando 1) y la relacion fg = 1/2[(f + g)z = f2 = 92]-
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3) La medibilidad de |f]| se sigue de las relaciones {x € X:|f(x)| <a}=0sia<0,y
fxeX:|f|<al={xeX:f(x)<aln{xeX:f(x) = —a}sia=0.

Para f*y f~ usa las identidades f* = =(If| + f) y f~ =%(|f| - .

4) Las identidades (f v g)(x) = max{f(x), g()} =5 (f +g +1f —gl) y (F A)@) =

min{f(x),g(x)} = %(f + g — |f — gl) nos dan los resultados junto con (1).

La medibilidad de funciones con la condiciéon c.p.t (casi para todo), se preserva en sucesiones

convergentes como queda establecido en el siguiente teorema.

Teorema 13. Para una sucesion {f,} de funciones medibles, las siguientes proposiciones son
validas:

1) Sif, — f c.p.t.,, entonces f es una funcién medible.

2) Si {fn(x)} es una sucesidn acotada para cada x, entonces lim sup f,, y lim inf f,, son

ambas funciones medibles.

Demostracion.
1) Sea A={x € X:limf,(x) = f(x)} ya que f,, = f c.p.t. se sigue que u*(A°) = 0. Por
tanto A° y A son medibles. Ahora mostraremos que f es medible. Sea a € R y

observemos la igualdad AN f"l((a, 00)) =AN [ﬂ,‘le ﬂfinfi"l((a + %,00))] y la
medibilidad de cada f; muestra que A N f‘l((a, 00)) es un conjunto medible. También
A°n f~1((a, o)) es medible por ser subconjunto de un conjunto de medida cero, asi
f((a,») =[An f1((a )] U[4° N f2((a »))] es un conjunto medible y por

tanto f es una funcién medible.

2) Sea {f,,(x)} sucesion acotada para cada x. Mostraremos que lim sup f;, es una funcién

medible. La medibilidad de liminff, se sigue de la identidad liminff, =
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— lim sup(—f;,). Ahora notemos que lim sup f,=An=1 Vi=n fx, filemos n natural, y sea
hy = fuVfas1 V- Vfpem es medible para cada m, y ya que h,, T Vi, fx = gnlen
todo), se sigue de (1) que g, es una funcién medible. Ya que g, ! lim sup f,(en todo

lado) se sigue de (1) que lim sup f,, es una funcién medible.

El dltimo teorema de este tema relaciona la convergencia uniforme con la convergencia en

medida, este teorema se atribuye al matematico ruso Dimitry Fedorovich Egorov (1864-1931).

Teorema 14 (Egorov). Sea {f,,} una sucesién de funciones medibles tal que f,, = f p.c.t.,,ysea E
un subconjunto medible de X tal que u*(E) < . Entonces para todo & > 0, existe un
subconjunto medible F de E con u*(F) < ¢,y con {f,,} convergiendo uniformementea f en E \

/&

Cierre de la unidad

La medida de Lebesgue es de alguna forma una generalizacién del concepto de conjunto abierto,
ya que todos los conjuntos abiertos son medibles. La generalizacién natural del concepto de
funcién continua es la funcién medible con los conjuntos medibles haciendo el papel de los
abiertos, también toda funcién continua es medible. Una ventaja de las funciones medibles
qgueda manifiesta en el Teorema de Egorov: la cerradura bajo sucesiones de funciones
convergentes es algo que no se da en las funciones continuas, esta convergencia es tan fuerte

gue la convergencia es uniforme.

El contenido de esta unidad es necesario para la siguiente en la que se definird la Integral de
Lebesgue, un paso mas en la generalizacion del concepto de integral, que permitira tener una

mayor cantidad de funciones integrables.
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Para saber mas

El blog de Terence Tao,
uno de los matematicos
mas notables de
nuestra época, entre
otras secciones

presenta: libros,

resimenes de articulos,
apps, etc. sobre

Figura 2. Blog matematico. Matematicas en
general en particular

en Teoria de la Medida.

http://terrytao.wordpress.com/

Interesante articulo
sobre la aplicacidn de la
Teoria de la Medida a
la Ingenieria de

Software.

\

Figura 3. Aplicacidon de la
teoria de la medida.

http://www.cin.ufpe.br/~ssj/on the appli

cation of measurement theory 825427.

pdf
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