MATEMATICAS
SEXTO SEMESTRE

ANALISIS MATEMATICO II

UNIDAD 4. INTEGRAL DE LEBESGUE

Clave
005143631/06143631

Universidad Abierta y a Distancia de México

$ DCEIT

“



@
Unidad 4. Integral de Lebesgue
Indice
Presentacion 2
Competencia especifica 2
Logros 2
4.1. Antecendentes 3
4.1.1. Definicién de la integral de Lebesgue 6
4.1.2. Propiedades 14
4.1.3. Comparacion contra la integral de Riemann 17
4.2. Integral de Lebesgue de una funcidn acotada sobre un conjunto de medida finita 21
4.2.1. Lema de Fatou 22
Cierre de la unidad 30
Para saber mas 31
Fuentes de consulta 32
INDICE DE FIGURAS
T = I B W = o 1P P TSP PPPTPPPP 2
Figura 2. BlOg d€ TEIrENCE TA0....uuuiiieieeieecciiiieeee e e e e ettt e e e e e ee s trr e e e e e e e e e eeeantbereeeeaesesnssseaeeeaaanens 31

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 1


file:///C:/Users/juan.gomeza/Documents/Desarrollos%20matematicas/Expertos%20Ariadna/Marco%20Antonio%20Perez%20de%20la%20Rosa/MAMTII_FINAL/U4/Contenido%20nuclearMAMT2U4_final.docx%23_Toc436737268
file:///C:/Users/juan.gomeza/Documents/Desarrollos%20matematicas/Expertos%20Ariadna/Marco%20Antonio%20Perez%20de%20la%20Rosa/MAMTII_FINAL/U4/Contenido%20nuclearMAMT2U4_final.docx%23_Toc436737270

Unidad 4. Integral de Lebesgue

Presentacion

Para desarrollar la teoria de integrabilidad es indispensable definir la integral de Lebesgue para
funciones medible no negativas, asi como establecer unas de sus propiedades fundamentales.
Ademads de hacer la comparacidn con la integral de Riemann. Observaras que la coleccion de
funciones semicontinuas superiormente es un espacio de funciones y este conjunto sonlas

funciones Lebesgue integrables.

Competencia especifica

Aplicar el concepto de integral de Lebesgue para calcular integrales sobre dominios no

tradicionales mediante la identificacion de sus caracteristicas.

Logros

e Definir laintegral de Lebesgue.

e Comparar la integral de Lebesgue
con los conceptos previos de

medida y de integral de Riemann.

e Establecer propiedades basicas de

la integral de Lebesgue.

Figura 1. Logros.
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Unidad 4. Integral de Lebesgue

4.1. Antecendentes

Para poder explicarte las ideas que motivaron la teoria de integracion serd necesario que
conozcas algunos conceptos, los cuales serdan tomados en gran parte del libro Lebesgue theory

of integration. Its origins and development.

Se puede decir que Lebesgue cred la primera teoria de la integracion. Hay varias definiciones,
teoremas y ejemplos que existian antes de su trabajo, pero carecian de la estructura y
sistematizacidn de una verdadera teoria, por ejemplo, la nocidn de integracién introducida por
Bernhard Riemann en 1854 se deriva de las ideas presentadas por Cauchy (1760-1848); en ésta
Riemann define la condicién de integrabilidad para una funcién f(x) sobre un intervalo de la

siguiente manera:

La funcidn f (x) es integrable en [a, b] siy sélo si las sumas de Cauchy

Su= D f(t) (o= %)
k=1

donde a=xy<x; <+ <x,=Dby t, €[xr_1,Xx], sSe aproximan a un Unico valor limite

cuando el tamafio de la particidn del intervalo se aproxima a 0. Este Unico valor es por definicion

J; f(oydx.

Histéricamente esto representd una gran innovacion, ya que se involucraba el concepto de
funciéon x = f(x) como una asignacion diferente a la idea que se tenia en esos dias. A
continuacioén se definen algunos conceptos que permiten dar un breve panorama histérico de la

integral de Lebesgue.

Sea S un conjunto acotado de numeros reales. Sean Iy, I, .., I, un conjunto finito de intervalos
que cubren S. El contenido externo de S, c.(S), es el infimo de numeros reales de la forma
Yr=1L(Iy), donde I, cubre a S, y L(I;) es la longitud del intervalo I,. Andlogamente, el
contenido interno de S, ¢;(S), se define como el supremo de Y.}_;L(I;), donde [, NI, =@y

Uk=1 I © S. Se dice que un conjunto es Jordan-medible si ¢;(S) = c.(S).
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Estas nociones sugirieron dos nuevas caracterizaciones de la condiciéon de integrabilidad de

Unidad 4. Integral de Lebesgue

Riemann. La primera de ellas adopta una vision geométrica, considerando la integral de una
funcién en términos del area delimitada por su grafica. Dada una funcién f definida y acotada en
el intervalo [a, b], sea E el conjunto de puntos del plano delimitado por la gréfica de f, el eje de
abcisasy lasrectas x = ayx = b. Entonces f es Riemann-integrable siy sélo si el conjunto E

es Jordan-medible, y

f If] = ¢(E), j f = c(EY) - c(E),
b b

donde E* y E~ denotan el semiplano positivo y negativo, la segunda caracterizacién de la
condicion de integrabilidad de Riemann consiste en que las integrales superior e inferior de f sean

iguales, esto es,

1T
b

b

siendo el supremo fbaf yfba f, el supremo y infimo, de

n n
L= z mi(x; —x;_1), y U= Z M;(x; — xi—4),
i=1 i=1

donde a = xy < x; <+ < Xx, =b denotan una particiéon de [a, b], y m; y M; denotan, el

infimo y el supremo de f(x) en [a, b].

Las dos caracterizaciones expuestas anteriormente hacen ver que una generalizacion de los
conceptos de medida y medible permitiria una extensién de los conceptos de integral e
integrabilidad. En otras palabras, supon que M denota la clase de conjuntos medibles que
contiene la clase de conjuntos Jordan-medibles, y que una medida m(E), ha sido definida para

todos los elementos de M de tal manera que m(E) coincide con c(E) cuando E es Jordan-

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 4



Unidad 4. Integral de Lebesgue

medible. Con estas dos caracterizaciones surgen conceptos mas amplios sobre medida, que
representan la generalizacidn de la integral de Riemann; cuando M denota la clase de conjuntos
Lebesgue-medibles, las definiciones resultan ser la de la integral de Lebesgue para funciones
acotadas. Fue a través de estas consideraciones que Lebesgue obtiene su generalizacion para la

integral.

Con el nacimiento de medida atribuido a Emile Borel, el cual estudio las propiedades que una
medida debia tener, se da la definicién de premedida; nombre que mdas adelante asignaria
Lebesgue. Borel, sin embargo, no probd la existencia y unicidad de dicha definicion, pero gracias
a las aportaciones de Lebesgue y al trabajo de Borel, es que queda incluido en la integral de

Lebesgue. A los conjuntos que se referia Borel, Lebesgue los llamé borelianos.

Dos de los problemas mas importantes que motivaron una nueva definicion de integral son las
series trigonométricas y el teorema fundamental del cdlculo. El primero de estos problemas lo
presentd Fourier en 1822: si una funcién F se puede representar como una serie trigonométrica.

Es decir cuando es cierto que:

n=1 n=1

bj > )=y bf e

Fourier asumiod que la respuesta es ‘siempre’. Hacia finales del siglo se demostré que no se podia
integrar término a término ya que f(x) = Y;=1 U, (x) no tiene por qué ser Riemann integrable.

Otro gran problema fue el teorema fundamental del célculo:

[ reax =) - r@.
b

El trabajo de Ulisse Dini y Vito Volterra mostré que existen funciones con derivadas acotadas
pero no integrables. Mds adelante se encontraron nuevas funciones, como las mondtonas

integrables, tales funciones sirvieron como ejemplo para probar que el teorema a tales funciones
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Unidad 4. Integral de Lebesgue

no es aplicable. El trabajo de Lebesgue en el teorema fundamental del cdlculo fue muy
importante en el descubrimiento de que una funcidén continua con variacién acotada posee una

derivada finita salvo quizds en un conjunto de medida cero.

Hoy en dia todavia se siguen generando consecuencias de la teoria de Lebesgue, y enumerar las
consecuencias seria muy dificil, tan solo se puede decir que los dos campos donde ha tenido

mayor repercusion son el célculo y la probabilidad.

4.1.1. Definicion de la integral de Lebesgue

En el capitulo 3.2 se describen conceptos y algunas aplicaciones para las funciones medibles, sin
embargo se retomaron los conceptos y teoremas mas relevantes para este capitulo, ya que son

fundamentales y ademas son de gran importancia para el desarrollo de esta unidad.

Definicion 1. [Espacio medible]. Un espacio medible es una pareja (X,8) en la que X es un

conjunto no vacioy § es una o- algebra de subconjuntos de X.

Definicién 2. [Funcién medible] Sean (X,S) y (Y, S’) dos espacios medibles. Una funcién f: X —
Y se llama funcién medible relativa a las g-algebras S y §' si f~1(S’) c S, esto quiere decir
f~Y(E") €S, paratodo E' €S.SiY =RyS' =By (donde By es el dlgebra de Borel en R),

entonces diremos que f es medible si f~1(Bg) € S.

Proposicion 1. Sean (X,8) y (Y, S") dos espacios mediblesy f: X — Y una funcién. Supongamos

que existe E' ¢ P(Y) talque S(E") =§".
Demostracion. Si f: X — Y es una funciony § € P(A4) una o-algebra, entonces:

(FcY:fY(F) €S}

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 6
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es una g-algebra de subconjuntos de Y. Ahorasea X = {F' c Y : f"1(F") € §} es una o-algebra

Unidad 4. Integral de Lebesgue

que por hipotesis contiene a E'. Asi 8’ = S(E") € X, por lo tanto

fAEYef7@E)cs.

Notacion. Si (X, S, 1 ) es un espacio de medida, entonces se dice que una relacién se mantiene
casi en donde quiera (abreviado c.d.q.), cuando la relacién se mantiene en casi todas partes con
respecto a la medida exterior u* generada por u. Las relaciones que se van a utilizar en esta
seccion se resumen a continuacién. Suponemos que (X, S, i) es un espacio de medida dada y

que f'y g denotan funciones reales definida en X.
a) f=gcdag.sipg{xeX: f(x)#gkx)}=0.
b) f=gcdasipg'{xeX: f(x) <gx)}=0.
) faofedasipg{xeX: f,(x)» f(x)}=0.
d) fuTfcda.sif, <freicdg.paratodany f, = f c.d.q.

e) fn {fecdaq.sifyy < fycdg.paratodany f, = f c.d.q.

Para el especialenelqueY = Ry S’ = By se obtiene:

Corolario 1. Sean (X,S) un espacio medible y f: X — Y una funcién. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

a) f esS-medible.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 7



Unidad 4. Integral de Lebesgue
b) f71((c,)) = {x € X: f(x) > c} pertenece a S para todo ¢ € R.
c) f7H((=,¢)) = {x € X:f(x) < ¢ } pertenece a S para todo ¢ € R.
d) f‘l((—OO, c)) = {x € X: f(x) < x} pertenece a § paratodo c € R.

e) f"l([c, 00)) ={x € X: f(x) = x} pertenece a § para todo c € R.

Demostracion.
a)=b) (c, o) € By.
b) = ¢) f((—oo,c]) = X — f"1((c,»)) pertenece a S, para todo ¢ € R.
o) =d) f1((~,¢)) = ULy f ' ((—o0,c — %]) pertenece a S, para todo ¢ € R.

d)=e) f([c,»)) = X — f~1((—0,¢)) pertenece a S, para todo ¢ € R.

e) = a) Sea E c P(X), entonces existe una g-algebra S(E) c P(X) tal que E' = {[c,»):c €

R}. Entonces S (E') es una o-algebra, y ademds se cumple que S(E") = By.

Teorema 1. Si f es una funcién medible y g: X — R satisface f = g c.d.q., entonces g es una

funcidon medible.

Demostracion.

SiAd={x€X:f(x)=g(x)}, entonces por hipétesis u*(4) = 0 (recuerda que p* es la medida
exterior), por lo que A es medible. Ahora, sea O un subconjunto abierto de R. Como f es una
funcién medible, f ~1(0 ) es medible, y por lo tanto, A° N g~1(0) = A° n f~1(0) es un conjunto

medible. Ademas, dado que A N g~1(0) tiene medida exterior cero, es medible. Por lo tanto,
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g 1 (0)=[Ang (O] U[A° ng(0)]
es un conjunto medible, por lo tanto g es una funcién medible.
Se continuara con mas propiedades de las funciones medibles.

Teorema 2. Si f y g son funciones medibles, entonces los tres conjuntos
a) {xeX:f(x)>gx)},
b) {x € X:f(x) 2 g(x)}y
o {xeX:f(x) =g}

son todos medibles.

Demostracion.

a) Siry, 1y, ... €s una enumeracion de los nUmeros racionales de R, entonces

oo

xeX:f(x) >g()}= U[{x €eX:f)>nin{xeX:gl) =)}

n=1

gue es medible, ya que es una unidon numerable de conjuntos medibles.
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b) Se notaque {x € X: f(x) = g(x)} ={x € X: g(x) > f(x)}*, el cual es un conjunto medible

por el inciso anterior (a).

c) Se observa que

reX:f)=g0)}={xeX:f(x) Z2g)}n{xeX:glx) = f(x)},

los cuales son medibles por el inciso anterior (b).

Definicion 3. [Parte positiva y parte negativa]. Sea una funcién f:X — R, se definen los

conjuntos

fT=max{f(x),0}, f~=max{—f(x),0} y |f|l=max{f(x),—f(x)}

La funcion f* es llamado la parte positiva, a f~ se le llama la parte negativa, y a |f]| el valor

absoluto de f.

El siguiente teorema recordard algunas propiedades de funciones medibles, estudiadas
anteriormente, con el fin de observar que la combinacidn de funciones medibles produce

funciones medibles.

Teorema 3. Para dos funciones medibles f y g las siguientes afirmaciones son vdélidas:

a) f + g esuna funcién medible.
b) fg es una funcién medible.

c) |Ifl, f*yf ! sonfunciones medibles.

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 10
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Recordar que dada {x,} una sucesion acotada de R, el limite superior de {x,,} se define como:

lim sup x,, = inf [sup xk],
0 Lgzn

y el limite inferior de {x,} por:

lim 1%1fxn = Sﬂp [irzlrfl xk].

Por lo tanto,lim sup f,, (x) y lim inf f,(x) ambos existen en R. Por consiguiente, limsup f, y

lim inf f;, , de la sucesién de funciones {f;,} esta definido para cada x € X como:

(lim sup f£,)(x) = limsup f,,(x) y (liminf £, ) (x) = liminf f;, (x).

Teorema 4. Para una sucesion {f,,} de funciones medibles, la siguiente afirmacion es vélida:

e Sif, = f, entonces f es una funcién medible.

Demostracion.

Sead ={x € X :limf,(x) = f(x)}. Dado que f,, = f c.d.q., se sigue que u*(A°) = 0. Entonces
A€ es medible y por lo tanto, también lo es el conjunto A. Ahorasea a € R. Se observa la siguiente

igualdad:

Anf(a©)=4n

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 11
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y como cada f; es medible se tiene que A N f~1((a, ©)) es un conjunto medible. Ademas, A° N

Unidad 4. Integral de Lebesgue

f((a, 00)) es un conjunto medible ya que es un subconjunto de un conjunto de medida cero. Por

lo tanto,

fH (@) =[An f((a )] U4 N f((a )]

es un conjunto medible. Esto se sigue directamente del teorema 1, por lo tanto f es una funcién

medible.

Definicidn 4. [Conjuntos de S-medibles]. Sea (X, S, 1) es un espacio de medida fijo. Denotamos

por:

M(X,8)yM*(X,S)

al conjunto de funciones reales f: X — R que son S-medibles y al subconjunto de éste consiste
de las funciones no-negativas, respectivamente. De manera analoga definimos:

M(X,8) y Mt (X,S),

para funciones extendidas que son S-medibles.

Definicion 5. [S-simple] Sea un espacio medible. Una funcién s: X — R se llama S-simple si s

toma solamente un numero finito de valores y es S-medible.

A continuacién se describe a estas funciones. Sea s: X — R una funcién S-simple y a4, ..., a,
todos los valores (diferentes) tomados por s; si
E;=s'({a;}) = {x € X:5(x) = o},

entonces

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 12



Unidad 4. Integral de Lebesgue

El-ES, (i=1,...,n), ElﬂE]=(Z) (l?‘:]),

n

X=LJE1 y s=2ai)(5i. 3.1
n=1

i=1

Inversamente, si s es una combinacion lineal de funciones caracteristicas de conjuntos ajenos en
§, entonces es S-medible. Concretamente si s = )|, BxF, entonces para todo ¢ € R:
i

2, si pB; <c paratodo
i=1,..,n

{xeX:s(x)>c}=
U{Fi: B; > c}, encaso contrario,

por lo tanto es §- medible. Asi, s es S-simple si y sélo si es una combinacién lineal de funciones
caracteristicas de conjuntos ajenos en S. A la descripcidn de s como en 3.1 con los «; diferentes

y con los E; ajenos, la llamaremos candnica.

Definicidn 6. [Integral de funciones simples no negativas]. Sea s: X — R una funcién simple y

no negativa. Sea s = 27=i @; Xg; Su descripcion candnica. Definimos la integral de s con respecto

a la medida y, denotada por [ s du como el nimero real, dado por:

n

|5 du= au.

j=1

La definicién anterior tiene la desventaja de requerir la descripcidon candnica de s, sin embargo

serd posible eliminar esta restriccién en cuanto se establezcan las siguientes propiedades.

Definicion 7. [Funcién escalonada]. Una funcién ¢ es llamada funcién escalonada si ¢ tiene una
representacién de la forma ¢ = Z}’Ll b; xp;, donde cada B; es un conjunto que tiene medida
finita, esto quiere decir que ,u(/jj) < oo.

Definicién 8.[Funcién superior]. Una funcién f: X — R es llamada funcién superior si existe una

sucesion {¢,,} de funciones escalonadas tal que:

a) ¢, Tf cda.y,

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 13
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b) lim [ ¢, du < oo.
La coleccidn de todas las funciones superiores se denota por U.

Definicion 9.[Integral de Lebesgue ] Sea f una funcién funcién semicontinua superiormente tal
que ¢, — f es convergente. Entonces la integral de Lebesgue (o simplemente integral) de f se

define por

| £ du=im [ g du

Una vez mas, se hace hincapié en el hecho de que el valor de la integral de Lebesgue de funcion

superior es independiente de la sucesion de funciones escalonadas.

4.1.2. Propiedades

Proposicién 2. Sean s,t € M*(X,8) y ¢ = 0 dodos, entonces:
a) [c-sdu=c/[sdpu.
b) [(s+t)du=[sdu+ [tdu.

Demostracion.
1) Sic =0, entoncescs = Oy,, asique [c-sdu=0, u(X) =0=cf sdu.

Sic>0y 2?:1 i XE; €S la descripcion candnica de s, entonces

n

j=1

es la descripcién candnica de ¢ - s, asi que:

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 14
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C n
fc .S du=Zc-aj,u(Ej) =cZajy(Ej) =cfs du.
j=1

=1

2) Se escribe a syt en suforma candnica:

n

n
s=) e, v t=) B,
j=1

j=1

luego entonces s + t admite la siguiente representacion:

n m

Z Z (aj + ,Bk))(E}-an’

j=1k=1

la cual podria ser no ser la candnica. Sean ¢4, ..., Cp los distintos nimeros reales del conjunto

{aj +Br:j=1,...mk=1,.. m}
Gl:U{Ejan:a1+ﬁk:Cl}, l:1,"‘,p

Se observa que u(G,) = Yy u(E; N Fy), en donde la notacién Y,  significa que la suma se
extiende sobre las parejas (j, k) tales que @; + 8, = ¢;. En estos términos, la descripcién

candnica de s + t esta dada por:
P

ZCIXGV

=1

por lo que

[e+odu= Zcm(Gl) = chluw N Fe)

1O

L Z Z(aj + B )u(E; N F) = i i(“j + B )u(E; N Fy)

=1 () j=1k=1

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 15



"‘

Unidad 4. Integral de Lebesgue

J

Zn: aju(Ej) + i Bru(Fy) = j Sdu+ j t du.
j=1 k=1

=Za,-iu@nm+iﬁj
k=1

n
u(E; N Fy)
=1 k=1 =1

Por induccidn, es posible generalizar a proposicién 2 b) para cualquier numero finito.

Teorema 5. Si f y g son funciones superiores tales que f > g c.d.q., entonces [ f du = [ g dpu.

En particular si f € Uy satisface f = 0 c.d.q., entonces | f du = 0.

Demostracion.

Sea {¢,}y {1} sucesiones para f y g, respectivamente, entonces min{¢,,, ¥} T g c.d.q., y asi,
min{¢,, Y, } es una sucesidn que genera a g. Entonces se tiene [ ¢, du > [ %(qbn + Y, —

|, — ¥, |)du para cada n. Por lo tanto,

[rau=tm [guauz tim [ 360+ 100 - = [ g an

con lo que se obtiene la desigualdad.

Teorema 6. Sea f: X = R una funcién. Si existe una sucesién {f,;} de funciones superiores tal

que f, < fas1, fo— f cd.g. y el lim [ f, du < oo, entonces f es una funcién superior y
[ fdu=1lim]f, dp.

Demostracion.

Para cada i se elige una sucesion {¢b\} de funciones superiores, tal que ¢} T,, f; c.d.q. Ahora para

cada n sea, 1,, = max {¢p}, ..., I}, y hay que notar cada 1, es una funcién escalonada tal que

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 16
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Y, T f c.d.q. Ademas, observar que ¥, < f, para cada n, y en consecuencia, lim [ ¢, du <

lim [ f, du < . Ahora, dada cualquier i se tiene ¢} <1, para toda n =i, se sigue que

[ fidu = lim [ ¢%du < lim [, du para todo i.
n—oo n—oo

limjfnduz limjv,bnduzjfdu.
n—->oo n—->oo

4.1.3. Comparacion contra la integral de Riemann

Se revisa la relacidn que existe entre la integral de Lebesgue y la integral de Riemann,

limitandonos al caso mas sencillo de la medida lineal de Lebesgue en la recta.

Teorema. Si existe la integral de Riemann

b
I = (R)ff(x)dx,
a
entonces f es integrable segun Lebesgue y

J f(x)du = 1.
[a,b]

Demostracion. Para cada n € N se considera P, la particion del segmento [a, b] en 2" intervalos

mediante los puntos:

k
xk=a+2—n(b—a)

Para el calculo de la integral de Riemann se toman:
My = Inf {f (x):x € [xp_1, %]}

My = sup {f (x): x € [xp_1, xx]}

La sumas inferior y superior de f para esta particion del intervalo [a,b] estan dadas

respectivamente por:

UnADM | DCEIT | MT | MAMT2 17
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b_
L(Pn'f) = znaz Muk

277.
b—a
Uk, f) = omn z My,
k=1
Como f es Riemann integrable, se cumple que:
[ = lim U(B,, f) =limL(P,, f).
n—-oo n-—
Se eligen

an(x) = My, X € [Xp—1,Xk]

fo(X) = Mpp, X € [Xpe—1, %]

En el punto x = b las funciones E y fn pueden ser definidas arbitrariamente. Se deja como

practica el ejercicio de probar que las integrales de Riemann son:

| Feodu=u.p),

[a,b]

| A=)
[a,b]

Como la sucesion {fn} es no creciente y la sucesion {fn} no decreciente, se tiene que en casi

todos los puntos

@) = f@ = f), fuld) = f() < fx)

Esto ocurre por las propiedades de las sucesiones.

Por las propiedades de la integral de Lebesgue tenemos que:

f f(x)dy = lim f f,()dp = lim U(P, f) =1 = lim L(P, f) = lim f f,(0)du
n—oo n—oo n—oo n—-oo —_
[a,b] [a,b] [a,b]

= | reoau

[a,b]
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De manera que:

f [F G0 — f@o)| du = j [7G) - f@)]du =0

[a,b] [a,b]

y por consiguiente en casi todos los puntos de [a, b] se cumple que:
f) - f@) =0
es decir,

fo) =fx) =f(x)

y por lo tanto

J f(x)du = 1.
]

[a,p

Las siguientes observaciones se daran para mostrar algunas diferencias respecto a estos dos tipos

de integrales.

Existen funciones acotas que son integrables segin Lebesgue, pero no integrables segun

Riemann, como se vera en el siguiente ejemplo.
Ejemplo.

La funcién de Dirichlet dada por:

(1, x€EQ
33(")_{0, X ER\Q

Es Lebesgue integrable, pero no integrable segin Riemann.

Las funciones no acotadas no son integrables segin Riemann, pero muchas de ellas son
integrables segln Lebesgue. En particular cualquier funcion f(x) = 0 para la cual la integral de

Riemann
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b
f f(x)dx

ate

existe para cada € > 0 y tiene un limite finito I cuando € — 0, es integrable en [a, b] segln

Lebesgue y

[ reau=m [ e

[a,b]

Se puede ver las integrales impropias

b
b
ff(x)dx = limf f(x)dx,
J €20 Jgte
en el caso en que

b
lim [ 1£Goldx = e,
€20 Jgte

no existen en el sentido de Lebesgue, ya que la integrabilidad de f(x) implica la integrabilidad

de |f(x)|. Por ejemplo, la integral

1
1 1
j—sen—dx
X x
0

existe como integral impropia de Riemann (convencionalmente convergente), pero no existe

como integral de Lebesgue.

Si una funcidn se considera en toda la recta (o en una semirrecta), su integral de Riemann puede
existir solamente en el sentido impropio. Si esta integral converge absolutamente, también
existird en este caso la correspondiente integral de Lebesgue teniendo el mismo valor. En cambio,
si esta integral converge convencionalmente, la funcidn no sera integrable en el sentido de

Lebesgue. Por ejemplo, la funciéon
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senx

no es integrable segun Lebesgue en toda la recta ya que

® sen x
| |dx=00.
— o X

Sin embargo, como se sabe, la integral impropia

® 1sen x
| | dx
—» X

existe y es igual a 7.

4.2. Integral de Lebesgue de una funcion acotada sobre un conjunto
de medida finita

El teorema de convergencia mondtona tiene la desventaja de ser aplicable sélo bajo condiciones
muy restrictivas, sin embargo un color ario de éste, conocido como el Lema de P. Fatou (1878-
1929), puede ser usado con sucesiones de funciones no necesariamente convergentes. Es
interesante hacer notar que este resultado fue probado por Fatou en el contexto de series

trigonométricas.
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4.2.1. Lema de Fatou

Definicion 1. [Lebesgue integrable]. Una funcién f: X — R es llamada Lebesgue integrable (o
simplemente integrable) si existen dos funciones superiores u y v tales que f =u —v. La

integral de Lebesgue se define por

ffd,uzfudu— fvdu.

Cabe seiialar que el valor de la integral es independiente de la representacion como una
diferencia de dos funciones superiores. De hecho, si f=u—v =u; —v; c.d.qg. tal que las
funciones u,v,u; y v, son funciones superiores, entonces u +v; = v+ u,; c.d.q. y por las

propiedades de la integral se tiene [u du— [v du = [u;du— [ v, dp.
Teorema 1. La coleccion de todas las funciones Lebesgue integrable es un espacio de funciones.

Demostracion.
Sea f y g dos funciones integrables con representacién f =u —v c.d.q.y g = u; — v, c.d.q.

Entonces se cumplen las siguientes igualdades

f+g=@+u)— W+,
af =au—avsia =0,
af = [(—o)v] - [(—)u]sia <0, 'y
ff=w-v)*t.

expresar las funciones anteriores como las diferencias de dos funciones superiores. Esto

demuestra que la coleccidn de todas las funciones integrables es un espacio de funciones.
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Teorema 2.Si f y g son dos funciones integrables, entonces

[@r+pgydu=a|raun+s|gan

paratoda a,f € R.

Teorema 3. Sea f: X — R una funcién de medida que satisface f(x) = 0 c.d.q. para toda x.
Entonces existe una sucesion {¢,,} de funciones simples tal que 0 < ¢, (x) y ¢,,(x) = f(x) para

toda x € X.

Demostracion.
Para cadan sea A, ={x €X:27"-(i—1) < f(x) <2™™-i} paracada i=12,..,n2" y
obsérvese que A nA{; =@ si i #j. Dado que fes medible, todas las A% son conjuntos

medibles.

Ahora, para cada n definase ¢,, = Z?;Zln 27" (i — DXA%’ y nota que {¢, } es una sucesion de

funciones simples. Ademas, se verifica que 0 < ¢, (x) < ¢11 < f (x) se cumple para todo x
y toda n. Mas aun, si x es fijo, entonces 0 < f(x) — ¢, (x) < 27" laigualdad vale para aquellas
n sufientemente grandes. Por lo tanto, ¢,(x) T f(x) se cumple para todo x, y prueba del

teorema ésta terminado.

Da por finalizado el teorema.
Teorema 4. Si una funcidn integrable f satisface f > 0 c.d.q., entonces f es una funcién superior.

Demostracion.
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Sean u y v funciones superiores tales que f = u — v c.d.q. Asi como u y v son limites de una
sucesion de funciones escalonadas c.d.q., existe una sucesion {1, } de funciones escalonadas tal

que Y, — f c.d.q. Dado que f = 0 c.d.q., se sigue que Y,f - f c.d.q.

Por el teorema 3, existe una sucesion {s, } de funciones simples que satisfacen que 0 < s, T f
c.d.q. Ahora, para cada n sea ¢,, = min{s,,, max{y;:i = 1..n}}, entonces {¢,,} es una sucesién
de funciones escalonadas tales que 0 < ¢, T f c.d.q. Basta mostrar que {J ¢,,du} es acotado.
En efecto, de ¢, + v < f + v < u c.d.q. y de la monotonia y la linealidad de la integral se sigue
que [¢pdu+ [vdu< [udy, y ademéds [¢p,du< [udu— [vdu< oo para toda n. La

prueba del teorema esta completa.

Si f es una funcion integrable, entonces por el teorema pasado f* y f~ son ambas funciones
superiores, y también f = f* 4+ f~ es una descomposicién de f como una diferencia de dos

funciones superiores positivas. En particular,
[ rau=| rrau- | rau

Usualmente esta formula es usada por algunos autores para definir la integral de Lebesgue.

Teorema 5. Sea f una funcién medible. Si existen dos funciones integrables h y g tal que h <

f < g c.d.q., entonces f es también una funcién integrable.

Demostracion.
Se escribe la desigualdad enlaforma 0 < f — h < g — hc.d.q., se puede suponer sin pérdida de

generalidad que 0 < f < g casi donde quiera.

Por el teorema 4, g es una funcidon superior. Entonces existe una sucesion {¢,} de funciones

escalonadas tal que 0 < ¢,, T g c.d.q. Por el teorema 3 existe una sucesion {1, } de funciones
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simples tales que 0 < ¥, T f c.d.q. Pero entonces {min{¢,,, ¥, }} es una sucesion de funciones

escalonadas tal que min{¢,,¥,} 1 f c.d.q. y [ min{¢,, ¥, }du <lim [ ¢,du= [ gdu < oo

para toda k. Asi f € U, por lo tanto f es una funcidn integrable.

Teorema 6. [Levi] Supdn que una sucesion de funciones integrables satisface f,, < f,41 c.d.q.

para cadany lim [ f,, du < . Entonces existe una funcién f tal que f, T f c.d.q. (i por lo tanto

[ fudu T [ fdu es valido).
Demostracion.

Sustituyendo {f;,} por {f,, — f1} si es necesario. Se asume sin pérdida de generalidad que f;, = 0
c.d.qg para cada n. Ademds, se asume que 0 < f,(x) < f,41 para toda x € X. Sea [ =
lim [ f, du < . Para cada x €X sea g(x) =limf,(x) ERU{—o0,0}, se considera el

conjunto

E={x€eX:g(x)= o}

Entonces, E =Nj2; [Up=y {x € X : f,(x) > i}], y entonces E es un conjunto medible. Asi, se
observa que u*(E) = 0. Nota que cada funcidn f,, es una funcion superior. Asi, paracadai existe

una sucesion {¢.} de funciones escalonadas tal que 0 < ¢ 1, f; c.d.q.

Para cada n sea ¥, = sup ¢}, y nétese que {1} es una sucesién de funciones escalonadas tal
i>1

que Y, T g c.d.q. y el lim [ 1, du = lim [ f,du = L. En particular, para cada k la sucesién de
funciones escalonadas {min{y,, kyz}} satisface min{y,, kxg} T kxg c.d.q esto se sigue que

p*(E) < ooyku*(E) < [¢,du =1 < oo para cada k. Entonces u*(E) = 0.

Partiendo de la definicion f: X — R por f(x) = g(x) six # E'y f(x) si x € E. Entonces f, T

fc.d.q.y el resultado se sigue de teorema 6 de la seccidn de propiedades.
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Teorema 7. Sea {f,,} una secuencia de funciones integrables no negativas tal que ¥=_, [ f,, du <

oo. Entonces );,_; f, define una funcién integrable y

j(an)du=fondu-

Demostracion.

Para cada n sea g, = 2./~ fi, Y nétese que g, es una funcidn tal que g,, T X:i2; f; c.d.q. Ahora,

por el Teorema de Levi, )., f,, define una funcion integrable, y

fond#=r{ij§0fgndu=f<;fn>du,

con lo que termina la prueba.

Teorema 8. [Lema de Fatou] Sea {f,,} una sucesion de funciones integrables tal que f,, = 0 c.d.q.

para cada ny liminf [ f,du < oo. Entonces lim inf £, define una funcién integrable, y

Jlim inf f,, du < lim infj fadu.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que f,, = 0 para toda x € X yy toda n. Dada una
n, definase g,, = inf{f;(x):i > n} para cada x € X. Entonces cada g,, es una funcién medible, y
0 < g, < f,, para toda n. Entonces por el teorema 5 existe una funcién integrable g tal que g,, T
g c.d.g. Se deduce que g = liminff,, c.d.q., entonces el limite liminf f,, define una funcién

integrable. Mas aun

Jliminffndy = jg du = lim fgnduSlimianfndy,
n—-o0o

y la prueba termina.
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Ahora estds en condiciones de afirmar y probar la convergencia dominada de Lebesgue uno de

los teoremas mas importantes de la teoria de la integracion.

Teorema 9. [Convergencia dominada de Lebesgue] Sea {f,} sea una sucesién de funciones
integrables que satisfacen |f,,| < g c.d.q. para toda n y alguna funcion fija e integrable g. Si f;, =

f c.d.q. entonces f define una funcién integrable y

lim | f,du =flimfn du=ffd/,t.
n—-oo

n—->oo

Demostracion. Nota que |f| < g c.d.q. y la integrabilidad de f se sigue del teorema 5. Observa

que la sucesion {g — f,} satisface las hipdtesis del Lema de Fatou y por otra parte,

liminf(g — f,) =g — f c.d.q. Asi,
[gau- [ rau=[(g-pan= [ timintcg -

< lim inf f (g — f)dit = f gdu — limsup f £, du,

y por lo tanto,

limsupjfnsjfd,u.

Del mismo modo, el Lema de Fatou aplica a la sucesion {g — f,,} produce
[ gau+ [ rau= g+ ndu=[timintcg - f)du

< lim inff(g — fdu = fgdu + lim infffn du,

y asi

deu < liminf]fn du.

Entonces el limite existeen R, y el lim [ f, du = [ f du es vélido.
El siguiente teorema caracteriza las funciones Lebesgue integrables en términos de alguna
propiedad dada. Se emplea generalmente para demostrar que todas las funciones Lebesgue

integrables poseen una propiedad determinada.
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Teorema 10. Sea (X, S, 1) un espacio de medida y sea (P) una propiedad que puede o no tener
una funcion integrable. Asimase que:
a) Sify g son funciones integrables con la propiedad (P), entonces f + g y af para toda
a € Rtienen la propiedad (P).
b) Si f es una funcion integrable de manera que para cada € > 0 existe una funcion
integrable g con la propiedad (P) satisface [ |f — g|du <€, entonces f tiene la
propiedad (P).

c) Paracada A € S tal que u(A) < oo, la funcion caracteristica X'A tiene la propiedad (P).
Entonces, cada funcién integrable tiene la propiedad (P).

Demostracion.
Supdn primero que A es una o-algebra tal que u*(A) < 0. Asi, existe una sucesion de conjuntos
disjuntos {4, } de S tal que A = Uy~ 4,. Hacer B, = Uy~ Ay para cada ny nétese que B,, T A.
De xg, = 21?:1)(,4,( y de los incisos (c) y (a), puedes ver que yp tiene la propiedad (P) para
cada n. Dada [ |y, — Xg, |dp = u (A) — u(B,) — 0, se deduce a partir de (b) que x, tiene a
la propiedad (P).

Después, supodn que A es un conjunto medible de medida finita y sea € > 0. Entonces Existe una
o-algebra B de medida finita tal que A € By u*(B) < u*(A) + €. Esto implica [ |y, — xgldu =
u*(B) — u*(A) < €. De lo anterior y de (b), se infiere que y, satisface la propiedad (P).

Ahora, de (a) observa que cada funcion escalonada satisface la propiedad (P). Pero entonces,
se sigue de (b) que toda funcidn superior satisface la propiedad (P). Dado que cada funcién
integrable es la diferencia de dos funciones superiores, usando (a), se infiere que en efecto cada

funcidn integrable satisface la propiedad (P).
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Teorema 11. Cada funcién integrable f es integrable sobre cada subconjunto medible de X.

Unidad 4. Integral de Lebesgue

Ademas,

fEfdu+ chdu=fxfd#

para cada subconjunto medible E de X.

El resto de esta seccidn trata de una observacidn relativa a las integrales de Lebesgue infinitas. Si
¢ = Xi=1 a;x,, es larepresentacién estandar de una funcién ¢ positiva simple, entonces la suma
Yieqga;u’(A;) tiene sentido como un nimero real extendido no-negativo. Si Y.i-; a;u*(4;) = o,
entonces se acostumbra escribir f¢ du = oo y se dice que la integral de Lebesgue de ¢ es

infinita.

Supdn ahora que f:X — R} es una funcién donde existe una sucesion {¢,} de funciones
positivas simples tal que ¢, T f c.d.q. Entonces lim [ ¢, du existe como un nimero real
extendido, y puedes ver que lim [ ¢,, du es independiente de la sucesién {¢,} elegida. En caso
de que lim [ ¢,, du = oo, escribimos [ f du = o y se dice que la integral de Lebesgue de f es
infinita, pero no puede decirse que es una funcidon integrable. En este sentido cada funcidn
positiva medible f tiene una integral de Lebesgue (finita o infinita) simplemente porque, por el

teorema 3, existe una sucesion {¢, } de funciones positivas simples tal que ¢,, T f c.d.q.

Ademas, si f: X —» R* define una funcién medible, entonces se puede escribir f = f* — f~ y por
lo anterior, ambas integrales [ f* duy [ f~ du existe como nimeros reales extendidos (no-

negativos). Si una de estas integrales es un numero real, entonces la integral de f se define como

[ rau=reau-[ s

el numero real extendido.
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De esta manera, es posible asignar una “integral” a una clase mucho mas grande de funciones

Unidad 4. Integral de Lebesgue

medibles de valores reales extendidos.
Una ventaja de la extensién por arriba de la integral es que una serie de teoremas puedes
expresarla sin asumir la integrabilidad de Lebesgue en las funciones. Por ejemplo, el lema de

Fatou puede ser escrito como sigue:

e Si{f,} es una sucesion de funciones medibles tales que f,, = 0 c.d.q. para cada n, entonces:

flim inff, du <lim infffn du

donde, por lo anterior, uno o ambos lados de la desigualdad puede ser infinito.

Cierre de la unidad
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La integral de Lebesgue es de alguna forma la generalizacion natural del concepto de integral de

Unidad 4. Integral de Lebesgue

funciones medibles en los conjuntos medibles. Una importancia fundamental es la que se
manifiesta en Lema de Fatou: que argumenta la monotonia de la integral bajo sucesiones de
funciones medibles. El contenido de esta unidad es fundamental para el desarrollo de la Teoria
de Integracién que es una de las ramas mas importantes de la matematica con una aplicacion
directa en la estadistica y probabilidad. El dominio de esta unidad didactica permitira al
estudiante la resolucién de problemas planteados en ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales con un entendimiento profundo de las propiedades y teoremas involucrados en la

obtencidn de tales resultados.

Para saber mas

El blog de Terence Tao, http://terrytao.wordpress.com

uno de los matematicos /
mas notables de nuestra
época, entre otras
secciones presenta: libros,
resimenes de articulos,

apps, etc. sobre

Matematicas en general

Figura 2. Blog de Terence Tao.

en particular en Teoria de

la Medida.
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