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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

Unidad 1. Procesos y series de tiempo

Presentacion de la Unidad

En esta unidad se revisaran las definiciones de proceso estocastico de de segundo orden,
procesos estacionarios y procesos estacionarios de segundo orden. Se vera que esta ultima clase
de procesos tienen la caracteristica de tener valor esperado y sucesién de autocovarianza que

no cambian con el indice de tiempo.

Teniendo en mente esta caracteristica de los momentos de primer y segundo orden para un
proceso estacionario de segundo orden, se revisaran los procesos de ruido blanco,
autorregresivo y de promedios mdviles, estudiando las condiciones bajo las cuales estos
procesos son estacionarios de segundo orden. Este andlisis permitira identificar las propiedades
estadisticas de los modelos lineales de series de tiempo, conocidos en literatura como procesos

ARMA(p, q).

Competencia especifica

Identificar las propiedades estadisticas de los modelos de series de tiempo estacionarias para
caracterizar los modelos pertenecientes a la clase ARMA (p,q), mediante la definicién de las

estructuras: autorregresiva, de promedios méviles y de ruido blanco.

Logros

o Identificar las nociones de proceso estocdstico estacionario y estacionario de segundo
orden.

e Identificar las relaciones entre los diferentes tipos de estacionariedad.

e Determinar las condiciones sobre los parametros de cada proceso, que hacen que éste

sea estacionario de segundo orden.
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

1.1. Procesos de segundo orden y series de tiempo

La medicién de una cantidad de interés a lo largo de varios instantes en el tiempo es un proceso
gue emerge en forma natural en diferentes dmbitos de estudio. En economia, si te interesa la
evolucion de algun indice, se consideran mediciones de este registradas, por ejemplo, cada mes
durante varios afos. Para este ejemplo pueden tenerse en mente varios objetivos como saber si
hay un patrén que se repite en intervalos de tiempo con la misma longitud (existencia de ciclos).
También puede ser de interés predecir el valor del indice una unidad de tiempo después de Ia
ultima observacion. Otro ejemplo se da en estudios ecolégicos, donde se tienen mediciones
anuales de la temperatura global del planeta tierra y la pregunta a contestar es si existe una

tendencia de estas observaciones a tener mayor magnitud a lo largo de diferentes tiempos.

La metodologia estadistica para trabajar con observaciones de algun fendmeno, hechas en

varios tiempos, se conoce como series de tiempo.

Desde un punto de vista tedrico, el modelo matematico para pensar en una serie de
observaciones indexadas en el tiempo es un proceso estocastico. A continuacion estudiards

brevemente este tema.

En esta unidad, T denota al conjunto indice de tiempo, conjunto que se toma como un modelo
de la coleccidon de tiempos en los que se observan mediciones con respecto a un fendmeno de
intéres. Para tus objetivos, el conjunto T puede estar dado por los nimeros enteros T =

{...,—1,0,1, ...} o bien, por el conjunto de los nimeros naturales T = {0,1,2, ... }.

Un proceso estocdstico es una coleccién de variables aleatorias indexadas en el conjunto T

{Xg:t €T

Paracadat € T, la variable aleatoriaX; esta definida en el espacio de probabilidad (2, F ,IP ).
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

Una serie de tiempo es una realizacién del proceso {X;:t € T}, es decir, paraw € 2
Xe, = Xe, (W), Xe, = xp,(W), ..

y las observaciones {x;:t € T} son la serie de tiempo.
Recuerda que la informacién necesaria para describir el comportamiento de una variable
aleatoria X;, esta dada en su funcién de distribucion de probabilidades

F(@)=1=P (X, < a).

1.1.1. Procesos de segundo orden

Los procesos estocasticos con los cuales vas a trabajar tienen caractersticas basadas en sus
momentos de primer y segundo orden. Por esta razén, resultara importante revisar algunas

nociones referentes variables aleatorias con segundo momento finito.

Ahora, supdngase que para cada variable aleatoria indexada en T, existen su valor medio E (X;)

y su varianza VAR (X;). Usando notacion de integral de Stieltjes

E(X,) = f xdF(x) = pe y (1)
VAR (6) = [ (v p)dR.() = of 2)

Para ti seran de interés los procesos estocasticos para los cuales la media y la varianza, definidas
por estas expresiones, existen. Recuerda que una condicion equivalente a la existencia de (1) y
de (2) es la existencia de segundo momento finito

Lema 1.1 VAR (X,) y E (X,) existen si y sélo si E (X?) existe.

Demostracién: Recuerda que si IE (X?) es finita, entonces IE (X,) es finita, ya que
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

> | x*fy,(x)dx = x?% fx, (x)dx > xfy, (x)dx
—[o |x|£1 |x|'[>-1

y como flxlsl Xfx, (x)dx < flx|51 fx,(x)dx < o, entonces E (X,) es finita.

Por otra parte,

VAR (X;) = E (X?) — (E(X,))?,
es decir, la varianza de X; es la suma de dos cantidades finitas. Entonces VAR (X;) y E (X;) son
finitos. Inversamente, si VAR (X,) y E(X,) son finitos, entonces, como E[X?] = VAR (X,) +

(E (X;))?, se tiene que E (X?) es finito.

Se dice que el proceso {X,}; es un proceso de 2° orden siVt € T, E(X?) < oo.

1.1.2. Procesos estacionarios

Serd dificil trabajar con cualquier proceso estocastico arbitrario para tratar de describir
fenémenos en la naturaleza. Por esta razén, en una primera forma de restringir la busqueda, se
propondra que los procesos con los que se trate tengan una caracteristica de “invarianza” de
sus propiedades estocasticas en el tiempo. Esta forma de invarianza se conoce como
estacionariedad, y basicamente se tiene que los procesos estacionarios son aquellos para los
cuales las distribuciones de probabilidades asociadas a cada variable dentro del proceso no

cambian con el indice de tiempo.

Sea {X;};er un proceso estocdstico, y para cada n € {1,2,...}, tomes t,¢t,, ..., t, € T. Las

distribuciones de probabilidad conjuntas del vector aleatorio (X; , X, ..., X, ) estan dadas por
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

Ftl,tz,...,tn(al’ a,, ...,an) = ]P)(th < aq; ...;th < an)- y (3)

Estas distribuciones se llaman distribuciones de dimension finita del proceso {X,};.

Definicién 1. [Proceso estacionario]
Un proceso {X;}:cr se llama estacionario si para todon > 1, para cualesquiera ty, t,, ..., t,
elementosde T,y paratodo 7, talque t; + 7,t, + 7, ..., t, + T €T, la funcion de distribucion

conjunta del vector (X, ..., X; ) es igual a la distribucién conjunta del vector

Keyvor Xeyor oor Xeyi)

Ftlr---.tn(al’ ...,an) =P (th < ai; ...;th < an)
P Xep4r S ag5 5 X i < )

Ft1+‘r,...,tn+1:(a1: vy Q).

En otras palabras, las propiedades estocasticas de un proceso estacionario no cambian al pasar
el tiempo. Para comprender mejor esta definicidn, consideran = 1y 17 = 1. Entonces, si T =
{0,1, ... } y el proceso es estacionario, la distribucién de las variables X, y X; es la misma, pero
tambien la distribucidn de X; y X, es la misma. Esta situacion se ilustra en la figura 1.1, en
donde el eje horizontal representa el tiempo ¢, y el eje vertical el valor de x;. Asimismo, se
representan las parejas (t, x,) con un caracter ' = '. Para cada tiempo t, la distribucion de X, es

la misma (como se muestra en la figura 2).

Algunos autores usan el nombre completamente estacionario o estrictamente estacionario

para este tipo de procesos.
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

4

{1 t t: ] {s

Figura 1: Proceso completamente estacionario
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

1.1.3. Procesos estacionarios de segundo orden

Como un modelo para datos reales, los procesos estacionarios resultan restrictivos, ya que se
esta pidiendo que la distribucion de cada variable X; sea la misma, independientemente de en
qué tiempo t se observa. A continuacion se relaja la definicidon de proceso completamente

estacionario al pedir condiciones que pueden ser cumplidas mas facilmente por datos reales.
Definicidn 2. [Proceso estacionario de 2° orden]

Un proceso de 2° orden {X,};cr se llama débilmente estacionario o estacionario de 2° orden
Si:
Paracadan € {1,2, ...}, para cualesquiera t, t,, ..., t, € T y paratodo 7, tal que t; + 7, ..., t,, +
7 € T, todos los momentos de orden 1y 2 del vector (X, , ..., X; ) soniguales a los
correspondientes momentos de orden 1y 2 del vector (X¢, 47, X¢, 47, -+ X, 4+7), €5 decir,

E[X; X = E[X] X ], (4)

donder; € {0,1,2}y>r, < 2.

La definicidon 2 debilita la definicién 1, en el sentido de que para un proceso estacionario de
segundo orden la distribucion de X; puede ser diferente a la distribucion de X; 4, pero los
momentos ]E(thth), E(X?) y E(X,) son los mismos que los momentos

E (X¢, +:Xt,+7), E(X2.)yE (X;4,). Entonces, si por ejemplo, T = 1,2, ..., se tendra que

(5)
E(Xe) = E (Xp1) = E (Xeq2) = -,

es decir, la media del proceso es constante. Analogamente, para IE (X7, ) la estacionariedad

de segundo orden implica que
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

E(X?) = E(XA1) = E(XRo) = (6)

Nota que de (5) y (6) se sigue que, para un proceso estacionario de segundo orden {X,};

E(X)=u VteTyVAR(X,) =o? VteT,

es decir, media y varianza son cantidades que no dependen de t. En forma analoga, se sigue de

(4) que
COV[Xt: Xs] . IE(Xth) T [E(Xt)[E(Xs) = E(Xth) - .uz
=E (Xt+TXs+‘r) T ]E(Xt+‘[)]E(Xs+r) = COV[XL‘+T' Xs+‘r]-
t 1 t3 t ts
Figura 2: Proceso estacionario de segundo orden
1.1.4. Ejemplos

Ejemplo (Variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con segundo

momento finito)
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo ‘

Sea X;, X5, ... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tal que E[X?] < o0, Vi = 1,2,3, ..., entonces {X;};2, es fuertemente estacionario y estacionario

de 2° orden.
Para el siguiente ejemplo se necesita una definicion:

Definicidn 3. [Matriz no negativo definida]
Una matriz simétrica X de dimensiones n X n se llama no negativo definida si para cada

a'=(ay, ..., a,) € R™" se tiene que a'Xa > 0.

Dado un vector aleatorio (X¢,, ..., X;, ) de dimensién n, su matriz de varianzas covarianzas es la
matriz Xy de dimensiones n X n, simétrica y con entrada i, j dada por COV[Xti,XtJ.] (la

covarianza entre Xti th].) parai,j =1,2,..n.

Los procesos Gaussianos son una clase muy importante de procesos de segundo orden. Se
caracterizan por el hecho de que sus distribuciones de dimension finita son distribuciones
normales multivariadas. Como la distribucién normal multivariada esta caracterizada por un
vector de medias ¢ y una matriz de varianzas covarianzas %, al establecer condiciones sobre

estas dos cantidades se pueden encontrar ejemplos de procesos estacionarios

Ejemplo (Proceso Gaussiano)

Sea X;,X,, ..., X,, ... un proceso Gaussiano, es decir, {X;};2; es un proceso de 2° orden tal que
paracadan = 1,2,...y paracada ty, t,, ..., t, € {1,2,..} =T, existen u € R™ y ¥ una matriz de
dimensiones n X n, simétrica y no negativo definida tales que

PIX,, < a3 Xe, < ay; 3 X, S ay] =

aq an
L5 ! 'x7t
e o cee — 2 — — —
f f (ZH)n,ZII exp(—5 (v — )27y

— up))dy; - dyn (7)
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

donde y' = (y1, ., ¥n) YH' = (U1, oo, fhn)-

Para construir un segundo ejemplo de un proceso que es estacionario fuerte y estacionario de

2° orden se fija

E[X,] = 0 Vt,
y
1 i=j
1 (8)
COV[XtiIth] = E L :'tj;’

de donde u = 0y X es una matriz con todos los elementos de la diagonal igual a 1 y todos los
elementos fuera de la diagonal igual a 1/2. El proceso {X;}; construido asi es fuertemente
estacionario en virtud de que u y X caracterizan a la distribucion Normal y en este ejemplo no
dependende tq, ...t,, Vn = 1,2, ..., por lo que se sigue que las distribuciones de (th, ...,th) y

de (X¢, 41, -+ » Xt +7) SON iguales.

Por otra parte, {X;}; es estacionario de 2° orden, ya que IE [X;] = 0,Vt y de la ecuacidn (8)

E [Xt1+TXt2+‘r] = COV[Xt1+r' Xt2+‘r] + IIE':[Xl:1+‘t] IE [Xt2+‘r]
= COV[Xt1+r' Xt2+‘r]
= CoV th,th]
= COV[th,XtZ] + IE [th] IE [th]
= IE [thxtz].

Nota que X, definida a través de la ecuacion (8), es no negativa definida; un argumento para

verificarlo se da a continuacion. Si T = {0,1, ...} y paran = 1 tomas a € R", puedes calcular
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

=1 j
n
Sl
= {ai +§ ala]}
i=1 i#]j
n n-1 n
, 1
= a; +E-2 a;a;
i=1 i=1 j=i+1
n n-1 n
NI
i=1 i=1 j=i+1

Se tienen dos escenarios
Caso 1: Si Yyt M7y a;a; = 0, entonces a‘Sa > 0.
. e yn—-1 -1 -1
Caso 2: Si iy Xi=is1 @4 <0, entonces 2 Yoy iy a;a; < Xisy Xioiv a;a; <0,

de donde

0<(a++a)(a ++a,) =

N

1.1.5. Relaciones entre las formas de estacionariedad

Es natural que te preguntes, ¢cudl es la relacion entre estacionariedad y estacionariedad de

segundo orden?

Para responder a esta pregunta, se puede mencionar lo siguiente:

En general se tendra que:

UnADM | DCEIT | MT | MEST3
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo ‘

(i) Si{X;}; es estacionario fuerte y ademas es un proceso de 2° orden, entonces {X;}; es
estacionario de 2° orden, o bien, estacionariedad fuerte y existencia de momentos de 2°
orden implica estacionariedad débil.

Sin embargo,

(ii) Si{X;}; es estacionario de 2° orden, entonces no necesariamente {X,}; es fuertemente

estacionario. Se probara (i) en el caso de variables aleatorias absolutamente continuas.

Asumiendo estacionariedad fuerte, se tiene:

Fi(a) =P (X, <a)
=Py <)
= Ft+‘r(a)'

donde la segunda igualdad se sigue de la definicion de estacionariedad fuerte. Sean fy, (x) la

densidad delav.a. X;yt,ttalesquet,t + 1 € T, entonces

[oe)

=B = [ xfyGodx

— 00
(o]

— | %G,

— 00

ya que al tener X; y X, la misma funcion de distribucion, entonces X; y X;,, tienen la misma

funcién de densidad. Por lo tanto,

oo

pe = | af.dx

—00

= E [Xevr] = Uesr

Como lo anterior se vale para cualesquierat y T talesque ty t + t € T, se puede concluir que
U = uvt € T. Ahora hay que demostrar que la varianza no cambia con traslaciones del tiempo,

es decir:
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

of =E[X.—w?]

= | G- wfi G0

oo

~ | G- i 00

—00

=E [(X¢4: — ﬂ)z] = Gi:2+rl

por lotanto 6? = 62 , Vt € T.

Por ultimo, denota por thl.XtZ a la funcion de densidad conjunta de (X;,, X;,)

o 00

BaXa) = [ [ ofi i, Goddady

—00 —00
o 9) [o0]

|| o r e yrxay,

—00 —00

ya que la definicidn de estacionariedad fuerte dice que
P X, <a;X;, <b) :=F,(ab)

= Ftl +T,6,+T (a' b)
= ]P) (th'l'T S a; Xt2+T S b)

y por lo tanto, las correspondientes densidades bivariadas son iguales.

Entonces

B X Xe] = [ [ 00 fi oy G700 = B [KepsoXeyiel

—00 —00

La anterior discusidn se puede elaborar en forma analoga en el caso de variables aleatorias

{X;}; discretas.
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Ejemplo

(De acuerdo a ii, estacionarionariedad de 2° orden, no necesariamente implica

estacionariedad)

Sea {X,,}n>1 Una sucesion de variables aleatorias independientes tales que
X,n~ exponencial(1) y X,,,.1~ Normal(1,1). Entonces se tiene que E[X,,] =1 =

VAR (X21) Y E[X2p41] = 1

= VAR (X3n41)-

Claramente {X},},, no es fuertemente estacionario, ya que para cada n, Fy, # Fy, . ,perose
tiene que E [X5,4+1] = E [X,,]; tambien que VAR (X3,4+1) = VAR (X,,)y que
E [X, Xn+1] = E [X,]E[Xpe1] =11 =1, por ser {X,, },, variables independientes. De esta
forma COV[X;,,X;,] = COV[X;, 47, X¢,+-]- Porlotanto, {X,},-1 si es estacionario de segundo

orden.

1.2. La sucesion de autocorrelacion

Por ser menos restrictivos en sus supuestos, se trbajaran los procesos estacionarios de segundo
orden. Por lo cual serd de interés analizar las caracteristicas de los momentos de segundo orden
para esta clase de procesos. En particular, un momento que ayuda a cuantificar el grado de
dependencia (en un sentido lineal) entre dos variables del proceso estocastico, es la covarianza
entre estas dos variables. Para procesos estacionarios de segundo orden esta.covarianza tiene

propiedades que se estudian a continuacion.

1.2.2. La sucesion de autocorrelacion

ConsideraT ={...,—1,0,1, ...} y sea {X;}; unproceso estacionario de 2°orden. Entonces,

tomando T = —s
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

COV[Xe, Xs] = COV[Xpsr Xsie]
= COV[X,_ X,)

siahoratomas t = —t

COV[Xy, Xs] = COV[Xpyr Xsic] (9)
= COV[Xo,XS_t].

Es decir

COV[Xy, Xs] = COV[Xy, Xs—t] (10)
= COV[Xt—s'XO]

y las ultimas dos cantidades dependen de s y t sélo a través de |s — t|. En otras palabras, para
un proceso estacionario de 2° orden la covarianza entre X y X; es funcién de |t — s|. Asi, la
covarianza entre X; y X5 vale lo mismo que la covarianza entre X5 y X-.
De la anterior observacion, se define la sucesién de autocovarianza del proceso {X;: t € T}
como

S, =COV[Xs, X5, ]VsET,yT €T talesques+ 1 ET.
Nota que parat = 0,5, = VAR(X,) = 2. Por otra parte, y en virtud de las ecuaciones (9) y
(10), esta sucesion es una funcién par de T, es decir,

véase la figura 3.

Asimismo, se define la sucesidn de autocorrelacidon (ACF) del proceso {X;}; como
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

Sz
pr==;7=0,£1,£2, ..

So
La ACF {p,, T € T} es tal que p, = 1. Ademas, para cada T € T, como consecuencia de la
desigualdad de Cauchy Schwarz (desigualdad (a) en la seccion 1.3), se tiene |p;| < 1.
Aunque puede suceder que dos procesos estacionarios de segundo orden tengan la misma
sucesion de autocovarianza (autocorrelacion), dentro de una clase particular de procesos que se
introdujeron a continuacion, la sucesion {p,, T € T} se usara para diagnosticar qué tipo de

proceso no resulta inadecuado como modelo para un conjunto de datos.

Figura 3: Grafica de una sucesién de covarianza
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Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

1.3. El espacio de variables aleatorias con segundo momento finito

Es menester revisar sin demostrar algunas propiedades matematicas del entorno en el cual se
puede concebir (para fines tedricos) a los procesos de segundo orden, la clase de variables
aleatorias dentro de la cual yacen los procesos estacionarios de segundo orden. Las
demostraciones de varios de estas propiedades se pueden consultar, por ejemplo, en Laha 'y
Rohatgi (1979), o Royden (1968). Las proyecciones ortogonales juegan un papel importante
tanto en inferencia estadistica (teorema de Rao-Blackwell) como en regresién. Para el contexto
de series de tiempo, observaras que estos conceptos nos ayudan a dar una solucion al problema

de prediccién

1.3.1. Variables aleatorias con segundo momento finito

Definicion 4 [Espacio de variables aleatorias con segundo momento finito]
Sea (Q, F,IP ) un espacio de probabilidad, se define
L*(Q, F,P) ={X:Q - R|X es variable aleatoriay E (X?) < oo}.

El conjunto L2(£), F,P ) tiene estructura de espacio vectorial sobre el campo de los nimeros
reales. Por ejemplo, dadas X, Y en L?(, F,IP) se tiene que casi seguramente con respecto a
P

0< (X+Y)*<2X%+2v? (11)

ya que para a, b € R se tiene (a + b)? < 2a? + 2b2.

Tomando valor esperado en (11), se obtiene

E((X+Y)?) <2E(X?) +2E (Y?) < o,
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de donde se tienes que sia € R

E((aX+Y)?) <2E({(aX)’)+2E(Y?
= 2a’E(X?) + 2E (Y?) < oo.

Se puede, ademas, definir un producto interno para L*>(Q), F,IP ).Este est4 dado por

(X,Y) = E (XY)

y tiene las siguientes propiedades para X,Y,Z en L?(Q, F,P)

(X,Y) =(Y,X),

(aX + BY,Z) = a(X, Z) + B(Y, Z),
(X,vY) =vX,Y),

X,X)= E (X?) = 0.

Con este producto interno se define la siguiente norma para L*(Q, F,P)

1X1l, = (X, X) = JE (X2).

Esta norma caracteriza la llamada convergencia en media cuadratica, para variables aleatorias

con segundo momento finito.

Nota que si IE (X) = E (Y) = 0, entonces (X,Y) = COV|[X,Y], correspondientemente ||X||, =

JVAR (X).

1.3.2. Desigualdades importantes
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Se tienen, ademas, dos desigualdades cruciales, las cuales no se demostraran.

a) e Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Dadas X,Y en L2(Q, F,IP)

(X, 1) < |1X112]1Y 112 (12)

b) Desigualdad de Minkowski: Dadas X,Y en L*(Q, F,IP)

X + Y[, < [IX]l2 + [[Y]]2-

A continuacidén se presenta una operacion que se usara frecuentemente en la descripcién y

tratamiento de los procesos estocasticos y métodos a estudiar en el curso.

1.3.3. Operadores de retraso

Definicién 5 [Operadores de retraso y diferencia]
Sea {X,}; un proceso de segundo orden. El operador de retraso B: L> — L? esta dado por la
relacion
BX; = X;_4.
El operador de diferencia V: L? — L? queda definido por

VXt == Xt - Xt—l'

Se tiene que VX; = (1 — B)X,; y estas operaciones son lineales, dados dos procesos de segundo

orden {X;}¢ vy {Ye}e
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B(ant + Yt) = CZXt_l + Yt—l = aBXt + BYt.
Se puede definir la aplicacion iterada (composicidn) de estos operadores, por ejemplo

B*X, = B*"'BX, = B*"'X,_, = B*"?BX,_,
= Bk_z)(t_2 = .

= Xt—k'
con la convencién de que B® = I, donde IX, = X, es el operador identidad.

Lo anterior permite trabajar con operadores definidos como polinomios, por ejemplo, P(B) =
5
1+ EB — %BZ, el cual actua sobre X; como

5 3 5 3
P(B)Xt .S (1 +§B _EB )Xt = Xt +§Xt—1 _EXt_z.

Para z un numero complejo, considera el polinomio obtenido al reemplazar a B por z, P(z) =
5 3 . . .
1+ 52~ Ezz. El teorema fundamental del dlgebra (véase, por ejemplo, Kurosh, 1972, o Lang,

1974), dice si zy 1 Y Zg » son las raices de P(z), entonces éste se puede escribir como
P& = (- —2)(1-—2)
2)=1-—2)(1——z
Zo1 Zo,2

1 .
yenestecasozyq =2y Zy, = — 7 s decir

P(z)=(1- %z)(l + 32).

Ahora, aplicando el operador (1 — %B)(l + 3B) a X;

(1 _ %B) (1 +3B)X, = (1 i %B) X, +3X,_,)

1 3
=X +3X; 1 — EXt—l 7 EXt—Z (13)
5 3 5 3
:Xt+§Xt—1_§Xt—2 :(1 +§B_§B )Xt
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= P(B)X¢.,

De (13) ves que P(B) y (1 — %B)(l + 3B) son el mismo operador.

Esta correspondencia entre operaciones algebraicas con polinomios de variable compleja z y los
correspondientes polinomios donde la variable es B sera usada mas adelante.
En particular, para @ un ndmero real tal que |a| < 1, sera de interés el operador inverso del

operador 1 — aB, dado por

o

(1-aB)™ = Z Bk, (14)

k=0

En Radjavi y Rosenthal (2003), se establece el lado derecho de (14) es otro operador de L? en L?

que estd bien definido. Nota que formalmente (14) es un inverso de 1 — aB, ya que

Un problema que emerge en la practica es el problema de la proyeccién ortogonal. Por ejemplo,
en el espacio vectorial euclidiano H = R3, con el producto interno { x, v )= x,y; + x,y, +

X3V3, parax, yenH.Consideravectoresy, x;yx,enHy el subespacioV de H dado por
V ={x €H| x =ax;+x, af € R}
Supdn que tienes el problema de encontrar el vector y en'V que minimiza la distancia entre y y

V', el vector y se conoce como la proyeccién ortogonal de y sobre V' y, ademas de ser un

elemento de V, cumple la condicion de ortogonalidad
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VxeV,(y—y, x)=0 (15)

Ahora supénque y = (%,%,1)’, X, = (1,0,%)’ y X, = (0,1&)’. Comoy € V,entonces existen
aybenRtalesquey = ax; + bx,, ademas, la condicién (15) implica que ( y-ax; —
bx,, x,)=0yque( y-ax; —bx,, x,)=0,estas son dos ecuaciones lineales con incégnitas

ay b que se pueden escribir

a{ x1, x1)+b( x5, x)=( Yy, 1) ¥
a( xi, %) +b{ x5 x)=( Yy, x3)

(16)

Para los vectores especificados arriba se tiene { vy, x;)=1/2,( y, x3) =1/2,{ x1, x1) =

17/16,( xx,, xx,)=17/16y{( x;, x,) = 1/16, el sistema de ecuaciones lineales (16) tiene
solucion a = b = 4/9, y entonces y ' = (g,g,g)’. La notacioén y' = Proyy( y) ayudara a ser
mas especificos posteriormente, ya que indica el espacio sobre el cual se proyecta. Ahora piensa
en el mismo problema de encontrar una proyeccion ortogonal, pero considerando H =

L*(Q, F,P)yvariables aleatoriasY, X, y X, en H. El teorema de la proyeccién ortogonal
(véase Shumway y Stoffer, 2006, apéndice B, o también Brockwell y Davis, 2009, capitulo 2) dice
quesiV ={X € L>(Q, F,IP)|X = aX, + BX,; a,B € R}, entonces existe ¥ = Proy, (¥) en

V que minimiza la distanciaentre Yy V

1Y = P1l, = inf{l|¥ - X|I.}

La variable aleatoria Y pertenece a V, por lo cual Y = aX; + bX,, ademds se satisface la

condicién de ortogonalidad

VX €V, (Y—aX,—bX,X)=0. (17)
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Supdn ahora que las variables aleatorias Y, X; y X, tienen media 0, en tal caso (Y, X;) =
COV|Y,X;],i=12y(Y,X) = COV[Y, X] y debido a la condicién de ortogonalidad (17) se tiene

el sistema de ecuaciones lineales

a-COV[Xy,X,]+b - COV[Xy, X,] = COV[Y, X,]
(18)
a-COV[Xy,X,] + b - COV[X,, X,] = COV[Y, X,].

Si conoces las covarianzas COV[Y, X;],i = 1,2,COV[X1,X,],COV[Xy, X1]y COV[X,, X,],
entonces puedes dar solucion al sistema para conocer a y b. Por ultimo, veras como estas ideas

ayudan a resolver el problema de prediccidn.

Sea {X;}; un proceso estacionario de segundo orden tal que E (X;) = 0. Supdn que dadas las
variables X;, X5, ..., X;;, quieres predecir el valor de una observacion futura X,,,; en funcién de
X,,X,, ..., X,,. Para lo anterior se denota por X, ., a esta funcién de la historia del proceso. En
un sentido practico te concentras en el caso de que X’nﬂ es una funcién lineal del pasado, es

decir

n
Xn+1 = Z ¢n,an+1—j = ¢n,1Xn + ¢n,2Xn—1 + ¢n,nX1 (19)
=1

A continuacidn vas a escribir esta tarea en el contexto del problema de la proyeccién ortogonal,
sean i = L*(Q, F,P),Y = X,,,, y quieres encontrar la variable aleatoria X,,,, en el
subespacioV ={X € H|X = Y-, a;X;; «; € R,i = 1,...,n} que minimiza la distancia entre
Xn+1 Y V. Usando el teorema de la proyeccion ortogonal puedes encontrar los coeficientes
{¢nj,j = 1,..,n} en(19) que definen a Xn+1 = Proyy(X,.1), al resolver el sistema lineal

(ecuaciones de prediccion)

Gn1  COVIXp, Xq] + P - COV[Xy_1,X1] + o+ Py - COVIXy, Xq] = COV[Xpp1q, X ]
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¢n,1 : COV[anXZ] + d)n,z : COV[Xn—sz] + et ¢n,n : COV[XI'XZ] = COV[Xn+1»X2]

¢n,1 ' COV[anXn] + ¢n,2 ' COV[Xn—l'Xn] it sassis ¢n,n ' COV[Xl'Xn] = COV[Xn+1'Xn]'
o equivalentemente (dado que S;_; = COV[X;, X;])

bn1So + G281+ -+ PpnSno1 =51
¢n,151 + (pn,ZSO + et d)n,nSn—Z — SZ
(20)

¢n,15n—1 it ¢n,25n—2 +ie1d (»bn,nSO = Sn
La proposicion 5.1.1 en el libro de Brockwell y Davis (2009) establece si S, = VAR(X;) >0y
Sy = 0, cuando h — oo, entonces las ecuaciones de prediccidn (??) tienen solucidn. En la

siguiente unidad verds que estas condiciones sobre {S,}, son validas para un proceso

ARMA(p, q) causal.

1.4. Procesos ARMA (p,q)

Es momento de observar algunos procesos estacionarios de 2° orden que son utilizados para
modelar datos. Estos procesos forman parte de la familia de procesos lineales, y en su
definicion se recuperan ideas de teoria de regresion lineal, en el sentido de que para cada
tiempo t, el valor observado X; puede pensarse como la respuesta en un modelo de regresion.
Para este modelo de regresion las variables de control son: los valores observados a tiempos

pasados (antes de t) y valores de otro proceso a tiempos pasados.

Primeramente se estudian las propiedades de este otro proceso al cual se llamara ruido blanco.

En lo que sigue, se asumirda que T = {...,—1,0,1, ... }.
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1.4.1. Proceso de ruido blanco

Sea {X;}; una sucesion de variables aleatorias no-correlacionadas, tal que IE [X;] =puy

VAR [X,] = 02, Vt. Entonces COV[X;, X;4.] = OVt € Ty T # 0, luego

0%, siT=0, 1, sit=0,
S: =130, sit#0, p =10, sit#0. (21)

El ruido blanco es un proceso estacionario de segundo orden, ya que la media, la varianza y la
covarianza entre cualesquiera dos variables del proceso son constantes independientes del

tiempo, y por ende, se satisface la condicién (4) revisada en el subtema 1.1.3.

Este proceso parece muy simple, pero servira como el material principal para construir casos

mas sofisticados.

1.4.2. Proceso de promedios mdviles

Paraq en {1,2, ...}, se dird que el proceso {X;}; se llama de promedios méviles con orden q
(MA(q)), si se puede escribir como

Xe=p+e+016 0+ +0,6_
donde u y 6; son constantes reales, j = 1,2, ..., q. El proceso {&}, es ruido blanco con E (&;) =

Debido a las propiedades del valor esperado, se tiene IE (X;) = u. Vas a calcular la sucesién de
autocovarianza de {X;};, para lo cual, primeramente asume t > 0 y observa que el proceso Y; =

X; — pestal que
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COVIXy, Xevo] = E[(Xe — 1) Kprr — )]
= E[Y; - Yiiel

Sea 6, = 1, se puede escribir

q q
Yo Voo = Oj&c—; (Z 915t+r—l>
=0

Ji 1=0

q
= Z 0016 j€tre-1s

j=0 1=0

-

y luego, por linealidad de la esperanza

q q
VX Xere) = E [, Vere = D > OO [e0jrseci]

Usando que {&;}; es ruido blanco, de la ecuacién (21) se concluye que el valor esperado en cada
término de la suma se anula siempre que no se de la condicién t —j =t + t — [, es decir,
cuando | = T + j y en cuyo caso el valor esperado vale 6Z. Pero,como 0 < [ < q, se debe
tenerque T +j < g, o bien, j < g — 7. Entonces, 0 < j < q — 1y, por lo tanto, T < q. De estas

observaciones se obtiene que

COV[Xp, Xppe] =4 V°

Dentro de las actividades a desarrollar esta probar la siguiente afirmacién: Si T < 0, entonces
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( q+T
Z 0,6, |02, si —q=t<0,
COVIXp, Xppe] =4 V7°

0, sit< —q.

\

Al comparar los 2 casos, el caso T = 0y el caso T < 0, se concluye que

(/a7
Z 9]9]+|T| O'g, st 0< |T| <gq,
COV[Xe, Kol = { N7

0, si |t| >q.

\

Nota que E (X;) no depende de t y COV [X;, X;4.]; s6lo depende de Ty no de t. De lo anterior
se puede establecer que si {X;}; es un proceso MA(q), entonces E(X;) = u, Vt € T ,y, ademads,
COV[X:, Xs] = S(|t]), T =t — s, es decir, se satisface la condicion (4). Por lo tanto, no hay

restricciones sobre los valores 60;,j = 1,2,...,q y u para que {X,}, sea estacionario de segundo

orden y se puede escribir S, = COV[X;, X;,.] y observando que S, = ¢ ?:0 sz > 0, se
deduce que
(yi-l g9,
N F
P = Jj=0"J (22)

LO, si |t] >q.

Observa que para el caso de los procesos de promedios moviles, de acuerdo a sucesién de
autocorrelacién o funcidn de autocorrelacion (ACF) (22), si |t| > g, entonces p, = 0. Es decir,
para un proceso MA(q), su ACF correspondiente {p;| T € {...,—2,—1,0,1,2, ... }} es diferente de
0 sélo para valores de T en el rango —q,—q + 1, ...,0, ..., ¢ — 1, q, y se cancela para los valores
de T que no sean estos niumeros enteros. Como podras observar en el siguiente ejemplo, este

comportamiento de la ACF no sucede en los procesos autorregresivos, y por esta razon serd
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importante recordar que para los procesos MA(q), la ACF se comporta como en la ecuacion (22),
la cual da informacidn del valor de g. Dicho de otra forma, si se tiene un proceso del cual sélo se
conoce p., y ésta se comporta como la ecuacidn (22), entonces, dentro de la clase de procesos

de promedios moviles el proceso MA(q) es un candidato para usarse como modelo.

1.4.3. Proceso autorregresivo

Parapen{1,2,...}, se dird que el proceso {X,}; se llama autorregresivo de orden p (AR(p)) si se

puede escribir como

Xe=pu+ d1Xeq1 +PoXe g+ o+ PpXip + &, (23)

donde uy ¢j, j = 1,2,...,p, son constantes reales y el proceso {&}, es ruido blanco con

E (g) =0,VtyVAR (&) = 2.

Con la notacién del operador de retraso B definido en la seccidén anterior se puede escribir (23)

como:
(1 - ¢1B — ¢,B? _‘“_¢po)Xt =Ute (24)

A diferencia de los procesos MA(q) que siempre son estacionarios, los procesos AR(p) no

resultan estacionarios para cualesquiera valores de ¢;, j = 1,2, ..., p. Se comenzara por estudiar

elcasop = 1.

Considera el siguiente proceso

A=¢1B)X, = pu+ &g
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con {&;}, ruido blanco con media 0 y varianza 2.
De la discusion respecto al operador de retraso B en el subtema 1.3.3, siempre que |¢p,| < 1 se

puede escribir

Xo= (L= §uB) ute) = ) kB (u+e)
k=0

s DM

BB+ Y prBe,
= (25)

D+ ) dhe,
k=0

&
Il

0

=G+ ) gk
k=0

1-¢:

Esta es la conocida representacion MA(co) para un proceso autorregresivo; escribir asi al
proceso AR(1) te permitird calcular sus momentos en forma analoga a cdmo se hizo para el

proceso MA(q) en el inciso (b). Con este fin, sea yy = # y al tomar el valor esperado en
—®1

ambos lados de (25)

E(X,) = F (Ho £y ¢fet_k>
k=0
=l +E (; ¢{(£t—k> (26)

oo
— k
= U T Z H1E (e¢-1)
k=0
= Ho-
En la penultima igualdad, el intercambio entre valor esperado y suma se puede justificar con los

teoremas de convergencia mondtona y convergencia dominada (Royden, 1968).

Como en el caso MA(q), se pueden volver a tomar Y; = X; — 1, y se tiene

COV[Xy, Xpyr] = E[(Xy — o) X4z — Ho)]
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L \k=0 =0

=E|) ) qb{‘qbiet_kem_l]
Lk=0

=0

= i i YPLIE [er_iprei]-

De nueva cuenta, el intercambio entre valor esperado y suma se puede justificar con los

teoremas de convergencia dominada y mondtona. Luego

COVIXpXere) = ) D BFBLIE 20 iriei]

k=0 1=0

Pero, por ser {&;}; un proceso de ruido blanco,

0, sil=k+rm,
E [ei—k€tirat] = {ag, sil=k+ .

Entonces, sit = 0,

(27)
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toda vez que |¢;| < 1. Por otra parte, sit < 0, entonces [ = k + 7 es no negativo cuando k >

—1, en tal caso

COVIXeXere] = ) phgkto?

o (28)

Combinando (27) y (28) se concluye que en general (para cualquier ten T talquet + T €T )

||
COV[Xy, Xpye] = 0 <1 _1¢2> (29)
1

De (26) y (29) se observa que E (X;) y COV[X;, X;4,] no dependen de t y que COV [X;, X¢ 4]

s6lo depende de 7. Entonces el proceso AR(1) es estacionario de 2° orden bajo el supuesto de

Il 2
que |¢p1| < L,E(X;) = U, Sy = agz(i—ld)%) yVAR(X;) = 15—;% Claramente, para un proceso

AR(1), el comportamiento de la sucesidn de autocorrelacidn p, es radicalmente diferente al de
la correspondiente sucesion de autocorrelacion de un proceso MA(1), en el sentido de que para
el proceso AR(1) esta sucesidon no se cancela a partir de un valor entero como sucede en la
ecuacion (22). Por esta razdn, cuando se estd tratando de identificar.si un modelo
autorregresivo se podria usar para los datos, la ACF no es una herramienta util ya que no da una
idea de lo que vale p. Como se vera mas adelante en el tema 1.5, para identificar modelos
autorregresivos para los datos se requiere usar otra sucesion de autocorrelacidon conocida como

autocorrelacién parcial (PACF).
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Para z en el campo de los nimeros complejos C, sea ¢p(z) = 1 — ¢,z el polinomio obtenido al
reemplazar B por z en el operador 1 — ¢, B. Una observacion que serd importante es que
restringir a ¢(2) a que su raiz esté afuera del conjunto {z € C: |z| < 1}, conduce a la condicién

de estacionariedad |¢,| < 1.

Trata ahora el casop = 2.

Considérese ahora X; un proceso de segundo orden tal que para cada t
(1—¢1B—¢,BHX, = + &, (30)

donde ¢, y ¢p, son numeros reales y {&;}; es un proceso de ruido blanco con IE (&;) =0y
VAR (&) = 62.Sea ¢p(z) =1 — ¢,z — ¢p,z%, con z € C. Vas a usar el mismo argumento que

lleva a la ecuacidn (13). Con este fin, escribe

1—¢z— ¢,z = (az—Db)(cz—d)
= acz? — (ad + bc)z + bd,

en donde ac = —¢,, ad + bc = ¢p;ybd = 1. Equivalentemente

¢(2) =1-¢1z— ¢,z> = (b—az)(d—cz)
- b1 —%z)d(l —%z)

= (1-7(1-52),

d

, b
con las raices de ¢(z) dadas por z; = ~yZ; =

Sean y; = i, Uy = i Usando la correspondencia entre ¢(z) y ¢(B) ilustrada en la ecuacidn

(31), escribe el polinomio de retraso ¢p(B) como

1—¢:B—$,B*> = (1 — 1, B)(1 — 43B). (31)

UnADM | DCEIT | MT | MEST3 34



Unidad 1. Procesos y Series de Tiempo

Asi, usando (31) escribe (30) como

A=mB)A—wB)X =u+e

y puedes pensar en los operadores (1 — u;B)~ty (1 — u,B) ™! de acuerdo a (14), siempre que

| <1y |u,| <1 (32)

Asumiendo estas condiciones

Xe =(1- /113)_1(1 = .UZB)_l(# + &)

1
=—[m(1 —mB) T = (1= o B) (e + ).
Hi— U2

Para justificar la Gltima igualdad, sean a; = (1 — 4B),a, = (1 — ,B), a = 22—y p = 22
H1—H2 H1—H2
Tienes que
aita+a;'f =artaz'(aza + a ) = aytaz’,
yaque a,a + a8 = 1.
Consecuentemente, usando (14)
1 [N k 7 k
X =——— | ) B~ ) (LB |G+ )
H1 = Hz| P e
1 k+1 _  k+1\pk
< Dt = B+ )
Ky — U =
> k+1 k+1
R
N z {f} (U + &—r) (33)
&= U1 — U2
i z {u’f“ it u’z‘“}y N Z {M’f“ A u’f“}g
H1 — U2 H1 = U2 ek

k=0

o N
T md-m) kzo Prdey

&
1]
o
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k+1_ , k+1
L )

donde se denota Y, = . Al'igual que en el caso AR(1) (donde se uso la condicién

|¢p1| < 1), en este caso bajo las restricciones (32) has escrito al proceso AR(2) en una

representacion MA(oo). Lo anterior sera util para calcular media y sucesion de autocovarianza

u

——— vy calculando valor esperado en ambos lados
(1-p1)(A-p2)

del proceso; para hacer esto, sea yuy =

de (33)

E(X)=E (.Uo + z lpkgt—k) = Ho t+ Z YrE (&t-k) = Ho- (34)
k=0 k=0

Toma Y; = X; — o y vas a calcular la covarianza

COV[X;, Xerr] = IE [(Xe — to) (Xesr — Ho)]
= IE [Yt ) Yt+‘r]

= IE (i wket-k> (i ¢15t+r—l>]

k=0

Z lpklplgt—kgHr—l‘

=0

= IE

3

k=0 1

Y WIE (g0 Erpr—i]-

M T

Il
o

El valor esperado en cada sumando se anula siempre que no sucedaque l =k + 7.Sit = 0;

entonces COV[Xy, Xpir] = o YiWr+:)0Z. Por otra parte, sit < 0, entonces

COVI[Xt, Xirel = (Z ¢klpk+r) (z Yrr- ‘r)

k=—71

Ambos casos se pueden escribir en la expresion
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COV[Xt'Xt+T] = (Z l/)klpk+|‘r|> 0-82 (35)
k=0

Nota que X.; ¥xPk+7 €s finita. Para ver esto, bajo las condiciones (32) se tiene que
Yireo |Wk| < o0, luego, dada € € (0,1), existe k, tal que si k > kg, entonces || < € < 1. De

aqui se sigue que si k = ko [ ||Wksr| < [k, de donde Yo Yy Pr4q es finita.

De (34) y (35) observa que IE (X;)y COV[X;, X;4;] no dependen de t, y que COV[X;, X;,.] s6lo

depende de 7. Entonces el proceso AR(2) es estacionario de 2°orden bajo las condiciones (32), y

ental caso, IE (X;) = o ¥ S; = 02 XCiezo YicWi+|z))-

Observa que en la condicidn de estacionariedad para el proceso AR(2), dada en la ecuacion (32),
se restringe a que las raices del polinomio autorregresivo ¢(z) = 1 — ¢,z — ¢,z? estén fuera

del circulo unitario en C.

Se podria proseguir en forma andloga para estudiar la estacionariedad de los procesos AR(p),
p > 2, pero el teorema 1.7 que aparece al final de esta seccidn tiene el objetivo de llevar a cabo
esta generalizacion. A continuacion se define la clase general de procesos que seran tu objeto

de estudio y aplicacién en el resto del curso.

1.4.4. Proceso ARMA (p,q)

Parapyqen{l,2, ..}, sedird que el proceso {X;}; se llama autorregresivo y de promedios
moviles de ordenes p y q (ARMA(p, q)), si se puede escribir como

Xe =1 Xe1 + P X o+ o+ G Xe p=p+e +6016 1+ +0,6 (36)
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donde uy qu,j =12,..,p, 9]- j =1,2,...,q, son constantes reales y el proceso {&;}; es ruido

blanco con E(g,) = 0, Vty VAR (&) = o2

Definiendo los polinomios autorregresivo ¢p(z) y de promedios méviles 8(z) como

P(2)=1—pz— - — PppzP , z €C,
0(z)=1+06,z+-+6,z9, z €C,

Se puede escribir (36) como

¢(B)X; =6(B)ee ; te€T,

Nota que
e Si¢p(z) =1 (p =0), entonces X; = 8(B)e; es un modelo MA(q).
*Sif(z) =1 (q = 0), entonces ¢(B)X; = & es un modelo AR(p).

Como ya has revisado anteriormente, para estudiar la estacionariedad de los procesos
ARMA(p, q), usards sin demostrar un teorema del libro de Brockwell y Davis (1991), para lo cual

necesitas algunos resultados y definiciones previos

Definicion 6. [Causalidad]
Un proceso ARMA(p, q), definido por la ecuacién (36), se llama causal (funcidn causal de {&;};),

si existe una sucesion de constantes {1);}; tales que .72, ;| < ooy

Xl,' = Z ¢j€t_j , t= O,il, iz, (37)
7=0

La ecuacion anterior se conoce en la literatura como Modelo lineal general o Promedios

moviles de orden +oo.
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Ejemplo:

e El proceso de ruido blanco es causal considerando en la definicion de causalidad Y, =
Ly;=0,j=12,..

* El proceso MA(q) es causal considerando en la definicion de causalidad Yo = 1,¢; = 6;,j =
1,2,...,qy1/)]- =0,sij>q.

* El proceso AR(1) es causal siempre que se tenga la condicion |¢4| < 1, en cuyo caso ¥; =

¢l,ji=012,..

Proposicion 1.5 Sea {Y;}; un proceso estacionario de segundo orden con funcién de
autocovarianza {Sy:k = 0,+1,12, ... }. Asumiendo que X72, [¥;| < %, entonces la serie
Yj=o ¥;Y:—j converge absolutamente con probabilidad uno y en media cuadratica. Ademas, el

proceso

X = Z YiYe_j, (38)
=0

es un proceso estacionario de segundo orden con funcién de autocovarianza

S = i PRI (39)

[o.0]
j=0 k=0

La demostracion de este resultado puede encontrarse en el libro de Brockwell y Davis (1991),

capitulo 3, lo cual no se demuestra, dado la complejidad y corresponde a un nivel mas elevado.

Respecto a esta proposicion, una observacion importante es que, si se toma Y; = &, con {&:};
un proceso de ruido blanco en la ecuacién (38), y si se conoce {; }i, tal que Xi || < oy el
proceso {X;}; satisface la ecuacidn (38), se obtiene que {X;}; es estacionario de segundo orden

y su autocovarianza estd dada en (39). Entonces, si se tiene {X;}; un proceso ARMA(p, q) tal que
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{X:}; es causal, se sigue de la proposicién 1.5 que {X;}; es estacionario de segundo orden con

sucesién de autocovarianza S = (X720 WkWhir)02.

Corolario 1.6 Si {X;}; es un proceso ARMA(p, q) causal, entonces {X;}; es estacionario de

segundo orden.

Otra aplicacion de la proposicién 1.5 es, si se toma X; = ¢1X;_1 + & un proceso AR(1) con

|| < 1. Como ya se establecid en el ultimo ejemplo que sigue a la definicidn 6, {X;}; es causal

cony; = ¢1j, entonces, de la proposicion {X;} es estacionario de 2° orden con

¢ITI

Se=oToge

que es un resultado que ya se habia desarrollado cuando estudiaste el proceso AR(1).

Para terminar esta seccion, se enuncia sin demostrar un teorema del libro de Brockwell y Davis
(1991) que, a la luz de la ultima observacién, establece cuando un proceso ARMA(p, q) es
estacionario de segundo orden. Sean ¢(z) =1 — ¢z — - — ¢,z yO0(z) =1+ 6,z + - +

8427 los polinomios autorregresivo y de promedios méviles que definen al proceso ARMA(p, q).
Teorema 1.7 [Causalidad para procesos ARMA]

Sea {X;}; un proceso ARMA(p,q) para el cual los polinomios ¢(-) y 8(-) no tienen ceros en
comun.

Entonces {X;}; es un proceso causal siy sélosi ¢p(z) =0 Vz € Ctalque |z| < 1.

Otra condicién importante en los procesos ARMA(p, q) es conocida como invertibilidad:
Definicion 7 [Invertibilidad]

Un proceso ARMA(p, q) definido por la ecuacion (36) se llama invertible si existe una sucesion

de constantes {m;}; tales que Y72, |m;| < ooy
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0]

& = Z T[th_j y t = 0, il, iz, (40)
j=0
Ejemplo
Un proceso AR(p), Xy — ¢1Xi—1 — P2 Xip — - — Pp X, = & siempre es invertible. Para ver

lo anterior, seanmy = 1,m; = —¢;,j = 1,2,...,pym; =0sij =p + L.

Ejemplo

Un proceso MA(1), X; = & + 0,&,_1 tal que |6;]| < 1 es invertible. En efecto, se escribe X; =

(1 — aB)g&; con a = —0,, y de larelacion (14) se tiene que
& = z aB X, = Z (=6 X¢k
k=0 k=0

conm; = (—Gl)j,j =0,1,.., tal que X ;7 |my| < oo.

El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para invertibilidad.

Teorema 1.8 [Invertibilidad para procesos ARMA)]

Sea {X;}; un proceso ARMA(p,q) para el cual los polinomios ¢ () y 8(+) no tienen ceros en
comun, entonces {X;}; es invertible siy sélosi8(z) =0 Vz € Ctal que |z| < 1..

En el capitulo 3 del libro de Guerrero (2009) se establece que la importancia del concepto de

invertibilidad radica en que todo proceso invertible esta determinado de manera Unica por su

ACF.
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1.5. La sucesion de autorrelacion parcial

Tal como se observé en la seccion anterior, la sucesién de autocorrelacion p, no resulta una
herramienta util en la identificacion de un modelo AR(p) para unos datos, ya que no
proporciona una idea del valor del orden de autorregresion p. Por esta razdn se requiere
estudiar otra estructura de dependencia del proceso estacionario de segundo orden {X,};, la
cual ayude a identificar posibles modelos autorregresivos. A menos que se indique lo contrario,

se supondra que {X;}; es estacionario de segundo orden con media 0.

1.5.1. Procesos autorregresivos y el proceso de sucesion de autocorrelacion parcial

Para definir la sucesion de autocorrelacién parcial, recuerda del tema 1.3 que dada la historia
del proceso X3, ..., Xj, puedes encontrar el predictor Proy, (Xj,1) de Xj,1 al resolver las
ecuaciones de prediccion (??), donde V = {X € LZ(Q, F,IP)|X = Z{Ll aX; a; ERI =
1,..,k}

En general, usando los mismos resultados sobre proyecciones ortogonales, dadas variables
aleatorias Yy Yy, ...Y,, en L2(Q, F,IP)y considerando U = {X € L?(Q, F,IP)|X =

Yt aY; a €ERi =1,...,m}} es posible aproximar a Y, encontrando la mejor combinacién
lineal Y721 @, jYim+1-; en U. El adjetivo mejor es en el sentido de que Proyy (Y) =

m
j=1 ®m jYmy1-j estal que

m
1Y =) i Ymeacll = fECIIY = X1}
=1

Paracadak € {2,3,...},sean U, = {X € L*(Q, F,IP)|X = Z{LZ a;X; a; €ERi=1,..,m}}el

subespacio de L?(€), F,IP) generado por las combinaciones lineales de X;, X3, ..., X.
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Considera los elementos de Uy dados por Proyy, (Xi+1) Y Proyy, (X1). Estos son las mejores

combinaciones lineales para explicar a X; y Xj41.

Definicion 8 [Sucesion de autocorrelacion parcial]
La sucesién de autocorrelacién parcial (PACF) del proceso {X;}; es la sucesién de correlaciones
a(1) = Corr(Xy, X1) = py

y (41)
a(k) = Corr(Xysq1 — PTO}’Uk(Xk+1)»X1 7 PTO)’U,{(XD)J‘ =2

Asumiendo que el proceso {X;}; es Gaussiano, en el apéndice B del libro de Madsen (2008), se
demuestra que la definicion 8 de la PACF y la definicion 9 abajo son equivalentes. Para cada k =

1,2, ..., considera el sistema lineal

1 P1 P2 v Pr-1\ [Pk P1
:Pl 1 P1 :Pk—z :¢k,2 _ f)Z (42)
Pk-1 Pr-2 Pr-3 - 1 Dk Pk

Nota que al dividir el sistema de ecuaciones (??) por S, se obtiene el sistema de ecuaciones (42).
En Brockwell y Davis (2009), proposicién 5.1.1, se establece que este sistema tiene solucidn si
{X:} es un proceso estacionario de segundo orden con sucesidn de autocovarianza {S;}, tal que

sih—> 0,5, - 0.

Definicion 9 [Sucesién de autocorrelacion parcial]

La sucesién de autocorrelacién parcial (PACF) del proceso {X;}; es la sucesién

a’(k) = ¢k,k' k = 1, (43)
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donde ¢, esta determinada en forma Unica por (42).

Recordando la regla de Cramer para sistemas lineales y utilizando esta equivalencia de las

definiciones 8y 9, la PACF {¢ x |k = 1,2, ...} del proceso {X,} se calcula como

h11, = P1
1 m;
_1p1 P2
¢2,2 1 pl
p1 1
1 p1 p
pr 1 po
_ 1P pP1 Ps3
P35, 1 p p
pr 1 p
p2 P11
etcétera. ..

Se puede demostrar que cuando {X,}; es un proceso AR(p) causal X; = ¢, X4 + - P, X, +
&, entonces

¢rr =0 paracadak talquek >p + 1. (44)

Es decir, para los procesos autorregresivos, la PACF se hace cero para cada lag kdespués del
valor del orden p. Este comportamiento es el analogo al comportamiento de la ACF para los
procesos de promedios mdviles. En la siguiente unidad se dara un argumento para ver que (44)

es cierta.

Por esta razon, la PACF serd la correlacidn que resulta util para identificar un modelo AR(p)

adecuado para los datos.
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Cierre de la Unidad

Los procesos estacionarios de segundo orden tienen la caracteirstica de tener momentos como
media, varianza y sucesion de autocovarianza tales que no dependen del indice del tiempo t.
Bajo algunas condiciones, los modelos ARMA(p, q) son de la clase de prosesos estacionaros de
2° orden cuyos elementos han sido utilizados para modelar fendmenos rales. Por ejemplo, en
econometria, para describir y predecir algun indice ecdnomico; en ecologia, para estudiar
tendencias en la temperatura global del planeta; y en general, en fendmenos en donde hay
observaciones indexadas en el tiempo. El dominio de este tema te permitird proponer modelos

para datos que guardan dependencia en el tiempo.

Para saber mas

La seccion de estas notas trata el tema de los procesos estacionarios de segundo orden, los
procesos ARMA(p, q), las sucesiones de autocovarianza y autocorrelacidn y su relacién con la
densidad espectral del proceso. Las secciones 1y 2 de las notas de la profesora Gesine Reinert
también explican los temas referentes a procesos ARMA(p, q) y sus propiedades de momentos

de segundo orden.

Reinert, G. (2010). Time Series Analysis. Recuperado de

http://www.stats.ox.ac.uk/~reinert/time/notesht10short.pdf

Por ultimo, un muy buen archivo de documentos que tratan el tema del aprendizaje de series de

tiempo utilizando el paquete R, se encuentra en:

Revoluciones Hitos en IA, aprendizaje automatico, ciencia de datos y visualizacién con R vy
Python desde 2008 (27 de junio de 2013). Aprendizaje de series temporales con R.

http://blog.revolutionanalytics.com/2013/06/learning-time-series-with-r.html
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