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Unidad 2. Analisis complejo

Presentacion de la unidad

El andlisis complejo es la parte de las matematicas que estudia cdmo se comportan las
funciones de variable compleja a través de resultados especificos y en esta segunda unidad se
plantea la teoria necesaria para estudiar y aplicar el teorema de Cauchy-Goursat. Ademas de
otros teoremas (Liouville, teorema fundamental del dlgebra, Morera) importantes para la

solucién de integrales de variable compleja.

Dentro del analisis complejo, la mayor parte de las veces, se necesitan de teoremas que
permiten la solucion de diferentes problemas aplicados, los cuales se veran dentro de esta
unidad, que tiene dos teoremas, por la cual tendrds que revisar y aprender sus aplicaciones,

dado que es muy indispensable para la solucion de problemas. Esos teoremas son:

e Teorema de Cauchy-Goursat (Tipos de integrales)

e Holomorfismo

El primer teorema permite integrar funciones de acuerdo a ciertas caracteristicas y la segunda

se apoya de la primera para resolver integrales de variable compleja.

Para diferenciar los teoremas, ejemplos, propiedades y definiciones, cada uno de ellos se

presentard con un color de fondo especifico.
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Competencia especifica
Aplicar el andlisis de variable compleja para resolver problemas relacionados con integrales de
linea de funciones holomorfas, por medio del teorema de Cauchy-Goursat y holomorfismo de
funciones.
Logros

e Aplicar las herramientas que proporciona el analisis complejo.

e Resolver integrales a través del teorema de Cauchy-Goursat.

e Diferenciar las caracteristicas de los teoremas de holomorfismo complejo para resolver

problemas de los diferentes tipos de integrales que involucran funciones holomorfas.

2.1. Teorema de Cauchy-Goursat

Ahora que sabes la teoria basica para resolver integrales de variable compleja, es momento de

aplicar los teoremas que te permitiran integrar funciones sobre diferentes regiones y curvas.

Las regiones son conjuntos donde se define el dominio de la funcién f(z).
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2.1.1. Teorema integral de Cauchy-Goursat

El teorema de Cauchy-Goursat asegura que si la funcion f’ es holomorfa, su funcién f también
lo es. Esto facilita el célculo de la integral de funciones que presentan algun tipo de singularidad

(puntos en los que no esta definida la funcién).

ONAN |
b Za\\\4
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Ejemplo

Evalla la integral gﬁD z™dz sobre la curva |z| = 4 en sentido positivo, paran = 0.

Solucion:
Ya que el circulo de radio 4 es una curva cerrada simple, aplica el teorema de Cauchy-Goursat.
1. Parametriza el circulo, entonces g(8) = 4e'® y suo’(0) = 4ie'.
2. Sustituye en la integral f(z) = z"
__ (2m i0 . i0 _ g 2w g
§ z"dz = [ 4e'"(4ie'®)d6 = 4"V [ (D) gg

3.Yaque e™*D = cos(n 4+ 1) 6 + isen(n + 1)0

La integral es:

(n+1)
4+ fozn cos(n+ 1) 6 + isen(n +1)6 = [4n+1 cos(n +1) 6 + isen(n + 1)9"2’”] =0
\f;sx‘ :v:b $
’\\ ' ‘:\ \
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2.1.2. Férmula integral de Cauchy

La féormula de Cauchy se aplica a funciones sobre un contorno cerrado simple, y te servira para

determinar el valor de la funcién en un punto que estd en la region.

Ejemplo

Cudl es el indice de g sobre z, € |z| = 1, de la funcién f(z) = é

La parametrizacion del circulo de radio uno es o(8) = ne'®, con 0 < 6 < 27n. Entonces la

. 2m :
integral es fonldz = 2imn.

@
. ©
Ahora sabes que una curva o (en sentido positivo) alrededor del circulo de radio R en el
intervalo 0 < 8 < 2mn, tiene un indice de valor: (0, z,) = n. PN o?®
' Y
@ ¢ ) 4
Es importante sefialar que éste valor no se altera (salvo ensi 0), si recorre la trayectoria en. 9/
sentido negativo, entonces el indice sera I(—a, z,) =-n. ®
® R 0
@ PN
N N Q\
SR, X
. . \\. N ’
/ \\ ».'N.\ @
. . NSRS N\
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De manera similar, si se tiene una curva o cuyo indice es I(0, z,), la curva homotdpica a estd

tendra el mismo indice, es decir I(g, zy) = (%, zy).
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Ejemplo
, COSZ .
Evalda gﬁa; dz sobre 0 = (0,0) U (2,—2) U (2,2)
®
Solucién:
1. Observa que la curva define un tridngulo (dibujala), entonces sea z = 1 punto interior a o®
. L/}
o

2. Tomaa f(z) = cosz ya que es una funcion entera, satisface las condiciones dela

féormula integral de Cauchy.
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3. sustituye los valores y resuelve.

1 c0SZ

2im ),z —1

dz = 2im cos(1) = 1.99mi

Un resultado interesante a partir de la formula de Cauchy es su forma extendida, en la cual las

derivadas de funciones holomorfas contindan preservando dicha propiedad.

Ejemplo

z342
(z—1)3

Calcula el valor de la integral gﬁa sobre lacurva |z| =3

Solucion:
1. Ya que el numerador de la integral es de tercer grado, entonces n = 2, ya que por la
formula extendida de Cauchy n + 1 = 3.

. . ) _ 2! z3+2 )
2. Parazy = 1,setieneque f?(1) = —¢ PR ®

2im
3. Calculade f(z) =z +2af'(z) =322y f@(2) = 62.

4. Sustituye los valores obtenidos y calcula la integral.

d N N \ 0\ (\ o
N A )
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3
§ 22 2 i) = (1) = .

Recuerda que los calculos anteriores son posibles por las caracteristicas de ¢ y de nuestra f(z)

que es holomorfa en todo C.

El valor medio para funciones analiticas es una de las aplicaciones que se desprende la formula

integral de Cauchy

Ejemplo

Calcula el valor medio de la funcién f(z) = e?, sobre el circulo |z| < 1.
Solucién

Ya que f esholomorfa, aplica la proposicion anterior y sustituye los valores que sean

necesarios. En este caso z, = 0

f(0)=%j0

2T

; 1
e€ ed@ = 27'[(—) =1
2T

®

2.2. Holomorfismo

©

En la asignatura de Variable compleja | estudiaste funciones que tienen sus prln%ras derivadas

. . . R
continuas (funciones holomorfas). Los teoremas que aprenderas a lo largo de éste subtema se

&\ \
Q

@ ‘ N

@

- . ) e N
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Unidad 2. Analisis complejo
aplican a dichas funciones. Uno de estos resultados es el teorema fundamental del algebra, el
cual garantiza la existencia de raices (multiples o no) en un polinomio de n-ésimo grado sobre
el campo de los nimeros complejos o reales.

2.2.1. Funciones holomorfas

El siguiente teorema te mostrara cémo el comportamiento de una funcién en un punto, puede

determinar el comportamiento en su dominio.

Dejaremos pendiente la demostracion de este resultado hasta la siguiente unidad.
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Ejemplo

Sea u(x,y) = sen(x)cosh(y) sobre la regién D = [0,1]X[0,1], éTiene un maximo (minimo)?
Solucion
Ya que V2= 0, entonces por definicidn u es armdnica y no constante, por lo tanto su maximo

esta en dD= fronterade D .

El valor maximo es: u(1,1) = sen(1)cosh(1) por ser ambas funciones crecientes en [0,1].

Ejemplo &)
©
La siguiente integral se conoce como la férmula integral de Poisson para puntos interiores de
, . g - . °®
un circulo, con ella es posible saber el valor de una funcién armadnica en cualquier punto
interior de dicho circulo. o
94
1 (™  u(R,@)(R?>—r?
u(r,0)=—J — 2 ) 7 do
2m ), R%*+71%—2Rrcos(p —0)
s &\
LAY N ‘\ ®
N \ A ;-\-'\\. .\ \ _',\\.‘ .
) SN oK
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Determina el potencial en un punto (r, ) al interior de un tubo que contiene material
dieléctrico*. La parte superior del tubo es R = 1con 0 < ¢ < m cuyo potencial es 1y la parte

inferiores R = 1con 0 < ¢ < 2m con potencial —1.
Solucién
La funcién del potencial eléctrico se expresa como una funciéon armodnica, por ello es posible

aplicar la férmula anterior para resolver el ejemplo. Ya que R = 1, sustituimos los datos en

u(r,0).

1 (" (1-12 1 (%" (1-1%
u(r,9)=—f 14+712—2 _ O — 5= 2 __ _ d(p
7 T cos(p —0) 2n ), 1+712—2cos(p —0)

Aplica el cambio de variable x = 8 — ¢, de tal forma que u este definida.

2 1+ T 0 1+r 0\ m
a0 = 2en (a5 9) o (Fan) 2

Revisa la parte “para saber mas” donde hay material para que conozcas la construccion de la

férmula integral de Poisson.

El material dieléctrico* se utiliza de aislante, por ser mal conductor eléctrico.
2.2.2. Teorema de Morera (reciproco de Cauchy-Goursat)

El teorema de Morera se conoce como el reciproco del teorema de Cauchy-Goursat. Es util

porque para su aplicacidn basta que la funcién sobre la que se trabaja sea holomorfa.

Teorema de Morera

Sea f(z) continua en una regién D, si gﬁgf(z)dz = 0 para cualquier curva o cerrada en D.

Entonces f es holomorfa en D.
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Ejemplo

. L 1 .
La integral funcidn faz—zdz = 0, donde o es cualquier contorno cerrado que no pasa por z = 0,

ése cumple el teorema de Morera?

Solucion
No, ya que las hipétesis del teorema de Morera se centran en que la funcién sea holomorfa en
todo su dominio. Es muy importante que analices si la funcidn es holomorfa antes de aplicar

cualquier resultado de esta unidad.

Ejemplo

zy estadentrode D

, ; 0ED
z, esta fuera de D

Sea la integral fazd—z tal que{
—40

Solucion

Ya que z, esta fuera de D entonces se cumple el teorema de Cauchy-Goursat, por lo tanto por

1 @

el teorema de Morera f(z) = —
—40

&

@

2.2.3. Teorema fundamental del algebra

o) \ &
w )
- )

El teorema fundamental del algebra es un resultado que se“ﬁplica a los campos de polinomioé
®
(R o €), y garantiza la existencia de raices (ceros de la funcién) dependiendo el grado del
[} AN (o)

mismo. &

o

£ P <
& 2 )
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Ejemplo

Una de las aplicaciones del teorema fundamental del dlgebra que utilizas de manera frecuente
al encontrar los ceros de polinomios de grado n-ésimo, es la descomposicidn de factores por
medio de las férmulas de Vieta, la cual asegura que para cualquier polinomio de la forma

p(x) = a, +a,_1x + -+ x™, se puede descomponer como el producto de factores tales que

p(x) = (x — a)(x — az) - (x — ap).

En base a lo anterior encuentra la descomposicion de factores del polinomio

p(x) = x3 — 6x% + 3x + 10, es decir encuentra los valores para los cuales p(x) = 0.

Solucién
\(\\‘;\«, . X
" N .\ \
o N X
i : Nasa N\
i SN Al
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Unidad 2. Analisis complejo

Por ser una ecuacion de tercer grado que satisface las férmulas de Vieta, el polinomio tiene
tres raices, no sabemos si reales o complejas. Un método tedioso, pero seguro es el tanteo.
Supongamos que (x + 1) es raiz del polinomio y realizamos la divisién

x3 —6x%>+3x+10

=x2—-7x+10
x+1

Por lo tanto tenemos que p(x) = (x + 1)(x* — 7x + 10), ahora supongamos que (x — 2) es

x%-7x+10

raiz y calcula la divisiéon x — 5.

Ya no es necesario hacer mas calculos, ya que hemos obtenido los tres productos de la
descomposicidn del polinomio p(x) = (x + 1)(x — 2)(x — 5), cuyas raices de la ecuacién son -
1,2 y 5. Verifiquemos para p(x) =p(-1) = (-1+ D(x—-2)(x—5) =0(x —2)(x —5) = 0.
Observa que el método anterior funciona cuando la divisién tiene residuo cero, en caso

contrario no se llegard a la solucién deseaba.
2.2.4. Teorema de Liouville

El teorema de Liouville afirma que ninguna funcidn entera (excepto las funciones constantes)

puede ser acotada en todo el plano complejo.

Este teorema se conoce dentro de la fisica estadistica como el Teorema Fundamental de la
mecanica estadistica. Se aplica al estudiar el movimiento de moléculas que se encuentran en el
volumen de un gas. Se escogen varios sistemas similares al que se quiere estudiar, encontrando
promedios de las propiedades de estos sistemas. Esto nos da una solucién aproximada del
problema. El teorema garantiza que la densidad de sistemas alrededor de un sistema dado en el

espacio fisico se mantiene constante.

Antes de enunciar el teorema, es necesario plantear dos resultados para su demostracion.
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Ejemplo

1. Sea f(2) funcidn entera, tal que |f(z)| = 1, muestra que f es constante.

Solucion

Por hipdtesis tenemos que f es entera, por las propiedades de las funciones enteras, %

también lo es siempre que f(z) # 0, ya que el médulo | <1, se cumple que |f(2)| = 1 Lo

@

cual satisface las hipétesis del el teorema de Liouville, por lo tanto f es constante.

Nota: Otra aplicacién importante del teorema de Liouville la encontramos implicita en la

"\ -

demostracién del teorema fundamental del algebra.
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Cierre de la unidad

En esta unidad 2 aprendiste que si una funcidn es holomorfa, su integral puede resolverse por
medio del Teorema de Cauchy, la férmula de Cauchy o el teorema de Morera. El teorema
fundamental del algebra se incluye dentro de estos subtemas porque para su demostracion se
utiliza el Teorema de Liouville (planteado también dentro de los resultados que viste en la

unidad).

Es aconsejable que revises nuevamente la unidad en caso de que lo que se acaba de mencionar
no te sea familiar, o no los recuerdes; de no ser éste tu caso, has concluido la unidad, por lo que
puedes ingresar a la Unidad 3. Series complejas, en la que aprenderas a representar funciones

(que cumplen ciertas caracteristicas) por medio de una serie o series de potencias con términos

complejos a través de los teoremas de Taylor y Laurent.

Para saber mas

Para comprobar los resultados de los ejemplos y ejercicios presentados durante la unidad, te
propongo utilizar el programa Wolfram. Puedes acceder al sitio web desde el siguiente vinculo:

http://www.wolframalpha.com

Revisa los contenidos de la unidad didactica Célculo integral, Calculo de varias variables |, Il y

variable compleja I.

Lee el tema de Funciones armaonicas y construccion de la férmula integral de Poisson.
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