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Presentaciéon de la unidad

Los polinomios son expresiones algebraicas que tienen propiedades y con ellos se pueden hacer
operaciones. El estudio de estas propiedades y sus operaciones permite abordar aplicaciones
del Algebra como la resolucion de ecuaciones, también te permite aplicar el Algebra como una
herramienta potente y util en otras ramas matematicas y de otras ciencias como el Calculo y la
modelacion en la Fisica, Quimica, etcétera.

En esta segunda unidad, abordaras lo que son los polinomios para entender su naturaleza y sus
propiedades. Con esto revisaras los algoritmos bésicos de sus operaciones, asi como otros
algoritmos més concretos que permiten desarrollar operaciones de manera rapida en casos
especificos para simplificar expresiones.

Una parte importante que se ligara después con tus cursos de Calculo es la representacion
gréfica de los polinomios. Es por ello que se abordara el proceso de graficar los polinomios, en la
forma de funciones polinomiales, para que identifiques las consecuencias que tienen en las
gréficas, estas propiedades y sus operaciones.

Competencia especifica

Analiza las propiedades de los polinomios, para plantear o resolver ecuaciones, mediante la
resolucién de ejercicios

Logros alcanzar
Identifica las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién de polinomios.
Identifica y resuelve los distintos tipos de productos notables.
Identifica los distintos tipos de factorizacion y descompone polinomios en factores.
Simula las funciones polinomiales mediante el uso de Geogebra.
Realiza operaciones entre polinomios y las simula mediante Geogebra.
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2.1. Polinomios y sus operaciones basicas

En términos generales, un polinomio es una expresion algebraica formada por una serie finita de
sumandos que involucran variables y constantes. Expresiones como las siguientes son
polinomios de varias variables:

4x3y — 5xy? + 3y3, —9x + 1, 5272 — 45x%z° + 3y>— 2x + 8

De una manera sintetizada se pueden expresar de la siguiente manera:

"3 a (X 0x)
. i1 n

donde a1, ..., @y son constantes (nUmeros de un conjunto), X1, ..., Xp son las variables y cada
Ki1, ..., Kin son nimeros naturales diferentes entre si para cada valor de i.

Comenzaremos con los polinomios de una sola variable o indeterminada que
tradicionalmente se representa por X. Visto asi, la expresion anterior se simplifica a lo que sigue:

n
> ax
i=0

donde ai, ..., anson constantes (nimeros de un conjunto) y se les denomina coeficientes del

polinomio, X es la variable o indeterminada y los diferentes valores para n son nimeros enteros
no negativos. De manera desarrollada la expresion anterior queda como sigue:

n

> axi = apx?+a, xt+. . +ax"
1=0
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Al respecto, podemos hacer las siguientes observaciones:

e Cuando aj = 0 conviene omitir el término cuando se escribe el polinomio. Esto simplifica
la escritura, pero debe ser tomado en cuenta especialmente cuando se hacen
operaciones.

o Altérmino aiX' se le llama término de grado i. En particular al término de grado 0 sele
llama término independiente.

e Eltérmino aox® puede escribirse aoy el término aix! puede escribirse aiX.

e Se conviene que cuando algun aj=1 entonces se omite el “1” en la escritura de ese
término. Asimismo, se conviene en escribir —aix! en lugar de (—ai)x! o de + (—ai)xi.

e Al polinomio 0 se le llama polinomio nulo.

e Se dice que el grado de un polinomio es el mayor de los grados de los términos que
tienen coeficiente diferente de cero.

¢ Como estamos considerando que las constantes y las variables son nimeros reales
(podrian ser de otros conjuntos) aplica la conmutatividad en la suma, por lo que no
importa el orden en que se escriban los términos de un polinomio. Sin embargo, conviene
para muchas operaciones, simplificaciones, desarrollos, etcétera, escribirlos de manera
decreciente segun el grado.

¢ Finalmente, en mas de una ocasion al hablar de un polinomio cualquiera de una variable
utilizaremos la notacion P(X). Es importante que no la confundas con la notacién de
funciones (que tradicionalmente usa mintsculas y comienza con la f) porque son objetos
matematicos diferentes.

Algunos ejemplos de polinomios de una variable son los siguientes:
4+2x+5x, 2, x3+2bx?-x+1, 2-3x°, 6.
(En lo anterior b se toma como una constante.)

Una observacion importante que relaciona lo que hiciste en la unidad anterior con lo que haras
en las préximas secciones de esta unidad es el hecho de que si ai, ..., anson nimeros enteros
(es decir, elementos del anillo Z) entonces el conjunto de polinomios de una variable es también
un anillo, es decir, cumple con los primeros ocho axiomas mencionados en la primera unidad.
Una ventaja enorme es que entonces lo que estudiaste sobre los nimeros enteros en tus
primeros afios de escuela se puede aplicar a los enteros. Veamos como.

Antes que nada piensa en la notacién desarrollada de un nimero entero, por ejemplo 34,912, y

preguntate: ¢qué pasaria si se sustituyera el 10 (en cada uno de los términos) por una variable
indeterminada como X? Lo que quedaria es lo est4 a continuacion, donde el primer renglén es el
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namero considerado en notacién desarrollada y el segundo renglén es un polinomio de grado 4
con una sola variable:

34092= 3x10* + 4x10° + 0x10° + 9x10 + 2

A+ 4x3+9x+2= 3x* + 4x* + 0X + 9x + 2

¢Notas la similitud en la estructura?

Claro esta, nosotros vamos a ampliar esto un poco al permitir que los coeficientes no sélo sean
positivos, sino también negativos, asi como coeficientes que no so6lo son enteros, sino racionales
(expresados como fracciones o con decimales) y hasta irracionales. En resumen, vamos a
ampliar el trabajo de los polinomios a coeficientes gue sean numeros reales (R) pero ello no
quita que la estructura de los polinomios sea semejante a la utilizada en la notacién desarrollada
y eso lo aprovecharas en las siguientes secciones para estudiar los algoritmos de las
operaciones basicas con polinomios.

2.1.1. Sumay resta

La primera operacion es la suma. En los enteros, con o sin notacion desarrollada, te dijeron que
tenias que alinear los sumandos a la derecha para que en la primera columna quedaran las
unidades (de todos los sumandos), luego las decenas, las centenas, etcétera. Asi, por ejemplo,
la suma 3 567 + 12 045 + 892 quedaria expresada en forma de columna y con notacion
desarrollada como sigue:

renglon de acarreos — 1x10° 2 x 102 1x10

3x10° + 5x10% + 6x10 +7
+ 1x10* + 2x10° + 0x10®> + 4x10 +5

8x10° + 9x10 +2

1x10* + 6x10° + 5x102 + 0x10 +4

Ahora bien, observa la suma de polinomios siguiente
(3x3+5x2+6Xx+ 7) + (X*+ 2x3+ 4x + 5) + (82 + 9x + 2).

Considerando las semejanzas en las estructuras que se mencionaron al final de la seccién
anterior observa que la diferencia entre la suma de nimeros (en notacion desarrollada) y la de
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polinomios es practicamente que se sustituyé nuevamente “10™ por “X". Eso nos lleva a que la
suma de polinomios en forma de columna queda como sigue:

3 + 5% + 6Xx + 7
+ x4t + 22 + 0 + 4 + 5

8> + 99X + 2

w t 5 + 13x2 + 19X + 14

Es importante notar que, a diferencia de la suma de nimeros, en esta suma no aparece el
primer renglén de “acarreos”. Esto es porque en el caso de polinomios los coeficientes son
nameros reales y en el caso de la primera suma los coeficientes son sélo los digitos. Pero la
estructura es la misma.

También es muy importante que notes que en la suma de polinomios los términos no estan

ordenados de acuerdo a “‘unidades”, “decenas”, “centenas”, etcétera, sino al grado de los
polinomios. Esto quiere decir que la parte literal (variables y potencias) coinciden en cada
columnay a los términos de cada columna se les denomina términos semejantes.

Podemos pues escribir la suma de polinomios como sigue y a la derecha una manera
simplificada (el resultado) que se obtiene reduciendo términos semejantes:

(3x3+5x2+6x+ 7) + (X*+ 2x3+ 4x + 5) + (8x2+ 9x + 2) = x*+ 5x3+ 13x?+ 19x + 14.

En cuanto a la resta, aprovecharas las similitudes mencionadas y asi esta operacion se define
como la suma del minuendo y del inverso aditivo del sustraendo. En cuanto al inverso aditivo se
tiene que si P(X) es un polinomio, entonces su inverso aditivo (denotado por —P(x)) es el
polinomio que sumado a P(X) produce el polinomio nulo o cero. Para términos practicos —P(X) se
obtiene cambiando los signos del polinomio P(X) por lo que la siguiente resta se simplifica de la
siguiente manera:

(Bx3+5x2—6X+7)— (X*—2x3—4x+5) = (3x3+ 5x2— 6Xx + 7) + (—x*+ 2x3+ 4x - 5) =
=—x*+(3+2)x3+5x2+ (4—-6)x+(7-5) =
=—x*+5x3+5x2—2x + 2

Observa que en este Ultimo caso también se aprovecho el axioma 5 de distributividad, pues asi
se agruparon los coeficientes de los términos que tienen el mismo grado. Este ultimo proceso se
llama reduccion de términos semejantes.
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También observa que el signo de la resta afecta a los signos de todos los coeficientes que estan
dentro del paréntesis al que antecede. El procedimiento “usual’, que toma como implicitos tanto
la definicion de la resta como el uso del axioma 5, indica “multiplicar” el signo de la resta y
“distribuirlo” sobre la suma que esta dentro del paréntesis. Cuando ya se tiene practica con el
manejo de los signos es mas rapido hacerlo asi y entonces simplificar la operacion anterior como
sigue:

(BxP+5X2—6X+7)— (X*—2x3—4x +5) =3x3+5x2—6X + 7 —x*+ 2x3+4x - 5=
= x4+ 5x3+5x2—2x + 2

n

En resumen, si P(X) y Q(X) son los polinomios P(x) = Z 84X =aox’+a x'+.+ax"

m

_ I _ 0 l & suponiendo que m > n, entonces la suma de los polinomios queda
O(x)= Y b,x’ =byx"+b,x +..4 bx" Y Sud g p g
i =0

P(x)+ O(x) =i ax,; _hm;bjx!_ = (ax 4 a X+ ..+ a,,x")+ (bx0+b,x1+ ot bmx”’)=
i 0 0

=(ay+b, )X°+ (@ +b, ' +..4(a +b,)x"+ ..+ (a +b, k" =

=Zm(af+b;)xj-
J=0
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Y por su parte la resta P(X) — Q(X) queda como:

P(x)—Q() =P +[-Q)] = Xioa;x; + (=X by x7)=Xi o a; x; + X7 o (b x7)=
= (aox® + a;x™ .. 4apx™) + (=box® — bix+...- byyx™)=

=(ag — bo)x® + (ay — by) x'+...4(ap — by) X"+ ...+ (@ — byy) XM=

=Xj=o(aj — bj)x’

2.1.2. Multiplicacion

En este caso ocurre algo similar que para la suma y la resta, asi que puedes compararla con la
multiplicacién de niumeros en la notacion desarrollada. Por ejemplo, cuando se calcula el

producto 356 x 42 utilizamos la propiedad distributiva (axioma 5) de manera implicita, por lo que
el resultado queda de inicio como:

(3x102+ 5x10 + 6) x (4x10 + 2) = [(3x10% + 5x10 + 6) x (4x10)] + [(3x10? + 5x10 + 6)x2]

Puedes notar que se distribuy6 el factor izquierdo sobre la suma del factor derecho. Escrita de
esta manera la multiplicaciéon entonces se procede a hacerla en columnas:!

(3x102 + 5x10 + 6)

x (4x10 + 2)
(3x102+ 5x10 + 6) x 2 — 6x102 + 10x10 + 12
(3x102+ 5x10 + 6) x (4x10) — 12x10° + 20x102 + 24x10

Falta calcular la suma final de estos dos productos, la cual estad marcada en el desarrollo original
gue aparece mas arriba, pero que nuevamente aparece abajo y esta sefialada por una flecha

gue apunta hacia abajo:
1

(3x10%+ 5x10 + 6) x (4x10 + 2) = [(3x10%+5x10 + 6) x (4x10)] + [(3x10%+ 5x10 + 6)x2]

T T
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Observa que nuevamente se aplicé la propiedad distributiva dos veces en los dos ultimos
renglones de la operacion (los que estan debajo de la linea horizontal). Asi que, en resumen, se
aplico:

e Primero la propiedad distributiva del factor izquierdo sobre la suma del factor derecha.

e Después se aplicd nuevamente para cada uno de los sumandos que aparecen marcados
en la Ultima expresion de arriba con lineas punteadas y flechas hacia arriba.

Vamos a continuar con estas Ultimas observaciones para hacer mas simplificado el proceso.
Para el caso particular del producto de los polinomios 3x?+ 5X + 6 y 4x + 2, y considerando en
los dos primeros renglones de los siguientes cada uno de los puntos recién mencionados, se
tiene que:

(3X2+ 5x + 6) (4x + 2) = [(3x?+ 5x + 6) (4x)] + [(3x?+ 5x + 6) (2)] =
= [(3x2)(4x) + (5x)(4x) + (6)(4X)] + [(3x)(2) + (5%)(2) + (6)(2)] =
= (12x3 + 20x2 + 24x) + (6x? + 10x + 12) =
=12x3+ 26x2+ 34x 12

1Las multiplicaciones en las potencias explican el por qué “recorremos” un lugar hacia la izquierda el segundo
renglén de multiplicaciones.
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Observa que a partir del tercer renglén es practicamente una suma de polinomios (incluyendo
una reduccién de términos semejantes).

En particular elevar un polinomio a una potencia N implica realizar una multiplicacién del
polinomio por si mismo n veces. Por ejemplo:

(4x + 2)° = (4x + 2) (4x + 2) (4x + 2),
(3x?+ 5x + 6)"= (3x?>+ 5x + 6) (3x>+ 5x + 6) -+ (3x2+ 5x + 6).

E i 0 1 n

. : . . 0 1
En resumen, si P(x) y Q(X) son los polinomios P(X) = ax =ax+aXx+.+a X”y
i=0

m

Z ] H ° 0 ' 1 " m
QX)= b xi=bx +bx+.+b X entonces lamultiplicacién de los polinomios

j=0
gueda como:

IR TR o

P(x)-Q(X) =|\Z ai X )|| > bjx J:(%X +aX ot a,x )-(box +byx Fooe X )=

i=0 j=0

=(ab x%+(ab+ab )x'+.(ab +ab +ab )x2+..+(ab Jx =

00 01 10 0 2 11 20 nm
nem( A\
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:Z| Zaibj Ix.
Y

k=0 it j=

2.1.3. Division

Te explicaremos el caso de la division utilizando las similitudes con la notacién desarrollada,
pero primero hay que decir lo siguiente:

Los polinomios con coeficientes enteros como estructura algebraica son un anillo y por lo tanto
no cumplen con el axioma 9 de la existencia de inverso multiplicativo para todos sus
elementos. En otras palabras, a diferencia de los nUmeros reales donde podemos expresar el
resultado de una division como un ndmero racional (en @) o bien utilizando notacién decimal
(sea finita 0 no), en el caso de los polinomios habra muchisimas divisiones que no sean exactas
y tengan residuos. Asi que la vieja expresion aprendida en la primaria de “tal nUmero entre otro
da tanto y sobra tal cosa” se repetira aqui.

En particular si se quiere calcular la operacién
P(X) + Q(X), con Q(X) un polinomio no nulo, tendremos que buscar los polinomios D(X) y R(X) que
satisfagan la expresion: P(x) = Q(x) D(x) + R(x).

Resulta que en la expresion anterior Q(X) no puede ser el polinomio nulo, pero P(X), D(X) y R(X) si
pueden serlo. ¢ Por qué crees que ocurre esto?

De manera rapida te explicamos una division de enteros, digamos 3 637 =+ 302, en notacion
desarrollada para después retomar la estructura como base para continuar:

(1x10) + 2 « Cociente
(3x109) +(0x10)+2[ (3%x10% + (6x10) + (3x10) + 7
- [83x10% + (0x10) + (2x10)] \’
(0x10% + (6x10) + (1x10) + 7
— [(6x10%) + (0x10) + 4]
(0x109 + (1x10) + 3 <« Residuo

Ciencias Exactas, Ingenierias y Tecnologia | Logistica y Transporte 12
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El resultado es 12 y el residuo es 13. Asi que con la divisidn podemos saber que estos nimeros
cumplen con la siguiente igualdad:

3637 =302 x 12 + 13.

Para los polinomios ocurre lo mismo. Si P(X) = 3x3+ 6x%+ 3x + 7y Q(X) = 3x?+ 2 entonces la
divisién se lleva a cabo de la siguiente manera:
X + 2 « Cociente, D(X)

3X2+21 3¢ + 6X2 + 3 + 7

- (3

+

oX2 + 2X) J

ox + 6x2 + X + 7

- (6x2 + O0x + 4)

ox2 + X + 3 « Residuo, R(X)

Asi que los polinomios buscados son D(X) = x + 2 y R(X) = x + 3 de tal manera que se cumple la
expresion considerada:
X3+ 6X2+3X+7=(3x>+2) (x+2) + (x+ 3).

Dos observaciones al respecto de la division de polinomios:

e En primer lugar, para un par de polinomios P(x) y Q(X), con Q(X) diferente al polinomio
nulo, la pareja de polinomios D(X) y R(X) resultantes es Unica.
e Ensegundo lugar, el grado de R(x) es menor que el de Q(X).

Como veras, la division queda determinada a partir del producto y la suma, por lo que no se van

a necesitar que existan los inversos multiplicativos siempre. Cuando se necesite expresar la
P(X)
divisién anterior en la forma de una fraccién racional o ——— entonces esto quedaria como

Qx)

sigue:

Ciencias Exactas, Ingenierias y Tecnologia | Logistica y Transporte 13
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PO _ g, RO
Q(X) Q(x)

Observa que si la division es exacta (es decir, Q(X) divide a P(x)) entonces R(X) =0y la

expresion anterior queda reducida a

PO =D(X) .

Q(x)
En este caso se dice que Q(x)-D(x) es una factorizacion de P(x).

Las fracciones racionales las abordaremos nuevamente al final de esta unidad, pero ten
presente que te las vas a encontrar muchas veces en tus cursos de Calculo.

2.2. Productos notables

Los productos notables son casos de productos de polinomios en donde existe cierto patréon
especifico y entonces se pueden desarrollar en su forma general y asi establecer un algoritmo
para cada uno de ellos. Esto nos lleva a dos comentarios importantes que debes tomar en
cuenta:

e Los productos notables son productos de polinomios, por lo que en cualquier caso se
pueden desarrollar utilizando el algoritmo general para la multiplicacion.

e Laventaja de aprenderse de memoria los algoritmos para los diferentes productos
notables es que cuando se necesita desarrollar la multiplicacion el proceso es mas corto
y expedito. En otras palabras, estos algoritmos se convierten en una herramienta para
hacer mas eficiente el trabajo algebraico.

Los productos notables son varios, pero haremos hincapié en esta parte de la unidad en tres de
ellos:

e Elcuadradoy el cubo de un binomio.

e El producto de dos binomios conjugados.

e El producto de dos binomios que tienen un término comun.

Ademas, a partir de este momento comenzaremos también a considerar los polinomios de varias
variables porque asi te los encontraras mas adelante.

Ciencias Exactas, Ingenierias y Tecnologia | Logistica y Transporte 14
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2.2.1. Cuadrado y cubo de un binomio

Como se menciono6 previamente, un binomio al cuadrado o al cubo es lo mismo que multiplicar el
binomio por si mismo dos o tres veces, respectivamente. Considera un binomio general (a + b),
donde ay b pueden ser cualquier nimero real, cualquier monomio (de una o varias variables) o
incluso cualquier polinomio (de una o varias variables). Con esto se hace el desarrollo
correspondiente y la simplificacion para el binomio al cuadrado:

(@+b)=(a+b)(a+b)=(a+ba+(@+bb=a2+ab+ab+b?=
=a? + 2ab + b2

Esto quiere decir que el primer término se obtiene elevando el primer término del binomio al
cuadrado, el segundo es el doble del producto de los dos términos y finalmente el tercer término
se obtiene elevando el segundo término del binomio al cuadrado.

Algo importante es que el resultado del binomio al cuadrado, es decir, las expresiones del tipo
a2+ 2ab + b?se les conocen como trinomio cuadrado perfecto y en la préxima seccion las
retomaremos para el proceso de factorizacion.

Observa los siguientes ejemplos:

X3+ (=3x)]% = (x¥)2 — 6x* + (—3x)? = x® — 6x* + 9x°.

[ab + (a%— 3)]? = (ab)? + 2ab(a®— 3) + (a>— 3)?= a%b? + 2a%bh — 6ab + (a*— 6a’+ 9) =
= a*+ 2a%h + a?b?— 6a%— 6ab + 9.

Puedes ver el ejemplo que proporciona Julio Rios en su video Binomio al cuadrado que esta
disponible en https://youtu.be/06PKQJEQqQl4

Para el binomio al cubo el desarrollo quedaria como sigue:
(@+b)®=(a+b)?@+b)=(a+b)?a+(a+b)’b=(a?+2ab+b%a+ (a2+ 2ab+b?b=

=ad+ 2a%b + ab?+ a2b + 2ab?+ b3 =
= a3+ 3a%b + 3ab? + b3,
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Observa que los exponentes van decreciendo para uno de los términos y van aumentando para
el otro. Los coeficientes aumentan y luego disminuyen. Asi que dos ejemplos:

(X = 3y)%= x3+ 3x3(=3y) + 3X(=3y)?+ (—=3y)*= x3— 9x?y + 9xy?— 273,
(2x%y + y)3 = 8x8y3 + 12x4y3 + 6X2y° + y°,

Puedes ver el video Cubo de un binomio de Julio Rios que estéa disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=8Ncm_ZsPrmQ

2.2.2. Binomios conjugados

Se dice que dos binomios son conjugados si son iguales excepto en que en uno de ellos un
signo es diferente. Por ejemplo las siguientes dos parejas de binomios son conjugados: (Xy + 3)
y (Xy — 3), asi como (a?— b3 y (-a?— b?). Cuando se hace el producto de estos binomios y se
simplifica el resultado lo que se obtiene es, de manera general, lo siguiente:

(@+b)(a—b)=(a+hja—(a+hbb=a?+ab—ab—b?=
=a? - b2

Es decir, lo que se obtiene es la diferencia de los cuadrados de los términos de los binomios
originales.

Dos ejemplos son: (X —3y) (x+ 3y) = X2— (3y)?=x2- 9y
(2¢y +y) (2x%y —y) = (2x%y)* - y2 = 4x*y -y

Ahora observa el video Suma por diferencia de Julio Rios que esta disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=xHOd1suuYsM

2.2.3. Binomios que tienen un término comun

También estéa el caso de que se multipliguen dos binomios en los que aparezca un término
comun como por ejemplo (2X + 5Yy) y (4x2 + 5y), donde el término comun es 5y. El planteamiento
general es el siguiente:
(x+c)(x+d)=(x+c)x+(x+c)d=a?+cx+dx+cd=
=x2+ (c + d)a + (cd).

Como se puede ver, el primer término es el término comun en los binomios elevado al cuadrado,
el segundo término (¢ + d)x es el mismo término comin multiplicado por la suma de los términos
no comunes en los binomios y el tercer término es el producto de los mismos términos.
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Ahora observa dos ejemplos al respecto:

(X +3) (X=5) = X2+ (3 =5)X + (3)(=5) =
= X% —-2x-15.
(4xy + ) (5 +Y°) = (¥3)*+ (4xy + B)y*+ (4xy)(5) =
=y8 + (4xy + 5)y® + 20xy.

En el segundo ejemplo nota que el polinomio 4xy + 5 no puede simplificarse mas, asi que se
tiene que dejar de esa manera y no como en el primer ejemplo donde si se pudo simplificar.

2.3. Factorizacion

La factorizacion es el proceso de encontrar los factores de algun nimero, en este caso, un
polinomio. Recuerda que en la parte dedicada a la divisién de polinomios se mencioné que
cuando el polinomio P(x) es dividido de manera exacta por otro polinomio Q(x) entonces se dice

P(x)

gue Q(X)-D(x) es una factorizacién de P(x), donde ﬁ:

D(x)

Lo anterior se plante0 para polinomios de una sola variable, pero lo podemos ampliar para
polinomios de varias variables y asi aplicarlo en procedimientos mas complejos que veras mas
adelante, como es la resolucién de ecuaciones y en tus cursos de Algebra lineal y Célculo.

Al momento de buscar factores para polinomios se descubre que algunos de éstos pueden ser
factorizados, pero otros tienen una estructura o una forma que permite establecer una relacion
con los procesos previos de los productos notables.

Por ejemplo, cuando se menciond el producto notable binomio al cuadrado se dijo que su
desarrollo produce un trinomio cuadrado perfecto. Esto quiere decir que si uno identifica que
se tiene un trinomio cuadrado perfecto, entonces podemos hallar una factorizacion en forma de
un binomio al cuadrado.

En la siguiente tabla aparece esta relacion que si se lee de izquierda a derecha es un proceso de
desarrollo de productos notables y si se lee a la inversa es un proceso de factorizacion:
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Producto notable Factorizacion

A\ 4

. . desarrollando . )
Binomio al cuadrado © B o Trinomio cuadrado perfecto
B

AN

(a+hb)? = a’+ 2ab + b?

A 4

desarrollando

Binomios conjugados ) Diferencia de cuadrados

., i B m
N\

(a+b)(a-h) = a2 — b2

>
. . — , desarrollando . .
Binomios con un término comun ) Trinomio de la forma

, H B mw
Y

(x+c¢) (x+d) = X2 +ax+Db

Las tres técnicas de factorizacion recién mencionadas las veras a continuacion, pero primero se
te mencionara el caso de cuando se tiene un polinomio y cada uno de sus términos tiene un
factor coman.

Considera, por ejemplo, el polinomio —8x2y — 4x2 + 6xy?+ 2xy + 10x. Tras una breve inspeccion
puedes detectar que todos sus términos tienen como factor coman 2X por lo que puedes aplicar
el axioma 5 de distributividad para hallar una factorizacion:

—8X2y — 4x2+ BXy? + 2Xy + 10X = (2X)(=4Xy) + (2X)(=2X) + (2X)(3y?) + (2X)(Y) + (2X)(5) =
= 2X (—4Xy — 2X + 3y? + y + 5).

Esta Gltima expresion es una factorizacion de polinomio original y la técnica utilizada se le llama
factorizaciéon por factor comun. Para reforzar los conceptos mencionados, puedes ver los
siguientes videos:

¢ Rios, J. (2009) Factor comun. Disponible en:_
http://www.youtube.com/watch?v=LWyZSXsMAr8

¢ Rios, J. (2009) Factor comun por agrupacion de términos. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=uhN2eVLAEDw&t=29s
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2.3.1. Trinomio cuadrado perfecto

Un trinomio cuadrado perfecto es un polinomio de la forma
a2 + 2ab + b2,

Donde a 'y b pueden ser términos (monomios) o bien polinomios. Este hecho dificulta a veces su
identificacion, pero permite llevar a cabo una factorizacién en un binomio al cuadrado.

Por ejemplo los siguientes son polinomios que pueden ser identificados con la estructura de los
trinomios cuadrados perfectos:

X2+ 6X + 9,
16y? — 24wy + 9w?,
X2+ 2XY + 2X+ Y2+ 2y + 1 = X2+ 2x(y + 1) + (y + 1)2.

Una vez identificada la estructura de trinomio cuadrado perfecto, entonces se puede proceder a
factorizar considerando el proceso inverso al visto en el desarrollo del producto notable binomio
al cuadrado:

a? + 2ab + b? = (a+ b)%

Asi que para cada uno de los casos de arriba se tienen las siguientes factorizaciones:
X% + 6X+ 9 =(x+ 3)
16y? — 24wy + 9w? = (3w — 4y)?,
X2+ 2x(y + 1) + (Y + 1)2=[x2+ (y + D]~

Observa que en el ultimo ejemplo es muy complicado identificar que es un trinomio cuadrado
perfecto si se toma el desarrollo simplificado que aparece mas arriba, porque entonces se puede
escribir directamente como:

X2+ 2Xy + 2X + Y2+ 2y + 1 = [x2+ (Y + 1))~

Es por ello que la practica es lo que resulta Gtil para la identificacién adecuada.

Ahora observa el video Factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto de Julio Rios que esta
disponible en: http://www.youtube.com/watch?v=1dvGz8vQCeU

2.3.2. Diferenciade cuadrados

La diferencia de cuadrados es un polinomio de la forma a’— b2, con ay b términos o
polinomios. El producto notable que le corresponde es el de binomios conjugados, por lo que
su factorizacién queda como sigue:
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(a+b) @a—bh).

Por ejemplo, los miembros izquierdos de las siguientes igualdades son diferencias de
cuadrados y los derechos son sus respectivas factorizaciones en forma de diferencias de
cuadrados:
16x?> — 81 = (4x + 9) (4x-9),
9w? — 25y? = (3w — 5y) (3w + 5y),
(3x +2)?— (4y)*=[(3x + 2) + 4y] [(3x + 2) — 4y].

Puedes observar como se hace una Factorizacion: Diferencia de Cuadrados, en el video de
Julio Rios que esta disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=tABhBMtBmSY

2.3.3. Trinomio de laforma x2+ax +b
El Gltimo caso que vamos a considerar es cuando se tiene un trinomio de la forma X2 + ax + b.

En este caso el producto notable que le corresponde es el de binomios con un término
comun. El desarrollo que le corresponde es el siguiente:

(x+c) (x+d)=x%+(c+d)x+cd.
Esto quiere decirquea=c+dy b =cd.

Un ejemplo de trinomio de esta forma es X2+ 11x + 30. Entonces la idea es hallar dos nimeros
gue sumados den 11, porque seran la suma ¢ + d, y multiplicados den 30 porgue seran el
producto cd. La respuesta es 5y 6, asi que el trinomio de arriba se puede reescribir y factorizar

como
x>+ 11x +30=x?>+ (5+6)x+ (5) (6) = (X + 5) (x + 6).

Otro ejemplo en el que aparecen los signos diferentes es el polinomio X2 — 5X — 84. En este
caso es necesario hallar un par de numeros que sumados den -5 y multiplicados den —84. Estos
nameros son —-12 y 7, por lo que la factorizacion queda como:

X?—5X—84 =x2+ (=12 + 7)x + (-12)(7) = (x— 12) (x + 7).

Como veras, los signos influyen en los resultados y juegan un papel en la dificultad para
identificar los términos involucrados.

Incluso podemos considerar ejemplos mas dificiles de identificar que involucren a otras
variables, como es el caso del polinomio x2 + (2y? — 3z)x — 6y?z, cuya manipulacion y
factorizacion quedaria como sigue:

X2+ (2-y2 = 32)x — 6Y?z = x* + (2y? — 32)x + (2y?) (=32) = (X + 2y?) (x — 32).
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Como ya se mencion0, serd necesario que practiques para que desarrolles habilidades para
identificar las formas de los polinomios que puedan factorizarse y asi manipularlos
adecuadamente.

Te invitamos a ver el video Factorizacién de Trinomios de la forma x(2n)+bx”"n+c de Julio Rios
gue esta disponible en: http://www.youtube.com/watch?v=TZcUxblgnDk

Toma en cuenta que en el video aparece un caso general de exponentes 2n y n para los
primeros términos y el que hemos expuesto en esto Ultimos parrafos es para cuandon =1, es
decir, para cuando el primer término del trinomio es 2 y el segundo es uno.

2.4. Graficas de polinomios

Los polinomios, al igual que muchos otros objetos matematicos, pueden representarse
graficamente y esta representacion permite observar de otra manera sus propiedades, sus
operaciones y las repercusiones que se tienen cuando se modifican sus parametros. El cambio
de representacion y el observar las repercusiones de sus propiedades te permitira también
ampliar la comprensién al respecto y luego aplicar las habilidades desarrolladas para interpretar
gréaficas en casos como los que estudiaras en el Calculo o en la aplicacion de modelos de
logistica.

2.4.1. Sistema cartesiano

La representacion de los polinomios se hace en el llamado plano cartesiano,?el cual es el
mismo que el plano geométrico tradicional pero con la introduccién de un marco de referencia
necesario para aplicar el método analitico en el estudio de los objetos geométricos. Este marco
de referencia son dos rectas no paralelas (generalmente perpendiculares y asi las trabajaremos)
gue se llaman ejes cartesianos. El punto donde se cortan los ejes se establece como el origen,
es decir, como el punto de inicio para medir las distancias pues los dos ejes funcionan como las
rectas numeéricas gue se trabajan desde la Primaria.

Tradicionalmente y por facilidad, un eje se dibuja de manera horizontal y el otro vertical. Al eje
horizontal se le llama eje de las abscisas y al vertical eje de las ordenadas, siendo que al
primero se le asigna la X como variable para representarlo (queda como eje X) y al segundo se le
asigna la y (para ser el eje y). Hay que mencionar que las dos rectas mencionadas dividen al
plano en cuatro regiones que se denominan cuadrantes, siendo el primero el que esté en la

parte superior derecha y luego siguiendo la direccion opuesta a las manecillas del reloj estan los
siguientes tres.

2El nombre hace referencia a René Descartes, un fildsofo y matematico francés. Aunque en realidad Descartes no
utilizo los ejes cartesianos en su trabajo, se le ha llamado asi porque propuso el método analitico para estudiar los
objetos geométricos. Este método llevd, inevitablemente, a considerar un marco de referencia que son los ejes.
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De esta manera cada punto en el plano se puede representar por una pareja ordenada de
nameros y viceversa. El énfasis en la palabra “ordenada” se refiere a que el primer nimero de la
pareja siempre correspondera a la medida horizontal de la distancia desde origen al punto en
consideracion y el segundo nimero sera la medida vertical de dicha distancia. Juntos, la pareja,
son las coordenadas del punto.

Por ejemplo, en el dibujo de abajo se representan los ejes cartesianos del plano y un punto A.
Sus coordenadas (2.62, 2.56) indican que se encuentra a 2.62 unidades a partir del origen hacia
la derecha de manera horizontal y 2.56 unidades a partir del origen hacia arriba.

~

54

A = (2.62, 2.56)

<
T Y

-2+

Por ejemplo, los puntos P(-5.5,-4.5), Q(2,6), R(-6,4) y S(4,-2) aparecen graficados a
continuacion:
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.Q= (2, 6)

R= (-6, 4)

2. S5=4,2)

JP=(55,-45)
_5 n

Algo que le otorga mucha potencialidad a este tipo de representaciones graficas de los objetos
algebraicos es el hecho de que se pueden representar cosas como ecuaciones y funciones que
graficamente aparecen como rectas, curvas, circunferencias, etcétera. La idea basica es que en
el caso de las ecuaciones, los puntos del plano que le corresponden son aquellos cuyas
coordenadas satisfacen o hacen verdadera a la expresion algebraica y para el caso de las
funciones son aquellos que cumplen con una regla que vincula a la segunda coordenada (la
ordenada) con la primera (la abscisa).

Por ejemplo, a una ecuacién del tipo X* + y2 = r? le corresponde una circunferencia, porque
sélo los puntos que estan en una circunferencia hacen que la ecuacién (como si fuese una
proposicion) sea verdadera como expresion numérica. Por otro lado, a una funcion del tipo

f(x) = ax?le corresponde una parabola, porque existe una cierta relacion establecida entre cada
uno de los valores de la y (la funcién f) y los otorgados a la x.

En la siguiente seccion se abordard las graficas de unas funciones en particular que le
corresponden a los polinomios de una sola variable.
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2.4.2. Funciones polinomiales

Las graficas de las funciones usualmente se “leen” (se grafican y se interpretan) de izquierda a
derecha, siguiendo de hecho el orden en los nlimeros reales.? Esto es lo usual porque los valores
de X (que corresponden al eje de las abscisas o el eje X) son los que asignamos para gue los
valores de y queden establecidos.

Lo que vamos a graficar en esta seccion de la unidad son las funciones polinomiales y no los
polinomios en si. Aungue la diferencia parece trivial no lo es en términos conceptuales: Un
polinomio contiene una o varias variables a las que se les pueden o no asignar valores y
obtenemos en todo caso un nimero. Una funcién, por el contrario, establece obligatoriamente la
relacion entre al menos dos variables, cada una de ellas pertenecientes a un conjunto, con la
restriccion de que a cada elemento del primer conjunto (en este caso los representados por X) le
toca uno y so6lo un elemento del otro conjunto (que serian representados por Y). Los polinomios
son objetos que se estudian como conjunto con propiedades que pueden ser operados mientras
gue las funciones son objetos en los que se estudian las relaciones entre variables.

Hecha la aclaracion anterior, en términos practicos pareciera que no hay mucha diferencia y en
muchas ocasiones se confunden las dos cosas. Hay que aclarar que a partir de este momento
s6lo vamos a considerar los polinomios de una sola variable,* asi que podremos definir que si
tenemos un polinomio de una sola variable como se defini6é previamente, entonces la funcién
polinomial p(X) quedaria como:

p(x):;aixi

px)=ax’+ax +..+ax".

En los cursos de Calculo estudiards mucho mas ampliamente las funciones (reales de variables
reales) y veras que algunas son continuas para todos los valores de X (R), es decir, que sus
graficas no tienen agujeros o rupturas, mientras que para otros casos si existen estas
discontinuidades en las gréficas porque las funciones no son continuas. El caso de las funciones
polinomiales es el primero: para todos los valores de X siempre hay valores de Yy, asi que estas
funciones son continuas y no tienen rupturas en sus gréficas. Esta propiedad importante de las
funciones facilita la grafica y garantiza muchas propiedades que verads mas adelante en tu
carrera.

3Eltérmino “usual” estd entrecomillado porque existen otros sistemas de coordenadas que no se leen de esta
manera ya que el orden de los nimeros se representa de manera diferente en la grafica.

4Si se consideran polinomios de dos variables entonces la grafica de las funciones polinomiales no serfa en el plano,
sino en el espacio (dos dimensiones por las dos variables del polinomio y una dimensién por los valores que toman
las funciones).
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Asi que aprovechando la continuidad podemos comenzar a esbozar algunas graficas a mano.

Para ello es necesario tener una hoja cuadriculada. EI método mas comun es el tabulado y
después trazar los resultados en el papel. Consideremos el polinomio x3— 3x2+ x + 5, asi que la
tabla de valores quedaria como sigue:

Nombre | Valor de X Operaciones Valor de p(X) | Coordenadas
A -5 (-5)%-3(-5)?+ (-5) + 5 —200 (-5,—200)
B -4 (-4)3-3(-4)*>+ (-4) +5 -111 (-4,-111)
C -3 (-3)3-3(-3)?+ (-3) +5 -52 (-3,-52)
D -2 (-2)3-3(-2)?+ (-2) +5 -17 (-2,-17)
E -1 (-1)3-3(-1)2+ (1) +5 0 (-1,0
F 0 (0)*-3(0)%+ (0) + 5 5 (0,5)

G 1 (1)*-3(1)%+ (1) +5 4 (1,4)
H 2 (22-3(2)%+ (2) +5 3 (2,3)
| 3 (3*-3(3)2+(3) +5 8 (3,8)
J 4 (4)3-3(4)*+(4) +5 25 (4,25)
K 5 (5)2-3(5)%+ (5) + 5 60 (5,60)

Con estos datos se ubican los puntos en el plano cartesiano y, como existen valores intermedios
entre cada uno de los puntos (por el axioma de completez de Ry de que como funcion continua,
su grafica no puede tener “agujeros” la grafica), lo comun es unir los puntos con segmentos, asi
gue el resultado es una grafica como sigue:
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Algunos puntos quedaron fuera de la hoja, asi que concentrémonos en los que si aparecieron.

¢, Observas que los puntos graficados no siguen un patrén lineal?, entonces queda la pregunta si
realmente entre cada pareja de puntos la grafica es un segmento de recta. Veamos un
acercamiento entre el 1y el 2. Para los valores de x y de y se obtiene la siguiente tabla (so6lo
aparecen las coordenadas):

Punto Coordenadas Punto | Coordenadas
L (1.10,3.80) Q (1.60,3.02)
M (1.20,3.61) R (1.70,2.94)
N (1.30,3.43) S (1.80,2.91)
0] (1.40,3.26) T (1.90,2.93)
P (1.50,3.13)
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En punteado aparecen los segmentos de la primera grafica, asi que puedes observar que hay
una diferencia entre la primera grafica y la dltima. De hecho, incluso se nota que el punto mas
bajo en la grafica (en ese intervalo) no esta en el punto (2,3), sino méas bien cercano al

(1.8, 2.91). Con esto podriamos pensar que la gréfica en realidad no estd compuesta de
segmentos de recta, pues entre mas cercanos se grafiquen los puntos mejor se ira delineando
una linea curva de la gréafica de la funcion. Esto no quiere decir que graficar a mano y tabulando
sea un trabajo inutil. Si bien carece de algo de exactitud, si proporciona un eshozo y una idea
rapida.

En lo sucesivo vamos a utilizar una herramienta para hacer algunas exploraciones y
actividades. Esta herramienta es un programa de computadora, basado en Java, que se
denomina Geogebra. Para facilitar su uso e instalacion descarga los siguientes documentos que
se encuentran disponibles en la seccion Material de apoyo del aula virtual.

v' Guia para instalar Geogebra
v" Manual de usuario Geogebra
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Esta aplicacion, grafica una funcion polinomial de la forma p(x) = aix" + ax"1 + e. Los valores
de los coeficientes y los exponentes se controlan con los deslizadores que estan arriba a la
izquierda. Utilizando el raton muévelos y observa como cambian los valores en la vista
algebraica a la izquierda y la grafica en la ventana de la derecha. Al final de estos movimientos

da clic en el icono = para que la pantalla quede nuevamente como al inicio.

Sin modificar los valores de los coeficientes (a1, az y €) modifica el valor del exponente N y
observa lo que ocurre. Te daras cuenta de que al variar los valores desde 1 hasta 10 se
comienza con una recta, luego una parabola, después una curva cubica y asi sucesivamente.
Dos sucesos puedes observar:
¢ Siel grado de la funcion polinomial es impar entonces la gréfica aparece abajo a la
izquierda y desaparece arriba a la derecha. Si, por el contrario, el grado es par entonces
la gréfica aparece y desaparece arriba.
e Entre mayor sea el grado de la funcion mas “aplanada” es la parte central de la gréfica.

Deja el valor del exponente fijo y cambia los valores del coeficiente del término de mayor grado
(a1). Observa que en general se mantiene la forma de la gréfica, pero al cambiar el signo del
coeficiente cambia la orientacion de la gréafica:

e Sines pary a;es positivo entonces la gréfica es algo semejante a una “U”. Si, por el
contrario, a: es negativo entonces la U se invierte.
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Sines impary a; es positivo la grafica es como antes (va de abajo a la izquierda a arriba

[ ]
a la derecha). Si a1 es negativo entonces la gréafica se invierte y va de arriba hacia abajo.

Finalmente, el dltimo coeficiente se llama € porque es el término independiente. Al modificarlo
observaras que la gréfica sube y baja con respecto a los ejes cartesianos.

Al igual que en el caso anterior hay algunos deslizadores para graficar una funcién polinomial de
quinto grado que tiene coeficientes racionales:

1
o) =a L s 55 . 17 5 885 , 9,
aklo 100 100 1000 100
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a es un numero por el que se multiplica todo el polinomio y €, nuevamente, es el término
independiente.

Manipula los valores de ay observa que el resultado que la grafica se alarga verticalmente
entre mas crece su valor. Cuando decrece la gréfica de la funcidn se convierte en una recta
horizontal (p(x) = 0) y, finalmente, cuando se vuelve negativo su valor se invierte su formay se
vuelve a alargar conforme decrece lo méas posible.

El deslizador del medio que controla el valor de k estéa ligado al valor de x. Manipulalo y veras
como cambia la regla de correspondencia (en la vista algebraica) a la forma:

(1
10

px) = aL

Ademas, al manipularlo la grafica no cambia de forma y tamafio, sino sélo se desplaza
lateralmente de acuerdo al signo del valor de k. Observa que cada uno de los coeficientes y los
exponentes afectan tanto a x como a k.

(x + k)’ — i(x +k)* - i(x+,lg).3+ &(x + k)2 - i(x+k)+e
100 100 1000 100

En resumen:
e Eltérmino independiente hace que la gréfica se traslade verticalmente.
e Sustituir X por (X + k) hace que la gréafica se traslade horizontalmente.

Ahora vas a trabajar con Geogebra para sumar funciones polinomiales pero introducidas por ti
mismo. Puedes utilizar el programa si has podido instalarlo. Esta opcion te permite trabajarlo en
linea (directamente), pero no puedes guardar archivos y si no aparece la vista algebraica se
puede activar con las teclas Ctrl+Mayus+A o en el menu Vista.

Introduce dos funciones polinomiales:

00— L oxiy Lo 108 x2 1y 3

1000 500 1000 5 10

x4+ L e 53 o 229 , 13,28

1
qx) = Xt -
200 1000 1000 250 125

1000
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las cuales se escriben p(x)=1/1000x"4+1/500x"3-103/1000x"2-1/5x+3/10 y
g(x)=1/1000x"5+1/200x"4-53/1000x"3-229/1000x"2+13/250x+28/125, respectivamente.

Utilizando el botén derecho sobre cada una de las graficas puedes modificar sus propiedades y
cambiarles el color para distinguirlas.

Ahora prueba a introducir en la barra de entrada la expresion r(x) = p(x) + q(x), que representa la
suma de las dos funciones polinomiales. La gréfica que resulta es la misma que si hiciéramos el
proceso analitico de sumar las dos funciones que es como sumar dos polinomios:

p(x) +q(x) = (;x4+ ! 53— 103 x2—"x+ 3)+

1000 500 1000 5 10
1 1 53 229 13 28
F(——X F —xt — x3 — X2 —x+-—)+
1000 200 1000 1000 250 125
1 1 1 1 103 229
= x54( + )t = 33 a8+ (— - ) x2+
1000 1000 200 500 1000 1000 1000
T, 13 3 28
+(—_+ B)x+(_ +
5 250 10 125
1 3 51 83 37 131
_ x5+ 4451 3 8 2 37 ., 131
1000 500 1000 250 250 250

En términos graficos lo que resulta es afiadir (0 quitar, porque lo que esté debajo del eje
horizontal es valor negativo).
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Por ejemplo, la siguiente imagen es un acercamiento de la suma anterior donde se hace esto

explicito:
— N | r(x) = p(x) + g(x)
p(x) /\ k](x‘))u.
: T
; 7(xo) = p(x,) + q(x,)
p(xo)a//’”"
(] ] o

08 06 04 02 [) 02 04 06 08

-0.24

044

En el aula virtual encontraras una aplicacion de Geogebra que tiene graficadas las funciones

polinomiales recién mencionadas. Desliza el punto Xo (de color morado) hacia los lados para
asignarle diversos valores y observa cémo se va calculando la suma de las funciones de manera
dindmica.

El caso del producto de funciones polinomiales es un poco més complejo, porque no es solo
afiadir o quitar distancias. Consideremos dos polinomios relativamente sencillos p(x) = x?— 4y
q(x) = x3+ 2x?— 3x. El producto r(x) queda como sigue analiticamente:

r(x) = p(x)-q(x) = (x2—4) (x3+ 2x2— 3x) = x°>+ 2x* = 7x3— 8x2 + 12x.
Como la primera funcién es de segundo grado y la otra es de tercer grado el producto es de

quinto grado (la suma de los grados). Al graficar las tres funciones en Geogebra queda lo
siguiente (p(X) esta en azul, q(x) en rojo y r(x) en negro):
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30

20

-204

Como veras un factor produce una grafica en forma de parabola (la azul) y otra en forma de
cubica (la roja), pero el producto tiene una grafica mas compleja.

Algo que puedes observar son los cortes con el eje horizontal. La grafica de p(X) corta dos veces
este eje y la gréafica de q(X) lo hace tres veces. Observa que la gréfica de r(x) corta el eje cinco
veces, una por cada vez que cualquiera de las otras dos gréficas cortan el eje. Esto es porque
un corte con el eje horizontal quiere decir que la funcién vale cero (p(-2) = 0 por ejemplo) y al
multiplicarla por otra funcion (cualquiera que sea su valor) se obtiene cero también (asi que r(-
2) =0).

En el aula virtual, te encontraras una aplicacion de Geogebra que tiene graficadas las funciones
polinomiales recién mencionadas. Desliza el punto X, (de color morado) hacia los lados para que
asignarle diversos valores y observa como se va calculando el producto de las funciones de
manera dinamica.

La ultima operacion con las funciones polinomiales también puede provocar problemas. Esta es
la division.

Como ya se mencioné en la seccién anterior de esta unidad, no todas las divisiones son exactas
en los polinomios porque no todos tienen inverso multiplicativo. He ahi la importancia de
identificar que los polinomios, junto con las dos operaciones basicas, forman un anillo a
diferencia de los niumeros reales que forman un campo. Esto tiene como consecuencia que no
podemos expresar la division de polinomios, ni de funciones polinomiales, con otro polinomio
como tal y entonces nos referiremos a funciones racionales que tienen la forma:
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P(X)

=

donde P(X) y Q(X) son polinomios de una variable.

Aqui hay que tener un poco de cuidado porque cuando Q(xo) = 0, para algun valor xo, resultara
que r(x) no estara definida (¢ recuerdas el axioma 9?) y entonces la gréfica tendra un agujero o
una ruptura. En otras palabras, muchas de estas funciones no son continuas y el numero de

discontinuidades dependera del nimero de valores de X que hagan que Q(xo) = O.

2
X<—4
La siguiente gréfica es de la funcién racional |(X) =

X 3+ 2x%2— 3x

En color rojo esta la gréafica del numerador p(x) = x2— 4, en azul esta la gréfica del denominador
g(x) = X3+ 2x2— 3x y en negro esta la gréafica de r(x). Como puedes ver, la gréfica roja corta tres
veces el eje horizontal y en esos puntos la gréafica negra tiene discontinuidades.

En esta gréafica aparecen unas rectas que se les denominan asintotas. Estas son rectas a las
que se aproxima la gréfica de la funcién r(x) pero no las llega a tocar (aunque lo parezca). En el
ejemplo particular que se tomd hay tres asintotas verticales que son el eje y y las dos rectas
punteadas. Estos son los casos en que el valor del denominador se hace 0 y entonces su gréfica
corta el eje horizontal como recién se menciond, ocasionando que la division de la funcion
racional no esté definida.
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La otra recta que es asintota horizontal es el eje X. Como podras ver en los dos extremos de la
gréfica pareciera que ésta se acerca a este eje. Lo que ocurre es que conforme el denominador
crece (porque es de grado 3y el numerador es de grado inferior) el resultado de la funcién se
hace cada vez méas pequefio pero nunca llega a cero.

Se ha mencionado qué ocurre cuando el denominador toma el valor de 0, pero ¢,qué ocurre
cuando es el numerador el gue lo toma? En la grafica de arriba es preguntarse ¢,qué pasa con la
gréfica negra cuando la grafica azul corta el eje horizontal? Es relativamente facil que vas la
respuesta: En los puntos donde la gréfica azul corta dicho eje la grafica negra también lo hace.
Esto ocurre porque si el numerador de una fraccion es 0 entonces el valor de la fraccién también
es 0.

Como otro ejemplo consideremos el caso de invertir los polinomios recién considerados para ver
3 2
X+ 2x° — 3X

qué ocurre con la funcién S(X) = . Algunas observaciones antes de poner su

X2—

gréfica:

e Esta funcién tiene un polinomio de mayor grado en el numerador, por lo que se dijo sobre
la asintota horizontal puede variar.

e Se puede suponer que cortara el eje horizontal en tres ocasiones, pues son las veces
que la funcion del numerador corta dicho eje.

e Se puede suponer que tendra dos discontinuidades, pues son las veces que la funcion
del denominador corta el eje x y se hace cero.

Veamos la gréfica (en rojo esta la del numerador q(X) = x3+ 2x?— 3X, en azul esta la del
denominador p(X) = X2— 4 y en negro esta la de s(X)):
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El estudio de este tipo de funciones (valores, caracteristicas, propiedades) lo veras con mayor
profundidad en tu curso de Calculo.

Cierre de launidad

A partir de las propiedades que observaste en la unidad anterior se amplié el espectro de objetos
a considerarse en Algebra. De esta manera pasaste de estudiar conjuntos de nimeros con
operaciones definidas a estudiar conjuntos de expresiones algebraicas particulares como son los
polinomios, con sus operaciones definidas y algunas propiedades.

El estudio de los polinomios como estructura algebraica te permite ir sentando las bases para su
aplicacion sistematizada en otros momentos como es la resolucién de ecuaciones y cursos mas
avanzados de tu carrera. De esta manera se abordaron los algoritmos de las operaciones
basicas (suma, resta, multiplicacion y divisién) estableciendo el paralelismo entre los polinomios
y los nimeros para darle sentido al uso de los procesos presentados.

Ademas se abordaron dos aspectos importantes del estudio de los polinomios y la aplicacion
como herramientas matematicas. Estos aspectos son el uso de los productos notables y las
técnicas de factorizacion. Estas herramientas algebraicas tienen una gran aplicacién porque se
pueden convertir en algoritmos de rapido uso para abordar la resolucién de problemas de
segundo grado y de sistemas de ecuaciones, ademas de que en los cursos de Célculo y de
Algebra Lineal podran ser explotados.

En la parte final de la unidad se abordaron las representaciones gréaficas de los polinomios a
través de las funciones polinomiales en el plano cartesiano. Esta representacion te permitié
identificar propiedades de los polinomios y las consecuencias de la modificacién de sus
paradmetros. El uso de un software dinAmico permite esbozar muchos casos de manera mas o
menos rapida y estudiar lo que ocurre cuando también se suman, se multiplican y se dividen las
funciones. Este estudio establece las bases para un analisis visual de las propiedades y para el
estudio posterior de las funciones y de los procesos de modelacion en cursos como los de
Calculo.
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Para saber mas

Mucho de lo estudiado en esta unidad, requiere que le dediques mas tiempo para desarrollar
habilidades para el manejo de algoritmos, siempre teniendo consciencia de lo que se esta
haciendo, para ello te recomendamos los siguientes materiales relacionados con los temas de
esta segunda unidad:

Rios, J. (2009). Algebra [Archivo de video]. YouTube.
https://www.youtube.com/playlist?list=PL9B9AC3136D2D4C45

Para que puedas ver mas ejemplos y ejercicios relacionados con el tema 2.1.1. Sumay resta,
consulta:

e Las paginas 6 a 10 del libro Algebra de Rees y Sparks.

e Las péaginas 169 a la 172 del libro Algebra de Elena de Oteyza y sus colegas
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-
zkpAesCé&printsec=frontcover&dg=%C3%Allgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKE
wij8afQy6 TNAhVQVKOKHbAKDIAQ6WEINDAB#v=0nepage&q=%C3%Allgebra.%20otey
za&f=false

e Las paginas 275 a la 280 del libro Algebra intermedia de Gustafson y Frisk.

Para que puedas ver mas ejemplos y ejercicios relacionados con el tema 2.1.2. Multiplicacion,
consulta:

e Las péaginas 11 a 14 del libro Algebra de Rees y Sparks.

e Las péaginas 172 a la 178 del libro Algebra de Elena de Oteyza y sus colegas, disponible
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-
zkpAesCé&printsec=frontcover&da=%C3%Allgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKE
wij8gfQy6 TNAhVOVKOKHbAKDIAQGWEINDAB#v=0nepage&g=%C3%Allgebra.%20ote

yza&f=false

e Las paginas de la 282 a la 284 del libro Algebra intermedia de Gustafson y Frisk.

Para que puedas ver mas ejemplos y ejercicios relacionados con el tema 2.1.3. Division,
consulta:

e Las péaginas 15 a 17 del libro Algebra de Rees y Sparks.
e Las paginas 244 a la 247 del libro Algebra de Elena de Oteyza y sus colegas, disponible

Ciencias Exactas, Ingenierias y Tecnologia | Logistica y Transporte 38


https://www.youtube.com/playlist?list=PL9B9AC3136D2D4C45
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB#v=onepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB#v=onepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB#v=onepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB#v=onepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.%2Boteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB%23v%3Donepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.%2Boteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB%23v%3Donepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.%2Boteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB%23v%3Donepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false
https://books.google.com.mx/books?id=we3f-zkpAesC&printsec=frontcover&dq=%C3%A1lgebra.%2Boteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKEwij8qfQy6TnAhVQVK0KHbAkDiAQ6wEINDAB%23v%3Donepage&q=%C3%A1lgebra.%20oteyza&f=false

Algebra - @

Unidad 23Rolinomios

en https://books.qooqle.corﬁ.mx/books?id=we3f-
zkpAesCé&printsec=frontcover&dg=%C3%Allgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKE
wij8gfQy6 TnAhVOQVKOKHbAKDIAQG6WEINDAB#v=0nepage&q=%C3%Allgebra.%20ote

yza&f=false

Para reforzar los subtemas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3, te invitamos a que consultes ejemplos y realices
ejercicios de los siguientes libros:

e El capitulo 2 del libro Algebra de Rees y Sparks.

e El capitulo 7 (secciones 7.1 a 7.5) del libro Algebra de Elena de Oteyza y sus colegas,
disponible en https://books.google.com.mx/books?id=we3f-
zkpAesCé&printsec=frontcover&dgq=%C3%Allgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKE
wij8gfQy6 TnAhVQVKOKHbAKDIAQBWEINDAB#v=0nepage&q=%C3%Allgebra.%20ote

yza&f=false

Finalmente te invitamos a que consultes ejemplos y realices ejercicios de los siguientes libros:

e El capitulo 2 del libro Algebra de Rees y Sparks.

e El capitulo 7 (secciones 7.6 a 7.12) del libro Algebra de Elena de Oteyza y sus colegas,
disponible en https://books.google.com.mx/books?id=we3f-
zkpAesCé&printsec=frontcover&da=%C3%Allgebra.+oteyza&hl=es&sa=X&ved=0ahUKE
wii8gfQy6 TNAhVOVKOKHbAKDIAQGWEINDAB#v=0nepage&g=%C3%Allgebra.%20ote

yza&f=false
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