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Presentacion de la unidad

Bienvenidos al curso de Geometria Analitica, una de las ramas mas interesantes de las
matematicas, pues en ella se unifican dos grandes lineas de pensamiento: el algebra y la
geometria. El propdsito es estudiar un objeto geométrico asocidndole una ecuacién. Esta
idea de apariencia tan sencilla le tom6 mucho tiempo al ser humano llegar a construirla,
para ello fue necesario poner la curva en un plano con un sistema de referencia. En este
curso utilizaremos el sistema de coordenadas rectangulares, pero existen otros, como el
sistema de coordenadas polares.

El sistema de coordenadas rectangulares es un sistema de referencia conformado por dos
ejes perpendiculares, el plano con éste sistema particular se denomina plano cartesiano,
en honor al filésofo y mateméatico René Descartes, fundador de la geometria analitica,
cuyo origen se remonta solamente al siglo XVII, cuando en 1637, Descartes publica el
apéndice La Geometria como un ejemplo de su obra El Discurso del Método.

En el primer tema definiremos el sistema de coordenadas rectangulares, el cual sera el
sistema de referencia con respecto al cual realizaremos las deducciones de otras
formulas que nos serdn utiles durante la resolucion de problemas, por ejemplo, la
distancia entre dos puntos o el punto medio de un segmento. Ademas, te presentaremos
las convenciones que se utilizan en geometria analitica para que te familiarices con su
lenguaje.

En el segundo tema introduciremos un concepto nuevo, el “lugar geométrico”, y lo
ilustraremos con algunos ejemplos basados en nociones de geometria que te son
familiares. Este sera un primer acercamiento, después continuaremos con el estudio de
otros lugares geométricos mas complejos e interesantes, como son la linea recta o las
secciones conicas, en las unidades 2 y 3, respectivamente.

Competencia especifica

Resolver problemas geométricos utilizando el concepto de sistema de coordenadas
rectangulares y lugar geométrico, para analizar, describir e interpretar las relaciones entre

las caracteristicas de un objeto en el espacio mediante su representacion en el plano.

Logros

e |dentificar conceptos basicos de la geometria analitica.
e Resolver problemas geométricos.
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Conceptos basicos

La geometria analitica tiene la finalidad de
estudiar un objeto geométrico asociado a una
ecuacion. Esta idea, en apariencia sencilla, le
tomo6 mucho tiempo al ser humano llegar a
construirla. Para ello fue necesario poner la curva
en un plano con un sistema de referencia.

Existe en geometria dos sistemas de
coordenadas utilizados con mucha frecuencia: el
sistema de coordenadas rectangulares y el
sistema de coordenadas polares. En este curso
s6lo nos ocuparemos del estudio del primero, el
cual esta conformado por dos ejes
perpendiculares denominado Plano cartesiano,
en honor al filésofo y matemético francés René
Descartes.

Descartes, quien fuera fundador de la geometria
analitica, publica en 1637 el apéndice La
Geometria, como uno de los ensayos de su obra

4] El discurso del método.
2 {i ,/ W -~ Debido a su delicada salud, René Descartes
1 j Nt / ‘- pasaba mucho tiempo tumbado en la cama. En
u cierta ocasion viendo volar una mosca en el
0 \7\\.}"\% dormitorio, se le ocurrié que era posible
2 3\‘\#\& determinar en cada instante la posicion del

o insecto. Para ello bastaba conocer su distancia
con respecto a dos superficies
perpendiculares: la pared y el suelo.

Excitado por la idea, Descartes dibuj6é en una
hoja, dos rectas perpendiculares, cualquier
punto del folio, o sea, del plano, quedaba
determinado por sus distancias a los dos ejes.

A estas distancias las llamé coordenadas del punto y le permitieron representar
cualquier ecuacion algebraica en forma de curva, mediante una ecuacion.

Asi, relacioné la geometria y el algebra en lo que se llamé geometria analitica.

Desde la perspectiva de la geometria analitica, cuando se estudia un objeto geométrico,
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por ejemplo, un punto, una recta, la mediana, una circunferencia, etc., se desea encontrar
una relacion algebraica entre las coordenadas de los puntos que lo conforman. De
manera inversa, cuando se tiene una ecuacion, es posible estudiarla a través de su
grafica en el plano cartesiano, asociando a cada pareja de nimeros que la integran un
punto en dicho plano.

En sintesis, estudiando la expresién algebraica,
es posible obtener informacion del objeto
geomeétrico y viceversa; analizando el objeto
geométrico es posible deducir la informacion del
objeto algebraico, éste es, a grandes rasgos, el

método que nos propone la geometria analitica.

——
5 \'.

i -H:? Conocimientos previos

Vo

Vix -]y,

Sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas

El plano cartesiano forma parte de nuestra vida diaria. Por ejemplo, para llegar a un
punto de reunion o ubicar un establecimiento, consultamos la direccion en un plano.

ram __PLANOA A cada par ordenado de nimeros reales
(x,y) le corresponde un punto en el plano
® cartesiano, de la misma manera cada
punto esta definido solamente por un par
ordenado, a esta relacién entre los puntos
del plano y los pares de nimeros reales se
® le denomina correspondencia uno a uno.

@ X y
Q X, v,
X, ¥a
X, v,
xd yd

El par ordenado estd definido por la
X abscisa del punto X, seguido de Ila
ordenada del punto y.
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Ejes de coordenadas A
3
Abscisa f
} X -n.6-5-4-3-2-111234567.n D

La coordenada x, o abscisa, de un punto P 4
es la distancia dirigida del eje y al punto. b
-5

A

n
5
Ordenada |4
3
2
1

La coordenada y, u ordenada de un punto
P es la distancia dirigida del eje x al punto.

-n.-6 -5 -4 -3 -2 1 234567.n ‘;>

Existen diferentes maneras para denominar a un punto, una de ellas es asignarle una
letra, por ejemplo P, o escribir solamente sus coordenadas (X,¥). Sin embargo, es muy
comun presentar tanto el nombre como las coordenadas del punto al mismo tiempo,
P(x,v). Por otra parte, algunos autores prefieren la notacion P = (x,¥), lo que quiere
decir que P es el nombre del punto y este punto es igual a las coordenadas (x,7¥), por la

correspondencia uno a uno. A lo largo de este curso emplearemos las diversas
notaciones porque es importante que te familiarices con todas ellas.

Para dar un orden, muchas veces usamos subindices. Por ejemplo, si se tienen dos
puntos diferentes, se pueden nombrar

A(le}rl} ¥ B(Xg,}"g}
O también,

Pi(xy)y P:":X:J}’:}

Cuando dos puntos son iguales, tanto sus abscisas como sus ordenadas son iguales
entre si.

A lo largo de este curso emplearemos diversas notaciones geométricas, es importante
gue te familiarices con todas ellas.
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Distancia entre dos puntos

En muchos problemas se requiere conocer la distancia entre dos puntos cualesquiera o la
longitud del segmento de recta que los une, lo cual se puede calcular a partir de las
coordenadas de los puntos o las coordenadas de los extremos del segmento,
respectivamente.

La clave para deducir una férmula que nos permita hacerlo con facilidad consiste en
ubicar en el plano dos puntos cualesquiera, A(x1,¥;) y B(x,,v,), después formar un
triangulo rectangulo de hipotenusa AE y emplear el Teorema de Pitdgoras*.

Lee con atencién la deduccién de la formula para calcular la distancia entre dos puntos.
Conforme estas leyendo analiza con cuidado paso a paso para asegurarte que
comprendes lo que se esta haciendo y que eres capaz de realizar las operaciones que alli
se muestran.

En la siguiente escena, verifica que la relacion encontrada se cumple para cualquier
segmento (horizontal, vertical u oblicuo) sin importar en qué cuadrante se encuentren sus

extremos.

Un segmento de recta se clasificard como horizontal, vertical u oblicuo (inclinado),
dependiendo de si el segmento es paralelo al eje x, al eje ¥ 0 a ninguno de los ejes.
1y

Vertical Oblicuo

Oblicuo
Horizontal

Distancia entre dos puntos
La distancia d entre dos puntos Plfxlj }-‘1} y P2(x5,v;) del plano se denota por la
expresion d(Py, P;) y esta dada por la formula:
d(Py,Py) =+ (x2—x1)% + (32 — 31 )2
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Donde F4 es el punto inicial y F5 es el punto final.

Tip. Observa que en la férmula es importante el orden. En la expresion d(Py,P;) primero
se nombre el punto 1 y luego el punto 2, mientras que, al sustituir en las diferencias,
primero va la abscisa (u ordenada) del punto 2 y se resta la abscisa (u ordenada) del
punto 1. Ten cuidado con esta convencién; para evitar errores siempre define cuél es el

punto que consideras como inicial £ y cual es el punto final F;.
Analicemos dos casos particulares de la distancia entre dos puntos.

a) Segmento horizontal.
Si el segmento que une los dos puntos es horizontal, las coordenadas de sus extremos
seran:

Py =(xy,y)

Py = (x3,y)
Analiza la siguiente figura y date cuenta de que la ordenada de ambos puntos tiene el
mismo valor.

. . B(xz.y)

Sustituyendo en la formula de distancia entre dos puntos.
d(Py,Py) = /(xz — x1)% + (y2 — y1)?
d(Py, Py) = /(2 —x1)% + (y — )2
d(Py,Py) =/ (x;—x1)2+(0)?
d(Py, Py) =/ (x; — x1)?
d(PijPz} = |xp — x4

b) Segmento vertical.

Si el segmento es vertical, las coordenadas de sus extremaos seran:
P = (x,y)
Py = (x,y,)

Ahora es la abscisa de los puntos la que tiene el mismo valor.

Ciencias exactas, ingenierias y tecnologias/Licenciatura en Matematicas
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Blxyyy ... [2

Y1

A(xY,)
Siguiendo un procedimiento similar al desarrollado en el segmento horizontal, obtenemos
gue la distancia es:

d(Py,P;) = |y; — 4
Recuerda la estrategia de leer-haciendo. Seria una buena practica para ti el verificar este

resultado siguiendo como modelo lo mostrado en el segmento horizontal.

Division de un segmento en una razén dada

Lee con atencion la siguiente definicion:

Divisién de un segmento en unarazén dada

Si Plixl,}-‘l} y P3(x3,¥2) son los extremos de un segmento dirigido de recta F;Ps, y
P(x,¥) es un punto que divide a dicho segmento en una razén dada por la formula

PP
PP,

=

Razén: una razén se puede expresar por medio de un cociente o por la siguiente
igualdad * = P, P: FF;

entonces las coordenadas del punto  estan determinadas por:

P(ﬁ+mzh+ﬂﬁ)

1+r  1+»
Donde
1+r 1+r
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Vr # 1. se lee como: “Para todo valor de 7 diferente de —1”

Un caso particular que encontramos es cuando r=1, por lo que, al sustituir en las
ecuaciones anteriores, se reducen a lo siguiente:
X1 + X3

2

3= ¥+
2

De esta forma se encuentran las coordenadas del punto medio {B,) de un segmento.
p (x1+x2 Y1 +}’2)

" 2 2

Transformemos a palabras la expresion para determinar las coordenadas del punto
medio: la abscisa del punto medio es el promedio (0 semisuma) de las abscisas de los
extremos; su ordenada es el promedio de las ordenadas de los extremos.

Lugar geométrico

Cuando se nos presenta un enunciado con la intenciéon de encontrar el lugar geométrico,
es una buena estrategia realizar un diagrama de la situacién, primero de un caso
particular, como el mostrado con la distancia fija de 5¢m, y después pensar en la
generalizacion, tal es el caso de considerar la distancia fija de N unidades, donde N puede
ser un nimero cualquiera.

Como seguramente ya has descubierto, el lugar geométrico que se forma corresponde a
dos rectas paralelas que se encuentran a N unidades de distancia de la recta de
referencia.

En otros casos, el lugar geométrico nos permite definir de una nueva manera objetos ya
conocidos.

Probablemente la siguiente definicion te es muy familiar:
La mediatriz es la “recta perpendicular que corta un segmento en su punto medio”.!

Otra definicién es:
La mediatriz es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan* de dos

puntos fijos.

O de manera mas formal:

1 https://dle.rae.es/?w=mediatriz&origen=REDLE
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La mediatriz de un segmento de extremos A{x4,v4) y B{x1,v1) es el lugar geométrico de
los puntos P{x,¥) que equidistan de A y B.

¢Son equivalentes estas dos definiciones? Vuélvelas a leer con atencidn. Si consideras
que los puntos fijos pueden unirse por un segmento, entonces los extremos de dicho
segmento serian justamente los puntos fijos, por lo tanto, ambas definiciones establecen
la misma propiedad geométrica que se debe cumplir.

A partir de la condicion de que el lugar geométrico esta definido por el conjunto de puntos
gue satisfacen determinadas propiedades geométricas y con tus conocimientos previos de
algebra, te sera posible responder a la pregunta ¢cual es la ecuacion de la mediatriz de
un segmento?

Con lo que hasta ahora has estudiado tienes todas las herramientas para responder esa
pregunta. jlnténtalo! Recuerda que no existe un (nico camino para obtener una
respuesta. Compara tu solucion (o los avances que hayas logrado) con la propuesta que a
continuacion te mostramos.

Para deducir la ecuacién de un lugar geométrico es importante determinar lo que
conocemos:

a) los datos (pueden estar implicitos en el enunciado)
b) y las relaciones (en este caso la definicibn de mediatriz como lugar geométrico y las
relaciones que podemos deducir a partir de esta informacion).

Solucion:

Definimos los extremos del segmento y las coordenadas del punto cualquiera:

Sean A =1(xy,5%1) y B ={(x3y2) los extremos del segmento y P = (x,¥) un punto
cualquiera.

Tip. Observa que los subindices nos indican que los puntos estan definidos (son valores
fijos) y cuando las coordenadas del punto no tienen subindices significa que dicho punto
puede tomar cualquier valor.

Identificamos la condicién descrita:
“los puntos P(x,v) que equidistan de Ay B.”
Esto quiere decir que la distancia de 4 a P debe ser igual que la distancia de B a P.

d(A,P) = d(B,P)

También conocemos la férmula para calcular la distancia entre dos puntos, por lo que
podemos escribir

d(ﬂ, P} = .\,"li:x — xl}z + (}_. _ }_,1}2

Ciencias exactas, ingenierias y tecnologias/Licenciatura en Matematicas
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d(B,P) = /{x —x2)%+ (¥ — )2

Desarrollamos y reducimos la expresion algebraica a su forma mas simple.

Escribimos lo que
conocemos, nuestro
punto de partida

d(A,P) = d(B,P)

Sustituimos por la
formula de distancia
entre dos puntos

W — 22+ (v — )2 = J(x — %)% + (y — )2

Eliminamos el radical
(elevamos al cuadrado
ambos miembros de la
igualdad)

(x—x P+ y—y)?i=lx—x, )2 +{y —y1)?

Desarrollamos los
binomios

¥ = 2uxy + oty -2yt =t - 2oy gt 4yt = 2y 4yt

Igualamos la ecuacion a
cero

- tx iy -t - (- 2y Py =2y 0 =0

Reducimos términos
semejantes

a

[T - zxxl +X12 + .1..: _ 2},},1 + },12 _xf + zxx: _xﬂz — .1.13 + 2}:}:: - },-22 —
—2xxy + X2 =2y + ot + 2xx5 — Xt 2y, -yt =

Factorizamos con
respectoaxyay
porque son las
coordenadas del punto
P

Sabemos ademas que
X1,X2, ¥1.,¥2, al ser
coordenadas conocidas,
en realidad son
nimeros.

2x%5 — 2xx9 + 2y — 2y Fxyt —x it — 9t =0
2x(x,—x )+ 2y — ) + (2 —x 2+ P —9,0) =0

Reescribimos la
ecuacion, para poder
“despejar” ¥, es decir,
resolver la ecuacion
para V.

2x(x,—x) + 2y — ) + (2 —x + =92 =0

2_'!-" :\_'!-‘j - _'!-"1:' = —EX::XQ - X-l:l — 1:1.'12 — x:z + }’12 - }"22} =0
—2xlx,—xy) xP—x.2 4yt — 2
_'!--‘ = -'_)l" . ~ —_ ._)I_. . .
2\Vz — W) 2y — )
v = —x(xy —x4) _xi2 —x+ 1’ -
(}’2 - j!r"13I 2 (}’2 - 3!-"13I
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Escribimos un La ecuacion de la mediatriz es
enunciado con nuestra ool —x) x-xt 4t -t
solucion Y= (va—w) 2(y2 —w)

Lo que nos quiere decir la ecuaciéon anterior es que todos los puntos de coordenadas (xJ }-‘)
gue cumplan la igualdad perteneceran a la mediatriz de un segmento cuyos extremos son
Axy,y1) y Blxa,ya).

En ocasiones simplemente escribiremos los desarrollos, incluso omitiendo algunos
pasos, pero sera parte de tu aprendizaje que, al leer, completes de manera
independiente los pasos faltantes y procures explicarte qué es lo que se esta haciendo
de un renglén a otro.

Leer la solucién que otro propone hace que todo parezca sencillo y simple, pero para
aprender necesitas aceptar el reto de resolver el problema (ejemplo o ejercicio) por ti
mismo. Como dice un conocido proverbio chino:

Lo que escucho, lo olvido.
Lo que veo, lo recuerdo.
Lo que hago, lo comprendo.

Verifiqguemos esta ecuacion para un caso particular.
Sean los puntos 4(1,1) y E(6, —3) los extremos de un segmento. Comprueba que el punto

P(4.3,0) pertenece a la mediatriz del segmento AB.

Solucion:
Podemos asegurar que, si el punto P pertenece a la mediatriz, entonces al sustituir sus
coordenadas en la siguiente ecuacion se debera cumplir la igualdad.
—xlxa—x) x? -t +p? -y’
(yz =) 2(y; — )
Por lo tanto, lo que debemos hacer es sustituir los valores dados en el problema y realizar
las operaciones para verificar que la igualdad es verdadera.
Tip. Una estrategia para no confundirte al realizar la sustitucién es escribir de manera
explicita los datos del problema.
Alxq,y) = A(1,1). Porlo tanto, x; =1y =1
B(x,,y,) = B(6,-3), Porlo tanto, x; = 6y ¥, = —3
P(x,y) = P(4.3,0), por lo que para este caso particular, x =43 yy =0
L _—4366-1) 12-62+12—(-3)?
S ((-3-1) 2((—3) —1)
—43(5) 1-36+1-9
(—4) 2(—4)
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—215 (—43)
~ 1 (-8
215 (—43)
~ 1 (-8
_4-3 43

8 8

0=0 QED
Quod erat demonstrandum es una locucion latina que significa ‘lo que se queria
demostrar’ y se abrevia QED.

Existen varias construcciones de lugares geométricos; en las siguientes unidades
analizaremos la recta y las secciones cénicas desde esta perspectiva.

Evidencia de aprendizaje de la unidad

Instrucciones generales:
Entrega un reporte en el que incluyas tu procedimiento y un enunciado con tus resultados.

Cierre de la unidad

A lo largo de esta unidad hemos mostrado como se relaciona el algebra con la geometria,
por lo que podemos decir que en la geometria analitica “se hace geometria al hacer
algebra, y se ve el algebra a través de la geometria” 2.

En cuanto a la necesidad de establecer un sistema de referencia, ademas del potencial
gue brinda para resolver problemas del &mbito estrictamente matematico, podemos
darnos cuenta de su importancia, por su presencia en nuestro entorno, como es el caso
de los husos horarios, que definen que en nuestro pais tengamos tres zonas: centro,
pacifico y noroeste. En cuanto a la ubicacion espacial, esta presente en las guias que
muestran los planos de la ciudad o en sistemas tan sofisticados como el sistema de
posicionamiento global, mejor conocido como GPS, que ya esta integrado en los
dispositivos de comunicacion moévil o de navegacion de los automdéviles. ¢ Se te ocurren
otros ejemplos?

Ciencias exactas, ingenierias y tecnologias/Licenciatura en Matematicas
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