Matematicas

3er semestre

Estadistica |

Unidad 3. Prueba de hipdtesis

Clave:

05142318/06142318

Universidad Abierta y a Distancia de México

Gocen



Estadistica |
Unidad 3. Prueba de hipotesis

indice

PrESENTACION ..ciiiiiiiiiee ettt e ettt e e e e e e et bt e e e e e e e e b r e eaaeas 3
ComMPEteNCia ESPECIICA . .cii i e e 3
[0 T o ] 0 1= TP PPPPTRR 3
3. Prueba de HIPOLESIS ..ot e e e e e aaaaaarae 4
3.1, Elementos de 1@ PrUuEba@.......oooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4
3.1.1. El problema de las pruebas de hipOtesis ......ccccceeeiiieiiiiiiiiiiie e, 8
3.1.2. HIpOtesis SIMPIe Y COMPUESTA .....uuuiiiiiieiiiiiiiiiiiie et 10
O G T = (= To 1o o I O 4 £ o= VPSP PPPPPPPRPPRR 17
3.1 4. ErroresS tipo LY tiPO 1l oo 18
3.2. Pruebas para las medias (Muestras grandes) ........cccvvveeeieeeiiiiiiiieiiieeieeiieeeeeeeeeee 21
3.2.1. Paralamediade una poblaCion..........ccccoooe i 22
3.2.2. Parala comparacion de MEIAS .........ccceouiiiiiiiiiiiieeeeieiiiiie e 35
3.3. Pruebas para las varianzas (muestras grandes) .........cccevvvvvviiiiiiieeeeeceevviienee e 42
3.3.1. Parala Varianza de una poblaCion ...........ccccuiiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 43
3.2.2. Paralacomparacion de VarianZas ......cccccceeeiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeie e 49
3.4, Potencia de 1a Prueba.........cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee e 54
3.4.1. Lema de NEeYMan PEarSOMN.........cuiiiiiiiiieiiiiiie e ettt e ettt e et e e et a e e e enraeae e nees 55
3.4.2. FUNCION POLBNCIA ...ttt e e et e e e e e 56
3.4.3. Prueba uniformemente MAs POLENTE .......cccuviiiiiiiieeiiiiie e 59
Cierre de [a UNIAd...........uuiiiiiiieeie e 59
FUENTES A€ CONSUITA ..o 60

UnADM | DCEIT | MT | MEST1 2



Estadistica |
Unidad 3. Prueba de hipotesis

Presentacion

En la unidad anterior se estudi6 la distribucién normal, la binomial y el teorema central del
limite, que sentaron las bases sobre la forma en que se distribuyen los datos.

En la tercera unidad, se estudiaran temas relacionados con la prueba de Hipotesis y
tomando en cuenta que uno de los principales objetivos en la Estadistica inferencial es la
posibilidad de hacer generalizaciones es posible sacar conclusiones basadas en la

probabilidad acerca de una poblacion determinada.

Para ello es fundamental abordar el tema de la Prueba de hipétesis, ya que permitira
tomar decisiones con base en la informacion que puede proporcionar una muestra dada

de esa poblacion.
Para los fines de esta unidad se estudiaran las Pruebas de hipétesis, sus principales

elementos y tipos y se elaboraran ejemplos y ejercicios con la finalidad de clarificar los

conceptos desarrollados.

Competencia especifica

e Utilizar evidencias muéstrales para aceptar o rechazar una hip6tesis mediante las

pruebas de las medias, varianzas y potencia de la prueba.

Logros

e Utilizar resultados muéstrales a través del analisis de pruebas estadisticas como

varianza y potencia de prueba para aceptar o rechazar hipétesis
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3. Prueba de Hipotesis

La Prueba de hipétesis forma parte de la teoria de hipétesis también conocida como
Teoria estadistica de las decisiones, que se caracteriza por hacer posible la toma de
decision respecto a un par de hipotesis, las cuales son planteadas en torno a un

parametro o caracteristica de la poblacién.

La Prueba de hip6tesis es un procedimiento estandar que consiste en aceptar o
rechazar una aseveracion en torno a un parametro poblacional, es decir, aceptar o
rechazar una hipétesis originalmente planteada, denominada hipétesis nula, contra una

hipétesis alterna.

En esta unidad Unicamente se abordaran Pruebas paramétricas.

3.1. Elementos de la prueba

Cuando se realiza una prueba de hipoétesis, por ejemplo, sobre la media poblacional se

realiza un procedimiento como el siguiente donde estan involucrados varios elementos:

Dado un problema determinado:
e Primer paso plantear las hip6tesis (HO y Ha).
e Segundo paso: se procede a establecer un nivel de significacion obteniendo una
estadistica de prueba.
e Tercer paso: con base a los resultados obtenidos se debe tomar una decisién en
torno a la hipotesis planteada.

e Cuarto paso: por ultimo, se han de sacar conclusiones.
Como se puede apreciar la prueba esta conformada por varios elementos, entre los
cuales se pueden mencionar la hipotesis nula y alternativa, el nivel de significacion, la

region criticay la estadistica de prueba.

Las hipoétesis nula y alternativa, se detallaran mas adelante al igual que la regién critica
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o de rechazo. En cuanto al estadistico de prueba, éste se basa en el hecho de que la
hipétesis nula es cierta. Es un valor que se calcula con base en la informacion de la
muestra. Ese elemento, que sirve para hacer el contraste, permite la decisién de rechazar

0 no rechazar la hipétesis nula.

La eleccién del estadistico adecuado dependera de las caracteristicas propias del
problema o del estudio que se desea realizar (si la poblacién se distribuye normalmente,

si el tamafo de la muestra es lo suficientemente grande para considerarla normal, etc.).

La eleccidén del estadistico también esta relacionada con el pardmetro poblacional de
interés. Es decir, si el parametro de interés es la media, el estadistico serd uno, pero si se

trata de la varianza, sera otro.

Cabe sefialar, que laregion critica (que se vera mas adelante), a su vez esta ligada al
concepto de valor critico y nivel de significacidén. Antes de tratar de definirlos o
explicarlos es conveniente revisar el siguiente esquema en donde se observa con

claridad cada uno de los elementos sefialados.

J_!

zona de no
rechazo

Valor critico Valor critico

El valor critico es un estadistico que se ha de tomar en funcién de la puntuacion “Z”, de t
de x?, de Fy se utiliza para dividir las regiones de la distribucién en dos. Por un lado, esta

la regién de aceptacion y por el otro, la region de rechazo; es decir, establece una
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region de rechazo de la hip6tesis nula y una region de aceptacion (o de no rechazo) de la

hipétesis nula

Esto se puede ver en la siguiente gréfica:
J!

« . o

2 '|'1 5
zona de d zona de rechazo
rechazo Zonadena

rechazo

Valor critico Valorcritico

-Za Za

2 2

Ahora bien, a las zonas de rechazo se les llama “colas” y se presentan en los siguientes

Ccasos.
¥ y
COLA
COLA SUPERIOR
1
INFERIOR = e
J{ zona de no zona de no
rechazo rechazo
0 | I X
Valor critico Valorcritico
-Z o Z o
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Dos colas

Valor critico Valorcritico

El nivel de significacién es representado por la letra griega “a” (riesgo o probabilidad), o
bien, en qué porcentaje se esta dispuesto a cometer el error. De tal manera que se desea
tener valores muy bajos de a, para que el riesgo o la probabilidad de error sea la mas

pequefa posible.

Generalmente los valores asignados a a son: 0.01, 0.05, 0.1. dependiendo si se desea el
99%, el 95% o el 90% de confianza respectivamente.

Dependera si se trata de una prueba direccional o no direccional.

Por ejemplo:

Sila a=0.01 (el 10%) se tienen tres casos:
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COLA
SUPERIOR

COLA

INFERIOR.

v

o Valor critico Valorcritico &
10% =Za Z« 10%

DOS COLAS

Valor critico

Valor critico
A
- —

-
F

2

Cuando se realiza una prueba de hip6tesis se sigue un procedimiento en donde estan

involucrados estos elementos.

3.1.1. El problema de las pruebas de hip6tesis

En esta primera parte se abordaran una serie de hechos conceptuales para enmarcar lo
gue es una prueba de hipotesis. Tomemos como ejemplo a dos alumnos (alumno “x”,
alumno “Z”) y que estan peleando a mitad del patio de una escuela. Llega un profesor a la
escena y puede hacer la conjetura sobre quién empezo6 la agresion; es decir, el profesor
haréa una afirmacion a través de un enunciado que debera probarse si es cierto o es falso.

Esta seria una manera muy sencilla de lo que puede ser una prueba de hipétesis, claro
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estd, que en estadistica lo que importa es poner a prueba la hipétesis referida a los

parametros o caracteristicas de la poblacion.

Si se realiza un estudio estadistico sobre una poblacion se puede evaluar un parametro
de la misma, por ejemplo, la media o la varianza.
Como se ha mencionado a lo largo del curso, es dificil, incluso, imposible evaluar a toda la

poblacion, por lo que se recurre a la toma de muestras representativas.

Trabajar con una muestra es relativamente sencillo y se puede evaluar cualquier
caracteristica o estadistico de interés, obteniéndose valores que sean proximos al valor
del pardmetro de la poblacion. El problema radica en formular hip6tesis en torno a esos
valores estadisticos; es decir, en probar esas hipétesis, para tomar una decision sobre si
deberan ser aceptadas o rechazadas.

El aceptar o rechazar una hipétesis implica la posibilidad de haber tomado una decision
correcta o incorrecta (haber cometido un error). Este aspecto se vera a detalle en el punto
3.1.4) Obviamente gque se desea tomar decisiones correctas, pero esto no es posible dado

que se parte de una informacion muestral.

La teoria de hip6tesis tendra como propdésito fundamental hacer elecciones adecuadas

entre dos hipétesis, ambas referidas a un mismo valor de un parametro de la poblacién.
Se puede resumir el problema de contraste de hip6tesis como una toma de decision,

en la cual, se ha de elegir entre dos distribuciones posibles.

¢ Cudl de estas dos sera mas factible de ser propuesta como generadora de una muestra?
En el siguiente punto se hara la explicacién de las principales caracteristicas de estas

hipotesis y ejemplos para su mejor comprension.
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3.1.2. Hipotesis simple y compuesta

La palabra hipétesis es de hecho de uso cotidiano. A todo mundo, en la escuela, se le ha
ensefiado que uno de los pasos del método cientifico es la formulacion de hipétesis.

Asi mismo, este vocablo es muy recurrente en los medios de comunicacion; sobre todo,
en los noticieros donde se emplean expresiones como: una posible hipotesis, existe la
hipétesis... etc.

En general, se podria entender el término hip4tesis como una conjetura, como una
suposicién, 0 como una proposicion no demostrada y cual tienen elementos que apuntan
en esa direccion.

Una posible definicién de lo que es una hipétesis desde el punto de vista estadistico,
podria ser: que es una conjetura, una proposicién, que se realiza sobre un parametro (0
caracteristica) de la poblacién que es objeto de estudio.
En esta unidad se va a trabajar con dos tipos de hipétesis: la hip6tesis nula (Ho) y la
hipotesis alternativa (Ha), aunque también, sera muy comun en algunos textos encontrar
la notacién H;.
Entonces se tiene:

Hipotesis - hipotesis nula Ho

Estadisticas - hip6tesis alternativa Ha o (Hi).

Veamos en seguida en qué consiste cada una de ellas:

Hipotesis nula Ho.-
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La hipotesis nula es también conocida como hipdétesis de trabajo, donde la afirmacién
hecha en la hipotesis nula serd contrastada y de ahi tendra que ser rechazada o no

rechazada.

Hipotesis nula: aseveracion sobre un valor especifico respecto a un parametro

poblacional. Siempre sera la negacion a la hipotesis alterna.

Un claro ejemplo de lo que en la practica es una hipétesis nula, se encuentra en los
juzgados de la mayoria de los paises:

El principio establece que todo acusado es inocente hasta que se le

demuestre lo contrario.

Para que sea una hipétesis nula la formulacion es la siguiente:
El acusado es inocente.
En términos matematicos quedaria como:

Ho: acusado = inocente

Una vez formulada la hip6tesis, se tiene por hecho, que es cierta. El contraste, es reunir
las pruebas suficientes para demostrar que, en efecto, el acusado no es inocente, o bien,

que no existen suficientes pruebas para declararlo culpable.

Una caracteristica importante de la hipoétesis nula es, gue no supone ninguna diferencia
entre el valor del estadistico y el valor del parametro poblacional. Por lo que a la hora de
formularla siempre se utilizara el signo igual “=". Veamoslo con un ejemplo estadistico.

Ejemplo 1:

Se desea realizar un estudio sobre la edad promedio en afios cumplidos que tienen los

estudiantes al egresar como graduados de la universidad.

Un investigador puede formular las hipétesis siguientes: p<24, u=24, u>24.
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¢, Cual seria una hipoétesis nula?

Para que sea una hipétesis nula la formulacion es la siguiente:

La edad promedio de egreso (en afios cumplidos) de los estudiantes es de 24 afios.

En términos estadisticos quedaria como:
Ho: =24

Cabe mencionar, que la hip6tesis nula, hacia referencia a un valor, que el cientifico, el
investigador (o quién realizaba el estudio estadistico), no se correspondia al verdadero
valor del parametro poblacional. Por ello, se le llamaba hipotesis nula (no valida).

Algo muy importante para tener presente, es que, la hipétesis nula siempre es la que se
va a confirmar en una prueba de hipoétesis.

Hipotesis alternativa Ha (Hy).

La hip6tesis alternativa es una aseveracion sobre el mismo paradmetro poblacional al

que hizo referencia la hipétesis nula.

Una hipétesis alternativa es aquella, que es, contraria a la hipétesis nula.

Otra manera de definirla puede ser por complementos. Se formula una hipétesis nula y la

hipotesis alternativa, seria una especie de complemento de la hipétesis nula.

A la hora de formular la hip6tesis alternativa, ésta, no debera contener el simbolo igual “="

aunque pueden usarse los siguientes simbolos:
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<,>, #. Menor que, mayor que, diferente. Asi, se tienen las siguientes posibilidades
para la hipétesis alternativa (se usara la media para ejemplificar y puede ser

cualquier estadistico):

Ha: u#24 en este caso se tiene una hipodtesis alternativa de dos “colas”
Ha: p<24 en este caso se tiene una hipoétesis alternativa de cola inferior
Ha: p>24 en este caso se tiene una hipotesis alternativa de cola superior.

Contrario a la hipétesis nula, la alternativa, no se va aprobar con la prueba de hipotesis.

La hipétesis alternativa va a especificar valores validos desde el punto de vista del
cientifico (del investigador), por ello, suele llamarse hip6tesis de investigacion.

La afirmacion realizada en la hip6tesis alternativa es lo que al investigador le interesa que
sea probado. Esta hipétesis, se tomara como verdadera, una vez que se haya rechazado

la hipétesis nula.
Ejemplo 2:

Se desea realizar un estudio sobre la edad promedio de los estudiantes al egresar como

graduados de la universidad.
Un investigador puede formular las hipétesis siguientes: u<24, u=24, u>24.
¢, Cudl seria una hipétesis alternativa?

Dado que la hipétesis nula fue:
Ho: p=24

Se presentan varias posibilidades:
Ha: p#24

Ha: p<24

Ha: p>24
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Como la hipoétesis nula esta referida a que el valor es “igual”, la hipotesis alternativa se va
a formular como “no igual” o diferente. Pero también, puede ser la opcién mayor que, 0
menor que.

Una manera de formular la hipétesis alternativa seria:

e Laedad promedio de egreso (en afios cumplidos) de los estudiantes no es de 24
afos. O con otras palabras

¢ Laedad promedio de egreso (en afios cumplidos) de los estudiantes es diferente

de 24 afnos.

En términos estadisticos quedaria como:
Ha: p#24

Siempre se va a trabajar solamente con una hipétesis alternativa.
Ahora bien, se va a definir una hip6tesis simple como aquella que especifica un Unico
valor para el parametro en cuestion.
Por ejemplo: Ho: p=24.
Y la hipétesis compuesta es aquella en la que se especifica un intervalo de valores.
Por ejemplo: Ha: p<24.
En conclusion:

La prueba o contraste de hip6tesis se realiza siempre sobre la hipétesis nula.

Seria mucho mas complicado tratar de probar la hipétesis alternativa.
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La hipétesis nula siempre asevera la igualdad entre el parametro poblacional y el

estadistico. La hipétesis alternativa asevera lo opuesto.

La hipétesis nula se formula en términos del parametro poblacional, asi sea que

Unicamente se tenga informacion sobre la muestra.

La hipétesis nula no podra ser cierta aunque no sea rechazada y esto se debe a que se
basa en informacién aportada por la muestra y no de toda la poblacion.

De ser rechazada la hipétesis nula, se acepta la hipotesis alternativa.

Ya se sefiald, que la hip6tesis nula, siempre se va a formular en términos de una

igualdad. En tanto que la hip6tesis alternativa, puede presentarse de tres maneras:

Ha: p# cierto valor. Prueba de dos colas

¥

Regién de
rechazo

Region de
rechazo

A Region de
aceptacion

Valor critico Valor critico

Ha: p< cierto valor. Prueba de cola inferior

¥

Reqgion de
rechazo

V

Region de
aceptacion
I.

Valorcritica
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Hipotesis Ha: u> cierto valor. Prueba de cola superior

alternativa ¥

Region de
rechazo

Regidn de
acellptacion

Valor critico

Ejemplo 3:

Se realiza una aseveracion sobre la edad promedio en afios cumplidos que tienen los
estudiantes al egresar como graduados de la universidad, asegurandose que es superior

a 24 afios cumplidos. Un investigador no esta de acuerdo y desea contrastarla.
Establezca la hip6tesis nula y alternativa.

Solucién:

Primero se expresa la afirmacién que se va a probar, para este caso es pu>24.

Para hacer el contraste, se parte del hecho de que p>24 es falso, por lo tanto, se plantea

como verdadero que p<=24.
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Para finalizar, de las dos afirmaciones anteriores, se elige como hip6tesis nula aquella

que contenga el signo igual que. Asi se tiene:

Ho: u=24 (<=)
Ha: u>24

Y como se puede observar en este ejemplo, se tiene un caso de cola superior.

3.1.3. Region Critica

La region critica, se puede definir, como el conjunto de valores de la prueba de hipétesis
gue causan el rechazo de la hip6tesis nula. También se le puede llamar region de

rechazo.

Gréficamente, la region critica, es el area comprendida a la izquierda del primer valor
critico y el &rea comprendida a la derecha del segundo valor critico. Es el area total que
se denomina regién de rechazo de la hipétesis nula. Es decir, en las colas de la curva

normal. Las colas son los extremos de la curva a partir del valor critico.

Contrario a la region de rechazo (region critica), se tiene la regién de no rechazo o regiéon

de aceptacion.
Las dos regiones son complementarias y mutuamente excluyentes.
La region de aceptacion o de no rechazo, es el conjunto de valores de la prueba de
hipétesis, que hacen posible no rechazar la hipotesis nula. La region de no rechazo (o de

aceptacion), estd comprendida hacia el centro de la distribucion.

Cuando se esta trabajando con una poblacion que se distribuye normalmente se pueden

presentar tres posibilidades para la region critica o de rechazo:
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¥ ¥
o
zona de &
rechazo zona de rechazo
region 10 1 region critica
critica | ;m
\[I zona de no zonade no
rechazo rechazo
| —
0 x :
0 x
Valorcritico Valor critico
-7 .
}!
o
2
Z0na de 1-0t E
rechazo | ) 2
region zona de rechazo
critica zona de no region critica
rechazo

Valor critico

Valorcritico
-7

k-

La

k-

La region critica es de hecho, la parte referente de la prueba de hipétesis, la que da pauta
a la toma de la decision, de rechazar o no rechazar la hipétesis planteada.

Cuando se realiza la prueba y se llega a un resultado que cae dentro de la region critica,
la hipétesis nula deberéa ser rechazada. Si cae fuera, no podra ser rechazada, o al menos,

se dira que no existe la suficiente evidencia para que se rechace.

3.1.4. Errores tipo | y tipo Il

En este tema vamos a ver los dos tipos de errores que se pueden cometer al realizar la
Prueba de hipotesis.
Ya se menciond, que toda prueba se realiza sobre la hipotesis nula. Con base en los

resultados arrojados por la prueba, se debe decidir si se rechaza, o no, la hipétesis nula.
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Supon que se desaprueba la hipétesis nula cuando no se debe rechazar, naturalmente se

estaria cometiendo un error que en Estadistica se le llama error tipo 1.

Ahora, considera el caso de que no se rechaza esa hipotesis, pero debia de rechazarse.

Nuevamente, se estaria cometiendo un error que llamariamos error tipo Il.

Por el contrario, cuando se rechaza la hipotesis y ésta debia ser rechazada, se dice que
se ha decidido correctamente. Lo mismo ocurre cuando no se rechaza la hipotesis y

efectivamente no debia ser rechazada.

Esto se puede resumir de la siguiente manera en un arreglo llamado tabla de

contingencia:

DECISION ASEVERACION DE =~ ASEVERACION DE
Ho Ho

VERDADERO FALSO

No Rechazar  CORRECTO Error Tipo Il
Rechazar Error Tipo | CORRECTO

Esto se puede comprender mejor con un ejemplo:

Ejemplo 4:

Se realiza un estudio sobre la edad promedio en afios cumplidos que tienen los
estudiantes al egresar como graduados de la universidad, asegurandose que es de 24

afios cumplidos.

Si la hipo6tesis nula es Ho: p=24.
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Establezca un enunciado para los errores tipo | y II.

Solucion.
El error tipo | consiste en rechazar la hipétesis nula cuando ésta no debe de ser
rechazada. Por lo tanto, se cometeria un error tipo | si se rechaza la hipétesis nula,

cuando en realidad, la edad promedio de los graduados fuera de 24 afios cumplidos.

El error tipo Il consiste en no rechazar la hipétesis nula, cuando ésta, si debe de ser
rechazada.

Por lo tanto, se cometeria un error tipo Il si no se rechaza la hip6tesis nula, cuando en

realidad la edad promedio de los graduados es diferente a 24 afios cumplidos.
Ahora bien, tanto el error tipo | como el error tipo Il se pueden analizar en términos de sus
probabilidades. Asi, a la probabilidad de que ocurra el error de tipo |, se le llama ay a la

probabilidad de que ocurra el error de tipo Il, se le denomina g.

P (errortipo ) = a
P (error tipo II) =8

El valor de a es fijado por el investigador al inicio de la prueba, en tanto que, el valor de 8

se puede calcular.

El valor de 8 es el area obtenida a partir del valor del estadistico de prueba.
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3.2. Pruebas para las medias (muestras grandes)

Cuando se realiza un estudio estadistico se puede tomar cualquier pardmetro poblacional
para realizar una prueba. El parametro que se elija dependeré de cada situacion y de las
caracteristicas del estudio, asi como, de las necesidades del investigador.

Quiza el parametro mas usado sea la Media, pues en todo estudio, resulta de mucha
utilidad saber el promedio de los datos, es decir, sobre qué valor se concentra la mayoria

de los datos.

En una prueba de hipoétesis, sobre las Medias, puede interesarnos saber qué tanto se
aproxima la Media de la muestra a la Media poblacional, o bien, qué tanto difiere la Media

de una Muestra con respecto a la Media de otra.

Se analizaran ejemplos para situaciones en donde se tenga una Media, es decir, se
trabaje solamente con una muestra y también para situaciones en donde se cuente con
dos Medias, en cuyo caso se estara trabajando con dos muestras de una misma

poblacion o de dos diferentes poblaciones.

Por otra parte, en la unidad anterior se mencionaron las muestras grandes. Algunos
autores consideran que 30 o 25 datos de la muestra es suficiente. También hay que
recordar el Teorema del Limite Central en donde se observé que conforme aumente el

tamanfo de la muestra la distribucion tiende a la normal.

De igual forma, es importante recordar que cuando el tamafio de la muestra es menor a
estos valores, pero la poblacion original sigue una distribucion normal, entonces, la
muestra también sigue la tendencia normal. Pero si el tamafio de la muestra es menor a
estos valores y la distribucion de la poblacién no sigue a la normal, entonces, no se puede

considerar la muestra como normal y serd necesario por lo tanto utilizar otros métodos.
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3.2.1. Para la media de una poblacion

La prueba de hipétesis sobre las Medias ya se ha venido ejemplificando. Ya se mencion6
gue en la prueba se tiene una hipétesis nula y una hipétesis alterna a ésta 'y que en
general la hipdtesis nula siempre sera aquella en la que se iguale el estadistico al
parametro de interés. Por lo tanto, en una prueba de hipétesis para las Medias, la
hipétesis nula siempre sera planteada como:

HO: = cierto valor

Por ejempilo:
HO: u= 24

Y la hipétesis alterna como lo diferente. Puede ser no direccional, es decir no se indica si

es mayor o menor, simplemente se establece que es diferente

Ha: p #cierto valor prueba de dos colas

Por ejemplo:
Ha p # 24

O puede ser direccional, es decir se establece si es mayor o menor:

Ha: p<cierto valor prueba de cola inferior 0 a la izquierda

Ha: p>cierto valor prueba de cola superior o a la derecha

Por ejemplo:
Ha: p<24
Ha: p>24

Ejemplos:
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Para facilitar el entendimiento de la prueba de hip6tesis es conveniente formular un
procedimiento, es decir una serie de pasos, pero a medida que se avance y se tenga
mayor dominio del tema, se puede omitir y realizar la prueba de una manera menos

rigida.

1) Dado un problema el primer paso seria plantear las hipétesis (HO y Ha) de

acuerdo al texto.

A,—\~

R TN
ku.Po!:es-.s hLFO&SLS
nula alkernativa

t ¢

aseveracion. sobre un parametro hipétesis de investigacién
poblacional, que se supone cierta

2) En seguida se procede a establecer un nivel de significacion,
(generalmente va de 0.01, 0.05 a 0.10, pero habra estudios y disciplinas
gue se salgan de este rango). Como ya se estudi6 esto permite establecer

el valor critico que separa la zona de rechazo y la de no rechazo.
3) Se debe obtener una estadistica de prueba.
Este es un valor que se calcula con base en la informacion de'la muestra. Se trata del

elemento que sirve para hacer el contraste y permite la decision de rechazar o no la

hipétesis nula.
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La eleccion del estadistico adecuado, dependera de las caracteristicas propias del
problema o del estudio que se desea realizar y esta relacionado con el parametro
poblacional de interés; si éste es la Media, el estadistico sera uno, pero si se trata de la

Varianza, el resultado sera otro.

Para el caso concreto de la media poblacional se deben tomar en cuenta varias

consideraciones:

e La desviacion estandar es o no conocida
o Eltamano de la muestra es mayor o no a 30 (25 para algunos autores)

e La poblacion se distribuye normalmente o no

S| se conoce la desviacién estandar de la poblacion y ademas se tiene una muestra
superior a 30, entonces se utiliza el estadistico z. Si no se conoce la desviacién estandar
de la poblacion, pero se tiene una muestra de tamafio mayor a 30, también se va a utilizar
la tabla z. Cuando el tamafio de la muestra es menor a 30 pero se tiene que la poblacion
se distribuye normalmente y ademas se conoce la desviacion estandar de la poblacién, se
utilizara la tabla z y por ultimo, si el tamafio de la muestra es menor a 30 pero se tiene que
la poblacién se distribuye normalmente y ademés no se conoce la desviacion estandar de

la poblacion, se utilizara la tabla t.

Esto se resume en la siguiente tabla.

Muestra Desviacion estandar poblacional
conocida desconocida
n>30 Distribucion normal, usar Distribucion normal, usar
tabla z tabla z
n<=30. Pero la poblacién Distribucion normal, usar Distribucion t, usar tabla t
se distribuye normalmente | tabla z

Para la prueba de hipotesis de una Media se utiliza el siguiente estadistico de prueba:

UnADM | DCEIT | MT | MEST1 24




Estadistica |
Unidad 3. Prueba de hipotesis

X—-u X-—-u
Zcalculado = Sz = 5
X Vn
Siendo HO:pu=po
Se tienen los siguientes casos:
Posibilidades de Ha Se va arechazar HO si...
Ha: M<po Zcalc< Za (tablas )
Ha: >Ho Zcalc> Za (tablas )
Ha: P Ho |Zcalc |> Za/2(tablas )

La prueba de hipétesis para una Media también se trabaja con el método del valor P,

que se verd al final de este apartado.

4) Con base en los resultados obtenidos se debe tomar una decision en

cuanto a la hipétesis planteada.

El valor del estadistico obtenido en las tablas es el que se va a comparar con el valor del
estadistico de prueba (obtenido por medio de la formula).

Al graficar se ve claramente si el valor calculado cae o no dentro de la zona de rechazo.

Como ejemplo se presenta la siguiente figura en donde el estadistico de prueba cae

dentro de la zona de rechazo.
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COLA

SUPERIOR

a
zonade rechazo
region critica

Valor critico estadisticode
7 prueba
dentro

Si la prueba es de cola superior y el valor del estadistico de prueba es mayor al valor del
estadistico de tablas, entonces se esta en la zona de rechazo y por lo tanto se rechaza la
hipotesis nula y se acepta la hipétesis alterna.

En la siguiente figura se ilustra cuando el estadistico de prueba cae fuera de la zona de
rechazo:

a
zona de rechazo
region critica
1o
|
zona de no

rechazo
L

estadisticode  Valoreritico
prueba 7

fuera

Esto se resume en la siguiente tabla:

Tipo de prueba Valor calculado Cae enlazonade | Serechaza Ho

v.S. valor de tablas | rechazo
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Cola inferior Mayor No No
menor si si
Cola superior Mayor Si Si
menor No no
Dos colas Mayor en valor Si Si
absoluto
Menor en valor no no
absoluto

5) Por Ultimo se obtienen las conclusiones.
Ejemplo 5:
Una clinica de tratamiento de la obesidad promete a sus clientes una reduccion de peso
de 5 kilogramos por mes. Se realiza un estudio estadistico para saber si efectivamente los
pacientes bajan en promedio 5 kilogramos por mes. Para lo cual, se tom6 una muestra de
49 pacientes y se obtuvieron los siguientes resultados:
Una reduccion de peso promedio de 4 kg con una desviacion tipica de 1.8 kilogramos.
La pregunta es ¢,se debe aceptar como valida la promesa de la clinica?
Solucion:
Los datos que se pueden extraer del ejemplo son los siguientes:

p=5kg, n=49, s=1.8kg, x =4 kg

Con estos datos se procede a formular la Prueba de hipotesis.
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El primer paso es plantear la hipétesis nula y la alterna:

HO: en efecto la media prometida por la clinica es igual a la media poblacional

Ha: la media prometida por la clinica es diferente. En este caso, por tratarse de reduccion
de peso, a los clientes obviamente les interesa saber si es verdad o por el contrario es
menor (si fuese mayor a la prometida no habria inconveniente). De tal forma, que
expresadas en forma matematica se tiene:

HO:p=5

Ha: u<5 prueba de cola inferior o a la izquierda. Si fuese mayor se tendria una prueba de
cola superior y si fuera diferente, se tendria una prueba de dos colas.

Ahora, se debe de definir el nivel de significancia a.

Para este ejemplo, se tomara un nivel de significacion del 0.01. a=0.01.

Por lo que se tiene un nivel de confianza del 0.99 6 sea el 99%.

En este problema, se tiene el caso, donde no se conoce la desviacion estandar (y la
varianza) de la poblacién; sin embargo, el tamafio de la muestra permite asumir la
distribucion como normal y, por tanto, utilizar el estadistico z. los datos se pueden

acomodar en un gréfico de la distribucién normal para que se visualice mejor el problema.

Se tiene entonces:
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COLA

INFERIOR

y

o Valorcritico
1

% -7

Con este valor de a=0.01 (a=1%), se observa un area del 49% 6 sea 0.49 y con este valor

se busca en las tablas el valor de z (valor teérico)
Se encuentra que: z= 2.33. Lo que corresponde para —z=-2.33.
En el tercer paso, se va a calcular el estadistico z, para verificar si éste cae a la derecha

del valor critico z obtenido en tablas, o bien, cae a la izquierda.

Se representa en un diagrama:

COLA

INFERIOR

Walor | critico

El estadistico puede estar fuerade
la zona derechazo

A
El estadistico puede estarenlazona
derechazo

El estadistico de prueba utilizado para la Media considerando la distribucién normal es:
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Zcalculado = Sz
X

La ecuacion para z relaciona la diferencia de las Medias (de la muestra y la poblacion)

entre el error estandar.

Sustituyendo los valores en la ecuacién se tiene:

=5 kg, n=49, s=1.8 kg, X =4 kg

Zcalculado = So
X

Zcalculado =

Zcalculado = 18 = —3.88

7

El siguiente paso es tomar la decision estadistica.

Si Zcaicuiado=Ztabulado ENtonces el estadistico cae en la zona de no rechazo por tanto no se

rechaza la hipétesis nula.

Si por el contrario el Si Zcaicuiado<Ziabulado S€ rechaza la HO y se acepta la Ha.

Se tiene:
-3.88<-2.33

Por lo tanto el estadistico cae en la region de rechazo. Asi que se rechaza la HO'y se
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acepta la Ha.
Por ultimo, se realiza la conclusion:

Los resultados de la prueba muestran que no se debe tomar como vélida la promesa de la

clinica sobre la reduccién de peso de los pacientes.

Ahora se explicara otro método para resolver el mismo tipo de prueba.

Método del valor P.

El método que se acaba de utilizar en la resolucion del ejemplo se conoce como:
Método del estadistico z (0 método del valor critico); sin embargo, existe otro método
gue actualmente es muy usado por los investigadores, se conoce como el Método del
valor Py es uno de los conceptos mas importantes actualmente en las pruebas de
hipétesis.

El valor P vade 0 a 1.

Es una probabilidad que nos va a permitir observar qué tanta evidencia existe en la
muestra que apoya a rechazar la hipotesis nula. Es decir, con el valor P, se determina si
es adecuado rechazar la hipétesis nula en una prueba de hipdétesis.

Una posible definicién seria que es el valor minimo que puede tomar a para que la HO sea
rechazada. En términos probabilisticos, se diria que el valor P, es la probabilidad de
encontrar en una muestra evidencia suficiente a favor de la hipétesis alternativa.

En una prueba de hipotesis, la conclusion, resulta de comparar el valor P con a.

Se pueden tener los siguientes casos:
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e ValorP>a === norechazar HO para ese valor de a especifico

e ValorP<q === se rechaza HO para ese valor de a especifico.

Ahora bien, entre mas pequefo sea el valor P, mayor seré la evidencia que apoye la
hipotesis alternativa Ha, de hecho, se pueden tomar como regla las siguientes

aseveraciones:

e Valor P <0.01 es evidencia convincente para rechazar HO
e Valor P entre 0.01 y 0.05 es evidencia fuerte para rechazar HO
e Valor P entre 0.05y 0.10 es evidencia moderada para rechazar HO

¢ Valor P >0.10 no hay evidencia para rechazar HO

Cabe mencionar que el uso del valor P, es cada vez mayor comparado con el uso del

nivel de significancia o el método de la regién de rechazo.

Hoy en dia los investigadores se auxilian del software adecuado para el calculo del valor
P, incluso, se realiza la prueba de hipo6tesis completamente en el programa (hay varios en

el mercado, el estudiante decidira cual se adecua a sus necesidades).

Unicamente es necesario introducir los datos del problema para que en segundos el
programa arroje los resultados solicitados, incluyendo las gréficas.

En seguida se ejemplificara el célculo del valor P, mediante el uso de software estadistico:
Ejemplo 6:

El secretario de transporte de la Ciudad de México desea saber el tiempo promedio en el
cual circulan los trenes del Sistema de Transporte colectivo Metro. Sus asesores le
aseguran gque pasan 4 trenes (en promedio) cada 10 minutos. Se realiza un muestreo

estadistico anotando la cantidad de trenes que pasan efectivamente cada 10 minutos.

Los datos se muestran en la siguiente tabla.
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Num. de corrida (cada 10min)

N de trenes que pasaron
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29 3
30 2

Se desea saber si se acepta o rechaza la opiniéon de sus asesores.

Solucién:

Los datos que se pueden extraer del texto son los siguientes:

u=4 trenes, n=30, s=?, ¥ =?
Lo primero que se puede hacer es calcular los dos datos que nos faltan utilizando para
ello la muestra reportada, se hard mediante el uso de software estadistico (el alumno

podra usar el de su preferencia).

Se obtienen los valores:

$=3.48131, ¥ =4.46667
El primer paso es plantear la hipétesis nula y la alterna:

HO: en efecto lo que aseguran los asesores es cierto, pasan 4 trenes cada diez minutos,

en promedio.
Ha: la media que aseguran los asesores es diferente.
De tal forma que expresadas en forma matematica se tiene:

HO:p=4

Ha: u=4 prueba de dos colas.

Ahora se debe de definir el nivel de significancia a.

Para este ejemplo se tomara un nivel de significacion del 0.05. a=0.05.
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Con ellos ya se tienen los datos para ser ingresados en el programa y realizar la prueba

de hipdtesis.
El programa arroja los siguientes resultados:

Error estdndar de la Variable N Media Desv. Est. media IC de 95% Z P
carros 30 4.467 3.481 0.636 (3.221;5.712) 0.73 0.463

El siguiente paso es tomar la decision estadistica.

Dado que el P valor es mayor al valor de a.
0.463 > 0.05

La prueba sefiala que no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis HO,
Finalmente se concluye que como el P valor es mayor al valor de a y no se rechaza la HO

el secretario de transporte debe tomar como cierto lo que le aseguran sus asesores.
Resumiendo, se puede decir que la prueba de hipétesis para la Media, usando el método
del valor P, se realiza igual sélo que ahora en lugar de comparar el valor del estadistico
obtenido en tablas (usando a) con el valor del estadistico calculado, simplemente se va a

comparar a con el valor P.

En el siguiente apartado se aborda la prueba para dos Medias.

3.2.2. Para la comparacién de Medias

Ahora se ampliara la prueba para dos Medias. Asi que se tomaran dos muestras
aleatorias. Generalmente el tamafio de las muestras es distinto. Sigue aplicandose el
criterio del Teorema Central de Limite, es decir, muestras mayores a 30 tienden a la
distribucion normal. Se tiene entonces que las dos muestras siguen o se aproximan a la

distribuciéon normal.
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La Prueba de Hipdtesis para la diferencia entre dos medias poblacionales es muy usada
ya que es comuln encontrarse con situaciones o problemas que requieran la comparacion
de sus Medias. Por ejemplo, si se desea evaluar la eficiencia de dos tipos diferentes de
gasolinas, se pueden probar en una muestra de automaviles idénticos y que operen bajo
las mismas condiciones, para saber cual de ellas presenta una mayor eficiencia

energetica.

Los pasos sugeridos para realizar la prueba son muy semejantes a los vistos para el caso
anterior y de igual forma se tienen los Métodos del estadistico o Valor Critico de z, y el

método del valor P.
Veamos en qué consisten:

1) Dado un problema, el primer paso seria plantear la hip6tesis nula HO de
acuerdo al texto.
Se acostumbra plantearla de la siguiente manera:
HO: (U1 — M2) = Do
Donde:

Do= es la diferencia especifica que se desea probar, generalmente tiene un
valor de cero: Do=0
2) El segundo paso seria plantear la hipotesis alterna Ha, de acuerdo al texto.

Como se ha visto la Ha puede tener tres posibilidades
Ha: (M1 — H2) > Do
Ha: (M1 — P2) < Do

Ha: (M1 — P2) # Do

3) se debe definir el nivel de significancia a.

4) Se debe obtener una estadistica de prueba.
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Para este caso se trabajara con el estadistico:

7 ("?1_-2)- DD _(fl-j‘;z)- DD

Este es un valor que se calcula con base en la informacion de la muestra que es el
elemento que sirve para hacer el contraste pues permite la decision de rechazar o no la

hipétesis nula.

Para el caso concreto de la diferencia de las Medias poblacionales se deben tomar en

cuenta varias consideraciones:

e Las muestras son seleccionadas al azar
o Eltamano de las muestra es mayor a 30 (25 para algunos autores)

e Las muestras son seleccionadas de manera independiente

5) Con base a los resultados obtenidos se debe tomar una decision en torno a

la hip6tesis planteada.
La hipétesis HO se debe rechazar cuando:

El valor de este estadistico obtenido en tablas es el que se va a comparar con el valor del

estadistico de prueba (obtenido por medio de la formula).
Si la prueba es de cola superior y el valor del estadistico de prueba es mayor al valor del
estadistico de tablas, entonces se esta en la zona de rechazo.y por tanto se rechaza la

hipotesis nula y se acepta la hipétesis alterna.

Si la prueba es de cola inferior entonces el valor del estadistico de prueba debera ser

menor al valor del estadistico de tablas, para rechazar la hipétesis nula y se acepta la
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hipétesis alterna. Si se tiene una prueba de dos colas se aplican las dos consideraciones

anteriores para rechazar la hipétesis HO.
Para el caso de usar el Método del valor P, la hipétesis HO se va a rechazar cuando p<a.

Por ultimo se han de sacar conclusiones.

Ejemplo 7:

En una preparatoria se aplicé el examen ENLACE. Para saber los resultados de sus
alumnos el Director del plantel desea realizar un estudio estadistico, por lo cual se
contrata al personal capacitado para que tome dos muestras aleatorias de estudiantes.

La primera muestra de 40 alumnos arrojé un promedio de 55 con una desviacion Estandar
de 10. La segunda muestra fue de 30 alumnos con un promedio de 51 puntos y una
Desviacién Estandar de 9. Se desea saber si existe alguna diferencia entre las dos

muestras. El estudio se desea probar con un nivel de confianza del 95%.
Solucion:

Se va a resolver utilizando el Método del Estadistico de Prueba.

Los datos que se obtienen del ejemplo son los siguientes:

Muestral:
n1=40, ()'1210,
El = 55
Muestra 2:
n2=30, 0'229,
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x2=51

Nivel de confianza (1-a)= 95%
Con estos datos se procede a formular la Prueba de Hipotesis.

El primer paso es plantear la hipétesis nula y la alterna:

HO: no hay una diferencia considerable entre las Medias de las dos muestras.

En tanto que la hipétesis alternativa establece que las Medias de las dos muestras son
diferentes.

Ha: las medias son diferentes

De tal forma que expresadas en forma matematica se tiene:

HO:p1= M2

Ha: Hi#H2 €S una prueba de dos colas.

Ahora se debe definir el nivel de significancia a.

Para este ejemplo se tiene un nivel de confianza (1-a)= 95%
Por lo que se tiene un nivel de confianza del 5% Osea el 0.05

Como es una prueba de dos colas, se tiene % =0.025

En este problema se tiene el caso conocido como desviacion estandar (y por tanto la
Varianza) de la poblacion. También el tamafio de la muestra permite asumir la distribucion
como normal y por tanto utilizar el estadistico z. los datos los podemos verter en un
gréfico de la distribucién normal para que se visualice mejor el problema. Se tiene

entonces:
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. Valorcritico
Valaor critico
Ly

-Za z

Con este valor de a=0.05 (% =0.025). Se observa un area del 47.5% 6 sea 0.475 y con

este valor se busca en las tablas el valor de z (valor teérico).
Encontrandose que z= 1.96. Lo que corresponde para —z=-1.96.
En el Tercer paso se va a calcular el estadistico z para verificar si éste es mayor en valor

absoluto al del valor critico z obtenido en tablas.

Veamoslo en un diagrama:

Valor critico

Valorcritico
Lo

-Za 7

Pasemos a calcular la estadistica de prueba:

Dado que la hipétesis HO:p1= Y2
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Entonces se tiene que (L= U2 )=0, Lo que implica que Do =0
El estadistico de prueba utilizado para dos Medias considerando la distribucién normal se

simplifica como sigue:

Z=X1_Xz= XI_XZ
o - 2 2

X -X o (o2

1 2 \/ 1 4 2

n, n,

Sustituyendo los siguientes valores
Muestra 1: n1=40, 0,=10,

=

1= 55

Muestra 2:n,=30, 0,=9,

Resolviendo la ecuacion se llega a:
y =2 =175
calculado — 528 e

Zcaiculado =1.75

El siguiente paso es tomar la decision estadistica.
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Si - Ziabulado<Zcalculado< +Ziabulado €NtONCes el estadistico cae en la zona de no rechazo por

tanto no se rechaza la hipotesis nula.

Si, al contrario, se rechaza la HO y se acepta la Ha.
se tiene:
-1.96<1.75<1.96

Por lo tanto, el estadistico no cae en la regioén de rechazo. Asi que no se rechaza la
HO.No es que se esté aceptando HO,simplemente no hay evidencia suficiente para

rechazarla con un nivel de significacion del 5%.
Por ultimo, se realiza la conclusion:
Los resultados de la prueba muestran que no hay una diferencia significativa entre las

Medias (al menos, no para a=0.05), por lo tanto, se toma ese promedio como valido.

Nota: Aqui la cuestién seria hacer la prueba con otro nivel a, para ver si al modificar su

valor se sale de la zona de no rechazo.

3.3. Pruebas para las varianzas (muestras grandes)

En el punto anterior se revisaron las pruebas para la Media y diferencias de Media, ahora

se hara lo mismo, pero usando las Varianzas.

En la unidad uno se estudi6 las medidas de tendencia central y las de dispersion. Como
ya se habia mencionado anteriormente, las medidas de dispersion también se conocen
como medidas de variabilidad y se utilizan para establecer como es la variacion de los
datos respecto al valor central. Los conceptos-mas relevantes son la Varianza y la

Desviacion tipica o estandar.
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Recuerda que la Media es una medida de tendencia central y la Varianza es una medida
de dispersidn. La Desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza y la razén de
esto es solo para darle consistencia de unidades, para que no fueran cuadraticas. Por lo

tanto, se puede trabajar tanto con varianzas como con Desviaciones estandar.

Algunos autores consideran como muestras grandes el valor de 30, otros dicen que, con
25 datos de la muestra es suficiente.

También es importante recordar que cuando el tamafio de la muestra es menor a estos
valores, pero la poblacion original sigue una distribucién normal entonces la muestra
también sigue la tendencia normal. Pero si el tamafio de muestra es menor a estos
valores y la distribucién de la poblacién no sigue a la normal entonces no se puede

considerar la muestra como normal y serd necesario por lo tanto utilizar otros métodos.

En este tema se abordaran dos casos: cuando solo se tiene una Varianza y donde se

trabaje con dos Varianzas.

3.3.1. Parala Varianza de una poblacién

Cuando se desea realizar una Prueba de hip6tesis para una varianza, se analiza una
muestra de la poblacién y se calculan los intervalos de confianza para la Varianza

(también se puede hacer para la Desviacion estandar).
La prueba de hipétesis sobre una Varianza se puede usar para determinar si la Varianza
(o la Desviacion estandar) de una poblacién (cuyo valor se desconoce), es igual a un valor

especificado por el investigador.

Esta prueba es muy util en las industrias para determinar si la Varianza en la produccién

es diferente a un estandar de la empresa.

La férmula estadistica que se ha usado en unidades previas como estimador de la

Varianza es:
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> f (xi—x)2
32: i=1
n-1

Ahora bien, en esta unidad se ha estado trabajando con la distribucion z. Si se desea
trabajar con una distribucién s?, que esté basada en un muestreo aleatorio de una
distribucion normal, unos datos de varianza y media especificas seria muy complicado.

Por lo que se recurre a la estandarizacion al igual que se hizo con la distribucién z.

El estadistico estandarizado es:

Se le llama ji cuadrada. Y genera una distribucién de muestreo llamada distribucién de
probabilidad ji cuadrada. Este seréa el estadistico de prueba para la Varianza de una
poblacion.

Donde:
(n-1)= grados de libertad, n=tamafio de la muestra.

Y la ecuacion de densidad genera el siguiente tipo de gréfico:
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1. Nota que empieza en cero debido a que la Varianza no puede tener valores

negativos. asi que los valores de X? son mayores o iguales que O.

2. Como la forma de la distribucién depende de los grados de libertad, es decir, de n-

1, se tendran infinitas posibilidades.

3. Aligual que la distribucion normal, en la distribucion ji cuadrada el &rea total bajo
la curva es igual a 1 o bien se dice que representa el 100%.

4. Este tipo de distribuciones no son simétricas como lo es la distribucién normal. la
distribucion ji cuadrada es sesgada a la derecha.

Lo que interesa de ella son los valores criticos que se reportan en tablas (al igual que la

distribucion z)

Ahora bien, (al igual que se hizo para la Media) para realizar la prueba de hipétesis para
la Varianza de una poblacion se sugieren los siguientes pasos.

e Primero se debe plantear la hipétesis nula. Generalmente sera:
-3

-y
ol

H:: a 0

e Después se propone la hip6tesis alternativa que como ya es sabido puede

tener tres posibilidades (>, #,<), cola superior, cola inferior y dos colas.

e Se trabaja con el estadistico de prueba:

e Se toma una decision.

De igual manera que con la Media se tienen dos métodos.
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Método del valor critico (o estadistico de prueba)

Se va a rechazar HO cuando el valor absoluto de X?cacuado S€@ mayor al de tablas (para la
prueba de dos colas), o bien, cuando el valor de X?cacuado S€a mayor al de tablas (para la
prueba de cola superior), o bien, cuando el valor de X?:acuado S€Q menor al de tablas (para

la prueba de cola inferior).

En seguida se ejemplifican graficamente los casos de cola superior y dos colas.

o/2

Método del valor P.

Simplemente se rechaza la HO si el valor p <a. Para el caso de una prueba de dos colas

se rechaza la HO si el valor p <g.

¢ Finalmente se concluye:

Como habras notado, es practicamente el mismo procedimiento que se siguié en la

prueba para la Media.
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Ejemplo 8:

Una clinica de tratamiento de la obesidad promete a sus clientes una reduccién sustantiva
de peso en kilogramos al afio. El gerente del negocio estima que la reduccion de peso
prometida es cierta con una dispersion de =2.

Se realiza un estudio estadistico para saber si efectivamente los pacientes bajan
sustantivamente de peso. Para lo cual se tom6 una muestra de 40 pacientes y se

obtuvieron los siguientes resultados:

Una reduccion de peso promedio de 12.075 kg anuales, con una desviacion tipica de
1.845 kilogramos.

La pregunta es ¢ se debe aceptar como valida la promesa de la clinica?
Solucion:
Se resolverd utilizando el Método del valor P, y sera utilizado un software estadistico.

Los datos que se pueden extraer del texto son los siguientes:

0=2, asi que 02=4, n=40, s=1.845kg, ¥ =12.075 kg
Con estos datos se procede entonces a formular la prueba de hipoétesis.

e Primeramente, se plantea la hipotesis nulay la alterna:

HO: en efecto la Media prometida por la clinica es igual a la Media poblacional
Ha: la Media prometida por la clinica es diferente. En este caso por tratarse de

reduccion de peso a los clientes les interesa saber si es verdad o por el contrario

es menor (si fuese mayor a la prometida no habria inconveniente).
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De tal forma que expresadas en forma matemética se tiene:
HO:0°=4

Ha: 02<4 prueba de cola inferior o a la izquierda.
e Se define el nivel de significancia a.
Para este ejemplo se tomara un nivel de significacién del 0.05. a=5%.

Por lo que se tiene un nivel de confianza del 0.95 ¢ sea el 95%.

¢ Con los datos obtenidos anteriormente se ingresa al programa y realiza la prueba
de hipotesis.

¢ El programa arroja los siguientes resultados:
Estadisticas
N Desv.Est. Varianza
40 1.85 3.40
95% Intervalos de confianza unilaterales
Limite Limite
superiorsuperior
para  Método Desv.Est. varianza
Chi-cuadrada 227 5.17

Pruebas

Estadistica
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Método de prueba GL Valor P
Chi-cuadrada 33.19 39 0.269

e Setomaladecision estadistica.
Dado que el P valor es mayor al valor de a.
0.269 > 0.05

Conclusion
La prueba sefiala que no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis HO
Finalmente se concluye que como P, valor es mayor al valor de a y no se rechaza la HO

los clientes de la clinica deben tomar como cierto lo que le asegura el gerente de la

empresa.

3.2.2. Para la comparaciéon de Varianzas

Para hacer inferencias sobre la igualdad de las Desviaciones estandar o varianzas entre
dos poblaciones, basadas en muestras independientes y aleatorias, se recurre a los

procedimientos de prueba e intervalo de confianza.

En la prueba de hipétesis para la comparacién de varianzas se recurre a la razén de

varianzas muestrales:

5t

5,

Esta relacion tiene una distribucion de distribucion de probabilidad que en estadistica se

conoce como distribucion E. la gréfica tipica para una distribucion E es la siguiente:
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0 Fy

Al igual que en el caso de una Varianza se tiene que:

(n-1)= grados de libertad, n=tamafio de la muestra.

Para que se asuma que, la relacién, de las Varianzas muéstrales presente una
distribucion F, se debe de tener en cuenta que las muestras aleatorias deberan ser
independientes y se obtendran de cada una de dos poblaciones normales. Ademas, la
variabilidad de las mediciones en las poblaciones debera ser idéntica y, por lo tanto, podra

ser medida con una varianza comun. Esto es:

0% =0} =o?

La prueba de hipétesis se realiza basicamente en forma idéntica que para la de una

varianza, solo cambia el estadistico ji-cuadrada por el estadistico F.

e Primero se debe plantear la Hip6tesis nula. Generalmente sera:
Hx:

2 2
LTI :Gz

e Después se propone la hip6tesis alternativa que como ya es sabido puede
tener tres posibilidades (>,<,#), ya sea que se trate de una cola o de dos

colas.

e Se trabaja con el estadistico de prueba

UnADM | DCEIT | MT | MEST1 50




Estadistica |
Unidad 3. Prueba de hipotesis

Donde la Varianza muestral mas grande es:

¢ Se toma una decisién. De igual manera que con la Media se tienen dos

métodos

v' Para el Método del valor critico (o estadistico de prueba)

Se va a rechazar HO cuando el valor de F > F, (para una cola)

Y Se va a rechazar HO cuando el valor de F > Fa /2 (para dos colas)
v' Para el método del valor P.

Simplemente se rechaza la HO si el valor p <a.
¢ Finalmente se concluye que:
Ejemplo 9:

Al realizar un estudio sobre una poblacién estudiantil, se tomaron dos muestras. Las

cuales arrojaron los siguientes datos:

Muestral:
muestra n Desviacion. Estandar.
1 42 1.96
Muestra 2:
muestra n Desviacion Estandar.
2 32 2.13

Realice una Prueba de Hipoétesis utilizando un software estadistico.

Solucién:
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Se resolverd utilizando el Método del valor P, y sera utilizado un software estadistico.

Los datos son suficientes para realizar la prueba, recuerda que, aunque no se tenga el
dato de la varianza, como ésta, es el cuadrado de la desviacidén estandar. Los programas
estadisticos, trabajan de manera idéntica, ya sea que se ingrese el dato de la varianza o
el de la desviacion estandar.

Con los datos se procede a formular la prueba de hipétesis.

El primer paso es plantear la hip6tesis nula y la alterna:

De tal forma que expresadas en forma matematica se tiene:
2 Z
Ho: %t = “2
Ha:

512;‘ I:.Tzz
Es una prueba de dos colas.
Ahora se debe de definir el nivel de significancia a.
Para este ejemplo, se tomara un nivel de significacion del 0.05. a=5%.
Por lo que se tiene un nivel de confianza del 0.95, es decir, el 95%.
Con ellos ya se tienen los datos para ser ingresados en el programa y realizar la Prueba
de Hipotesis.
El programa arroja los siguientes resultados:

Prueba de IC para dos varianzas

* NOTA * Las graficas que no sean de intervalos no se pueden crear con

datos resumidos.
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Método

Hipotesis nula Sigma (1) / Sigma(2) = 1
Hipotesis alterna Sigma (1) / Sigma(2) not = 1
Nivel de significancia Alfa = 0,05

Estadisticas

Muestra N Desv.Est. Varianza

1 42 1.960 3.842

2 32 2130 4.537

Relacion de deviaciones estandar = 0.920
Relacion de varianzas = 0.847

Intervalos de confianza de 95%

IC para IC para
Distribucion relacion de relacion de
de los datos Desv.Est. varianza
Normal (0.653; 1,277) (0.426; 1.630)
Pruebas

Estadistica

Método GL1 GL2 de prueba Valor P
Prueba F (normal) 41 31 0.85 0.611
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El siguiente paso es tomar la decision estadistica.

Dado que el P valor es mayor al valor de a.

0.611 > 0.05
La prueba sefala que no hay suficiente evidencia para rechazar la hipotesis HO
Finalmente se concluye que, como el P es mayor al valor de a, no se rechaza la hipétesis
nula HO.

Nota: para todos los ejemplos se ha utilizado el software estadistico minitab16. (El
estudiante puede hacer uso del software que guste)

3.4. Potencia de la Prueba

Hasta este momento has revisado conceptos como hipétesis nula, hipotesis alternativa,
los tipos de errores | y Il. En este ultimo tema retomaras esos conceptos para poder
entender lo que es la potencia de la prueba.

La potencia de una prueba se puede definir como la probabilidad de rechazar la hipétesis
nula cuando ésta se debe rechazar. Esto quiere decir, que la hip6tesis nula es falsa y la

hip6tesis alternativa es verdadera. En otras palabras, se diria que:

La potencia de la prueba es la probabilidad de rechazar correctamente una hipétesis nula

cuando ésta es falsa.

Para poner la definicion en términos matematicos es necesario recordar los tipos de
errores. En el primer tema de esta unidad se estudié en qué consiste el error del tipo I:
Rechazar la hipétesis nula cuando ésta no se debe rechazar. La probabilidad de cometer

este tipo de error se conoce como a'y el error.de tipo Il es:

No rechazar la hip6tesis nula cuando si se debe de rechazar. La probabilidad de cometer

este tipo de error se conoce como .
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Tanto a como B, pueden ser expresados en términos de probabilidad. Asi se tiene que:
a= la probabilidad de rechazar Hocuando Hoes verdadera (error tipo 1)

B=la probabilidad de no rechazar Ho cuando Hp es falsa (error tipo II)
Considerando lo anterior, procedamos a definir la potencia de la prueba como:

Potencia= P (rechazar la hipétesis nula, Ho cuando ésta se debe rechazar)
Esta expresion también se puede poner en términos del complemento, es decir:

Potencia= 1- P (no rechazar la hip6tesis nula, Ho cuando ésta se debe rechazar)

En términos del error se puede expresar como:
Potencia= 1- P (cometer error tipo II)
Potencia =1- 8

Esta seria la expresion mas comun para la potencia de la prueba. Cabe sefialar que la
potencia de la prueba es un concepto muy importante, dado que es un indicador de la

cantidad de veces que se debe rechazar la hipétesis nula.

Finalmente, cabe sefialar que la potencia de la prueba es una medida de la sensibilidad

de una prueba estadistica.

3.4.1. Lema de Neyman Pearson

En los temas anteriores se ha trabajado con ejemplos practicos sobre la prueba de
hipotesis, se han abordado varios casos sobre el contraste y sugerido algunas
actividades. Ahora se trataran temas dentro del campo de lo teérico, dicho lo anterior

pasemos a definir el Lema de Neyman- Pearson.
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En cierto sentido, se puede decir que este lema, es el primer teorema de clase de

decision completa.

El lema de Neyman demuestra que la prueba 6ptima para realizar un contraste de

hipétesis simples (es decir: H,:0 <6, A H,:0<0,), consiste ante todo en la

y
comparacion del cociente de verosimilitudes con un umbral.

También hay que mencionar que el lema, si bien proporciona siempre la mejor region

critica, no siempre porporciona la regién uniformemente méas potente (UMP), por ejemplo,

en las pruebas de hipétesis simples como: H, : 8 = g,contraH_ : 8 # 6,

3.4.2. Funcién Potencia

La potencia se definié como la probabilidad de que en una prueba de hipétesis se
rechace la hip6tesis HO siendo ésta falsa, es decir, que se haya tomado la decisién

correcta.

Ya se mencion0 que la potencia es igual a 1-8, y sabemos que S es la probabilidad de
cometer el error tipo Il. A medida que a aumenta 8 disminuye, por lo tanto, la potencia
aumenta.

Pero si aumenta a, también, aumenta la probabilidad de cometer el error tipo I.

La prueba mas potente es aquella que optimiza la a y la potencia de la prueba. Es decir,

encontrar una combinacion 6ptima con ay B.

En seguida se sefalan los factores mas importantes que afectan a la potencia:
e Elprimer factor es el tamafio de la muestra. Cabe sefalar que es conveniente
tomar muestras grandes, porque al aumentar el tamafio muestral se va a obtener

informacion mas cercana de la poblacion, asi que a muestras grandes, aumenta la
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potencia.

e El segundo factor importante es el valor de a (error tipo 1), ya que a mayor valor
sera mas probable rechazar la hipétesis nula.

e Eltercero considera que la variabilidad de la poblacion afecta a la potencia.
Cuando se tienen valores de o pequefios aumenta la potencia, porque es mas facil
detectar una diferencia.

e El cuarto factor es la similitud (o no similitud), entre las poblaciones. Entre mas
similares son las poblaciones es més dificil detectar una diferencia, asi que la

potencia sera menor.

De acuerdo a estos factores se puede comentar que si se desea hacer una prueba, por
ejemplo, para comparar dos medicamentos en el mercado (los de patente y los llamados
genéricos intercambiables) y detectar las diferencias entre ellos. Si los investigadores
desean aumentar la potencia de la prueba deberan incrementar el tamafio del muestreo,
para de este modo obtener mas informacién en torno a la poblacién. También se
recomienda implementar buenas técnicas de muestreo para que disminuya la Varianza

de error.

En seguida se utilizaran dos figuras para mostrar la prueba de hipétesis y su potencia.

Se ha graficado la funcion de densidad para la HO cuya altura media es 6,. A la derecha
se ha graficado la distribucion de la H,y R.C es la region critica (esta integrada por los

valores mayores al punto A).
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El error tipo | (la probabilidad de rechazar HO siendo cierta) o el nivel de significancia a, es

la parte sombreada de la figura anterior.

El error tipo Il (la probabilidad de no rechazar la HO siendo falsa) es decir el valor 8, es la

cola rayada de la curva de la derecha de la siguiente figura.

La potencia (1-8) esta representada por la parte sombreada de la curva de la derecha de
la siguiente figura.

(onjwcin TR =
A \

- (j-’ R:h:,‘” g“f‘_,oi\ )

La decision de rechazar HO sucede cuando se obtiene un resultado mayor al punto A,

pero si es menor no se podra rechazar.

Con esto queda claro que la potencia y el nivel de significacién en una prueba de
hipotesis no son independientes. Lo que todo investigador quisiera es tener un minimo
valor de a y un maximo valor de potencia, pero esto no se puede lograr porque no son

independientes asi que si disminuye a también se reduce la potencia de la prueba.

Esta es una forma de calcular la potencia de una prueba de manera un tanto manual.
Actualmente en la era digital s6lo hay que elegir el software adecuado, introducir los datos
y analizar los resultados arrojados por el programa. En el mercado hay varios paquetes de
andlisis estadistico, entre los que se pueden mencionar: Excel (la hoja de célculo de

Microsoft), minitab, spss, statgraphics, entre muchos otros.

Cuando se tiene:
H,:0=0,contraH, : 0 # 0,
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Y se ha fijado un valor para a. entonces la potencia de la prueba ya no tiene un valor

Unico, dado que, para cada valor de @ = 6, se tendra una distribucion alterna y por lo

tanto una potencia, mas bien, una funcién potencia.
Se llama potencia de la prueba, a la probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando

ésta es falsa (cuando las hipotesis son simples), y se le llamara funcion potencia, cuando

las hipotesis sean compuestas.

3.4.3. Prueba uniformemente mas potente

La prueba mas potente es aguella que optimiza la a y la potencia de la prueba. La prueba
uniformemente mas potente, es la generalizacion de este hecho. Es decir, cuando se

tiene una prueba (o contraste) del tamafio del nivel de significacién a, y si este contraste,

maximiza la potencia para todas las alternativas de la hipotesis alterna H , (Es decir para

todos los posibles valores del parametro 6 € ©,), se dice, que es un contraste (0 una

prueba) uniformemente mas potente y se abrevia como “UMP”.

Donde:

© = espacio paramétrico

B0, B2 = dos conjuntos disjuntos cuya union es ©. El conjunto 6, es la particién de ©
asociada a HO (en otras palabras, contiene todos los posibles valores que puede tomar el

parametro bajo la hipotesis nula), en tanto que, ©aes la particion de © asociada a Ha.

8 = es un parametro desconocido cualquiera.

Cierre de la unidad
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A lo largo de estas tres unidades se han expuesto los temas mas importantes de la
Estadistica.

En la unidad uno, se revisaron los conceptos de la Estadistica Descriptiva que son la base
de todo estudio e investigacion estadistico: la Media, la desviacion estandar la varianza,
entre otros.

En la unidad dos, se abordaron la Distribucién normal, el Teorema del Limite Central y los
intervalos de confianza, que son el soporte para un buen entendimiento de las pruebas de
hipétesis vista en la presente unidad. Asi, hay un hilo conductor que recorre las tres
unidades.

Las pruebas estadisticas aprendidas en esta unidad son de suma importancia. Se
recomienda al estudiante, revisar los temas de las unidades cuantas veces sea necesario
hasta tener dominio sobre ellos, dado que, como ya se comentd, son los pilares para
cualquier estudio posterior.
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