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Geometria analitica ll
Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

Presentacion de la unidad

El concepto del punto es una abstraccién matematica sin existencia fisica, ya que se le define
tipicamente como un ente que solo tiene posicion, pero no tamano o longitud alguna. El punto
en la geometria, y en particular en la geometria analitica, es la unidad fundamental para
construir cualquier curva, aun las mas simples como una linea recta, la cual es simplemente una
sucesion de puntos que satisface ciertas reglas (la ecuacidn de la recta). Asi pues, todos los
lugares geométricos son puntos en el plano o el espacio que satisfacen una cierta ecuacion.
Entonces, en este capitulo repasaremos estos conceptos fundamentales que son esenciales para

el entendimiento del resto del curso.

Competencia especifica

Resuelve problemas geométricos utilizando el concepto de sistemas de coordenadas y lugar
geométrico para interpretar las relaciones de un objeto en el espacio mediante su

representacion dentro del espacio.

Logros de la unidad

e Ubicar puntos, rectas y objetos simples en un sistema de coordenadas en tres
dimensiones.

e Encontrar el punto medio de un segmento y la division de un segmento y la divisién de
un segmento en razon dada en el espacio.

e Definir el concepto de numeros directores de una recta en el espacio, utiles para
encontrar la ecuacién de un plano en el espacio.

e Obtener la ecuacion de un plano en sus diferentes formas de representacion.

e Desarrollar habilidades para el andlisis, el razonamiento y la comunicacién de tu
pensamiento a través de la solucién de problemas.

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 4
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1.1. Conceptos basicos

Figura 1. Sistema de
coordenadas

El estudio de fendmenos fisicos, en ocasiones, requiere de la

definicidon de un sistema de referencia a partir del cual se describira la
evolucién en el tiempo y en el espacio de dicho fendmeno. Uno de los
sistemas de referencia mas cominmente utilizado para desarrollar un
modelo matemadtico que describa a través de ecuaciones el fendmeno

de estudio son las coordenadas rectangulares o cartesianas.

En esta unidad se revisara brevemente el plano cartesiano y a partir
de los conceptos ya conocidos en dos dimensiones se extenderan
estos conceptos a un sistema de coordenadas cartesianas en tres
dimensiones, ubicdndose puntos en dicho sistema. Posteriormente, se
hallara la distancia entre puntos y se veran algunas figuras

geométricas en el espacio.

Al igual que en R?, estudiando la expresion algebraica (una ecuacién con tres variables), es

posible obtener informacion del objeto geométrico (la grafica de una ecuacion) y viceversa;

analizando el objeto geométrico es posible deducir la informacién del objeto algebraico, éste

es, a grandes rasgos, el método que nos propone la geometria analitica.

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 5
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Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

1.1.1. Sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas

En el curso de Geometria analitica | vimos que un par ordenado de nimeros, las coordenadas
del punto, dos rectas numéricas, es decir, dos rectas reales R, el punto de interseccion, el
origen de cada una, y una unidad (la misma en cada recta), lamado el 1, determinan un sistema
de coordenadas. De esta manera un punto tiene estas coordenadas cartesianas en el plano
cartesiano, que se denota como R?. A la recta horizontal la denominamos eje de las abscisas o
eje X y a la vertical, eje de las ordenadas o eje Y.

De la misma manera estd determinado un sistema de coordenadas cartesiano de tres

dimensiones, denota como R3, veamos: Cartesian Coordinates in Three Dimensions.

Para localizar puntos en el espacio cartesiano, tomamos tres planos concurrentes y
perpendiculares dos a dos que se cortan en un punto, el origen. A cada tercia ordenada (x,y,z),
donde x, y y z son nimeros reales, le corresponde un punto en el espacio cartesiano, de la
misma manera cada punto esta definido solamente por una tercia ordenada de nimeros reales.
A esta relacidn entre los puntos del espacio y las tercias de nimeros reales se le denomina

correspondencia uno a uno.

Las tres rectas determinan tres ejes. El primer eje tiene el nombre de ordenadas, o eje X, el
segundo de abscisas, o eje Y, y el tercero se conoce como eje de cotas, o eje Z. De esta manera
tendremos 3 ejes coordenados. Por ejemplo, el punto (1, 2, 3) representard una unidad en el eje
X, después se avanzaran 2 unidades de forma paralela al eje Y y finalmente se subiran 3
unidades de forma paralela al eje Z. Un diagrama que ilustra este punto se muestra en la Figura

2. Planoyz.

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 6
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Geometria analitica ll
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Figura 2. Espacio cartesiano

En el caso del espacio, los ejes coordenados lo dividen en 8 diferentes regiones llamadas

octantes: Octantes de un sistema de coordenadas cartesiano. Cuando una de las coordenadas

es cero se habla de que se tiene una proyeccién sobre un plano. Por ejemplo, si z = 0 se dice
que se tiene una proyeccidn sobre el plano xy. Los otros planos de proyeccion serian yz y xz. El

plano yz se muestra en la Figura 3. Plano yz.

Figura 3. Plano yz.

1.1.2. Distancia entre dos puntos

Otro concepto fundamental es el de distancia entre dos puntos. Recordemos que, en un plano,

(espacio de dos dimensiones) se calcula utilizando el Teorema de Pitagoras, donde los lados del

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 7
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Geometria analitica ll
Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

triangulo estdn formados por las coordenadas x y y, y la hipotenusa es precisamente la

distancia entre estos puntos:

d=x"+)’
Graficamente se ve como en la Figura 4. Distancia entre dos puntos, pero en general la distancia

entre dos puntos cualesquiera se calcula como:

d:\/(xl —x2)2 +(y1 _J’2)2-

X

Figura 4. Distancia entre dos puntos.

Lo siguiente es extender este concepto a R3, esto se logra aplicando dos veces el Teorema de
Pitdgoras; una sobre el plano xy, como acabamos de mostrar, y la otra sobre el tridngulo que se
forma con base dy, y teniendo como altura la coordenada z (ver Figura 5. Distancia entre dos
puntos en R3).

Por lo tanto:

d= (a’xy)erz2 ={x*+)y’ +2°

donde se ha sustituido el valor de d_ encontrado previamente. En general,

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 8
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Figura 5. Distancia entre dos puntos en R3

Distancia entre dos puntos
La distancia d de P;(x4,y1,21) @ P,(x2,¥2,2,) en el espacio se denota por la expresién

d(P,,P,) y esta dada por la férmula:

d:\/(xl —x2)2 +(y1 —y2)2+(Zl _22)2

donde p, es el punto inicial y P, es el punto final.

Observa que la féormula anterior es mas general que la primera, ya que, si en ésta uno de los
puntos es el origen, de coordenadas (0, 0, 0), entonces obtendremos la férmula en la cual sélo
aparece un punto. Como ejemplo numérico calcularemos la distancia entre un par de puntos

aplicando la formula anterior.

Encuentre la distancia entre el punto (1, 2, 1) y el punto (-2, 1, 4).

. Utilizando la férmula de distancia entre dos puntos:

d= \/(1—[—2])2 +(2=1) +(-1-4)
d =3 +(1) +(-5) =o+1+25=135.

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 9




Geometria analitica ll
Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

1.1.3. Divisidn de un segmento en una razén dada

El video Divisidon de un segmento en una razén dada muestra un ejemplo de cdmo encontrar un

punto que divide a un segmento de recta en una razén! dada en el plano cartesiano, en donde,

en general, la razon en la que se divide un segmento se define como sigue:

Division de un segmento en una razén dada
Si Py(x1,71) y P2(x2,¥7) son los extremos de un segmento de recta PP, , y P(x,%) es un

punto que divide a dicho segmento en una razén, la razéon esta dada por la férmula
P,P
r=—2
PP,
entonces las coordenadas del punto P estan determinadas por:

P(xl +rg Wty )
1+ 1+

X, +rx +
=% N g3

donde , ;
1+7

1+r

V r # —1 se lee como: “Para todo valor de r diferente de —1”".

N

X1 X X2 *

Figura 6. Divisién de un segmento a una razon dada

1 Para repasar el concepto de razén puedes mirar el video Proporcién directa.
2 Razén: una razén se puede expresar por medio de un cociente o por la siguiente igualdad + = P, F: FF; .
3 Puedes ver la deduccion de esta formula en https://www.youtube.com/watch?v=mNZ45i3tsM8.
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Un caso particular se da cuando r = 1. Al sustituir 7 en las ecuaciones anteriores, se reducen a

lo siguiente:

_ntx; _onty

T2 oy YT T2

De esta forma se encuentran las coordenadas del punto medio P, de un segmento:

X1 +x 1+
P’“z( 2 " 2 )

En este caso, la abscisa del punto medio es el promedio de las abscisas de los puntos extremos

del segmento, y su ordenada es el promedio de las ordenadas.

El caso tridimensional es muy similar al ya analizado para el punto medio, de nuevo partimos del
bosquejo mostrado en la Figura 7. Division de un segmento en una razéon dada R3., y nos

apoyamos en las proyecciones sobre los ejes x y z tomando como referencia el plano xy.

X X X>

Figura 7. Divisién de un segmento en una razon dada R3.

Como antes nombramos las hipotenusas de los triangulos Ay B como d, y dg,
respectivamente. Entonces, escribimos la razén entre la hipotenusa de cada tridangulo y su base

como:

dA dB

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 11
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. d, x—x
o bien, r:d—A: -
X, — X

B 2

que, al igual que en el caso bidimensional, puede despejarse para la coordenada x,

X +rx
x="1—2
1+7

(r # —1)
Este procedimiento hay que repetirlo tres veces, en este caso la proyeccion tomada favorece el
calculo del componente z, que es idéntico al anterior, simplemente en vez de usar la base del

tridngulo utilizamos la altura:

dA _ dB
z—z, z,-2
d _
de nuevo p=da 274
d, z,-z
y despejando =81 (r=-1)
1+7

Entonces, podemos inferir que la tercera componente, y tendra como férmula:

Ty,
=z -1
o 1+r (r;t )

que es dificil de visualizar o justificar con la misma proyeccidn, pero una construccién similar
puede hacerse proyectando las componentes x y z por ejemplo sobre el plano yz. Otra manera
de hacerlo es tomando diferentes triangulos similares, los cuales son mostrados en la Figura 8.
Diferentes triangulos similares para deducir las formulas. En este caso hemos removido los
rotulos de los tridngulos Ay By las alturas en el eje z de la Figura 8. Diferentes tridngulos
similares para deducir las férmulas. con el fin de no recargar la figura y hacer mas facil la
visualizacién de que existen otras posibles proyecciones a través de las cuales pueden escribirse

relaciones de proporciones de triangulos y derivar los mismos resultados.
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LY
STBES 2

Figura 8. Diferentes tridngulos similares para deducir las formulas

Los puntos extremos de un segmento son (3,2, 6) y (8, 3, 8). Hallar las coordenadas
del punto P de tal forma que la razén entre los segmentos sear = —2.

. Sustituimos en las férmulas dadas para cada coordenada, en el caso de x:

_3+(-2)8 -13
T

~13,

mientras que la coordenada y:

C2+4(=2)3 S,

Y @) o
y en el caso de z:

L 6+(—2)8 _-10

- =——=10.
1+(2) -1

Por lo tanto, el punto buscado tiene coordenadas P(13,4, 10). La Figura 9. muestra la
localizacion de los tres puntos. Observa que, como la razén es negativa, el punto buscado se

encuentra fuera del segmento original.

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 13
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z

P(13, 4, 10)
P5(8, 3, 8)

Figura 9. Localizacion de los tres puntos del ejemplo anterior.

1.1.4. Numeros directores de una recta en el espacio

Anteriormente se vio como localizar puntos en el espacio, ahora se definird una manera para
determinar la posicidn de una sola recta (y todas sus paralelas) con respecto a un sistema de
ejes coordenados. Los conceptos de numeros directores y cosenos directores son esenciales
para definir la ecuacién de la recta, la curva mas simple que existe en el espacio y que es el tema
final de esta unidad. Y a su vez, a partir de estos y del concepto de plano podremos avanzar a la
siguiente unidad donde se estudiara la ecuacién de un plano, el cual representa la superficie
mas simple en el espacio.

Es importante que prestes especial atencidn a los conceptos de nimeros directores y cosenos
directores, asegurandote de comprenderlos bien; ya que mas adelante, al progresar en tus

estudios, los volverds a encontrar bajo el enfoque de vectores.

1.1.5. Cosenos directores

Ya vimos que la posicién de un punto queda determinada por tres coordenadas en el espacio,
ahora veremos qué pasa con un segmento de recta o una recta. Esta pude ser determinada por
dos puntos en el espacio o bien por los angulos que forma con los ejes de coordenadas.
Supongamos una recta cualquiera en el espacio y lamémosla L, si esta recta no pasa por el

origen siempre es posible escoger una recta que tenga exactamente la misma inclinacién y

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 14
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orientacidn con respecto a los ejes y que pase por el origen de coordenadas. Esta situacién se
ilustra en la Figura 10. Rectas paralelas en el espacio y los angulos que forman en el origen.,
donde ademas se han dibujado otras rectas punteadas para ilustrar la idea de que existe un
numero infinito de ellas con la misma inclinacién en diferentes posiciones con respecto a los
ejes coordenados. Dado que la perspectiva del diagrama puede ser engafiosa, debes de tomar
en cuenta que los angulos ¢, £,y % no estan medidos sobre los planos xy, xz 0 yz sino que van
de un eje coordenado a la recta, es decir que son aberturas espaciales. Estos dngulos son

conocidos como angulos directores y estan comprendidos entre O y T.

z

Figura 10. Rectas paralelas en el espacio y los dngulos que forman en el origen.

Tradicionalmente, y porque es mas comodo en esta forma, no se trabaja con los dngulos
directores sino con el coseno de éstos. Entonces, los cosenos de los dngulos directores son
conocidos como los cosenos directores. Para la recta dirigida L, sus cosenos directores son
cosa,cos By cosy. Una recta con las mismas caracteristicas que L pero definida en la direccidn
contraria tendra los mismos cosenos directores, pero negativos. Esto, es asi, porque la direccion

es la opuesta o, si se desea ver de otra manera, en este caso el angulo de esta recta con los ejes

coordenados se considera el suplementario y entonces cos(ﬂ—a) =—cos . Si no se conocen

los angulos que forma la recta con los ejes, pero conocemos dos puntos de la recta o del

segmento, podemos determinar a partir de ellos sus cosenos directores.
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Figura 11. Diagrama esquemdtico para determinar los cosenos directores

Considera la figura anterior (ver Figura 11. Diagrama esquematico para determinar los cosenos
directores). En este caso se tienen como puntos extremos P1 (x1, y1, 21) Y P2 (x2, y2, Z2), que, por
construccion, son las aristas diagonalmente opuestas del paralelogramo. Ademas, hemos
decidido mostrar dos diferentes perspectivas del mismo objeto para que puedas visualizar
mejor la situacién. Asimismo, los triangulos internos se han mostrado a un lado como
proyecciones en un plano. Nétese que todos los tridngulos tienen como hipotenusa la distancia
d entre los puntos P1y P;. Utilizando trigonometria elemental escribimos los tres cosenos
directores como:

X, =X, - z,—z
cosq =—=—1 l,cosﬂ:—yzdyl,cosy:—zd‘

Esto se debe a que las coordenadas de x’, y’y z’ son precisamente x2, y» y 22, respectivamente.
Tal vez te sea de ayuda revisar la Actividad 2 para convencerte de que en efecto estas
coordenadas coinciden por ser un paralelogramo. Si la direccién del segmento o de la recta es la

contraria a la discutida anteriormente, entonces se invierte el orden de resta de las
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coordenadas y por tanto el coseno director es negativo (d es definida positiva), como ya
habiamos mencionado antes.

Si elevamos al cuadrado cada uno de los cosenos directores y los sumamos, el resultado es
siempre la unidad. Esto podemos verificarlo explicitamente:

(xz _x1)2 +(y2 _yl)z +(Zz _Zl)2
d2

2 2 2
cos” a+cos” f+cos” y =

recordando que la definicién de d es

d:\/(xl —x2)2 +(y1 _y2)2 +(Zl _22)2

obtenemos el resultado deseado

cos’ a+cos’ B+cos’ y=1.
Esta relacién que hemos derivado es valida para cualquier recta y, ademas, dados dos cosenos

directores podemos conocer el tercero:

cosy = i\/l —cos’ a—cos’ 3
De nueva cuenta comentamos que el coseno director puede ser negativo dependiendo de la
direccidon de la recta y es por ello que la raiz cuadrada tiene ambos signos. Adicionalmente,
notamos de esta misma relacién que no todos los cosenos directores pueden ser cero
simultaneamente.

Para finalizar esta seccidn, daremos un ejemplo numérico.

Encuentra los cosenos directores del segmento determinado por los puntos (1, 2, -1) y
(=2, 1, 4).

. Utilizando la férmula de distancia entre dos puntos:
d= \/(1—[—2])2 +(2-1) +(-1-4)’
d=(3) +(1) +(-5)’ =O+1+25=+/3.

Entonces calculamos los cosenos de cada angulo:

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 17



Geometria analitica Il

Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

cosy =

C(-[2) 3

—_

3

W || —
(9]

35

BN

Los puntos y el segmento se ilustran en la Figura 2.15:

P(-2 1, 4) Z

Figura 12. Segmento dirigido del ejemplo.

1.1.6. Numeros directores

Se conoce como nuimeros directores a una terna de numeros reales tal que mantiene la

proporcién con los cosenos directores, es decir

Si tomamos esta igualdad dos a dos:

a

cosa
b

cos f3 >

y sustituimos las formulas de los cosenos directores
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a b
Xo=X% V=
d d
b ¢
Vo= 4%
d d

por comparacién (identidad), ya que d se elimina en todas las igualdades, podemos deducir que
unos posibles numeros directores estaran dados por:

a=x,—x,b=y,-y,c=z,—z,.
En general, también los multiplos de estos numeros directores seran a su vez validos numeros
directores. Sea un nimero real k =0, entonces ka, kb y kc también son nimeros directores del
segmento de recta. Los numeros directores se acostumbran representar como una terna

encerrada entre corchetes [a,b,c] para diferenciarlos de los puntos ordinarios que se encierran

entre paréntesis.

Ahora bien, si conocemos los tres nUmeros directores es posible encontrar los cosenos
directores a partir de éstos. Supongamos nimeros directores a’, b’y ¢’, estos nUmeros pueden
ser un multiplo de la diferencia entre el punto inicial y final del segmento de recta que estamos

estudiando:
a'=n(x2 —xl),b':n(y2 —yl),c':n(z2 _21)
donde n es cualquier nimero real diferente de cero. La hipotenusa de este tridngulo estara

dada por

d =7’l\/(_xl _x2)2 +(yl _y2)2 +(Zl _22)2

Por lo tanto, el triangulo que forman (ver Figura 12. Segmento dirigido del ejemplo) sera un
tridngulo mas grande o mas pequefio del que deseamos conocer. Sin embargo, para determinar
los cosenos directores esto no sera relevante, ya que ambos tridngulos seran similares al que
gueremos estudiar. Consecuentemente, sus razones se conservaran y como la funcién
trigonométrica coseno es precisamente la razon entre el cateto y la hipotenusa que definen ese

angulo, el escalamiento tendra un efecto nulo. Matematicamente,
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pero
n(x2 —xl)

cosa = 2 2 2 2 2 2 =\/ 12 by2 2
I (=%, ) 0 (=) +07 (5,-2,)  Na +b"+c

El resultado importante deducido acé es que dados los nimeros directores [a,b,c| sus cosenos

directores seran

a
cosa == —
a +b” +c
b
cosff==
2 2 2
a +b +c
c
cosy == .
7 2 2 2
a +b +c

Para concluir esta seccidon veremos un ejemplo numeérico.
Los nimeros directores de una recta son [1, —2, —1]. Hallar sus cosenos directores de

tal manera que el angulo ysea agudo.

. Aplicando las férmulas:

cosa == =+—
\/12 +(=2) +(-1) 6
2 2
cosp 6 6
-1 1
o8 6 6

La restriccion de que el angulo ¥ sea agudo se traduce en que debe ser positivo segun la

definicion de los cosenos directores, por lo tanto, tomamos el signo de abajo en cada coseno y

cosoz——L cosﬂ—i cos L
NSNS
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1.1.7. Ecuacion de la recta

Dada nuestra experiencia adquirida previamente en los capitulos anteriores, el espacio en
coordenadas rectangulares uno pensaria que la ecuacidn de una recta en el espacio es de la
forma ax+by+cz=d . Sin embargo, en esta ocasidn la extensidn de la ecuacidn de la recta a
tres dimensiones esta equivocada, ya que la forma anterior describe un plano en el espacio

tridimensional y no una recta.

Las distintas formulas y relaciones que hemos derivado hasta este momento nos permitirdn
encontrar la ecuacién de la recta de una forma natural sin tener que definirla como la
interseccion de dos planos como usualmente hacen algunos autores. A nuestro parecer el lugar
geomeétrico que describe una recta es mas simple que el lugar geométrico de un plano. Es por

eso que primero analizaremos la recta, la cual definimos como sigue.

Definicién. Una recta es el lugar geométrico tal que los nUmeros directores de
cualquier segmento de éste son iguales o proporcionales a los de cualquier otro

segmento.

En este caso, se sabe que en el plano cartesiano por dos puntos dados solo pasa una recta y una
sola. Este teorema también es valido en el espacio y de acuerdo a nuestra definiciéon debe de
cumplirse que para un punto conocido en la recta P1 (x1, y1, 1) y otro punto desconocido P (x, y,
Z) pero que se sabe que esta en la recta, se satisface la siguiente condicion:

x—x =ta,y—y, =th,z—z =tc
donde [a,b,c] son los numeros directores de la rectay t es un numero real diferente de cero.

Estas tres igualdades conforman juntas la ecuacion de la recta en su forma paramétrica. En el
caso de que todos los niumeros directores sean distintos de cero, se acostumbra escribir la

ecuacion de la recta como:
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X=X _ V=N _z27%

a b c

Siendo esta forma de la ecuacidon conocida como ecuacién de la recta simétrica. Esta ecuacion
también puede expresarse en términos de los cosenos directores si se conocen los dngulos ¢, £,
Y 7, como sigue

X=X _Y=nh_z274

cosa cosfB cosy
siempre y cuando todos los cosenos directores sean diferentes de cero.
Por lo aprendido previamente sabemos que hallar los nimeros directores a partir de dos puntos
del segmento o de la recta, entonces si conocemos dos puntos P1 (x1, y1, 21) Y P2 (X2, y2, Z2) sobre
la recta sus ecuaciones paramétricas seran:
X=X :t(xz _x1)sy_y1 :t(Y2 _yl)’Z_ZI =t(22 _21)
y la forma simétrica estard dada por

) Sl

3

XY, =X =N Z—Z

siemprey cuando x, # X, Y, # V,,Z, % Z,.

. Calcula la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos (1, 2, 3) y (1, 5, 7).

. Podemos proceder por pasos y calcular primero los nimeros directores o usar la
férmula dada donde ya se conocen dos puntos de la recta. Calculemos primero los nimeros
directores: a =0, b =-3 y ¢ =—4. Entonces la ecuacion de la recta estara dada por:

x—1=¢(0),y—2=-3t,z—-3=—4t,
o bien
x=1L,y=-3t+2,z=—4¢+3.

Entonces, al ir asignando valores al parametro t iremos obteniendo valores para cada una de las
coordenadas y de esta forma graficaremos la recta. Nota que esta recta no puede ser descrita

en forma simétrica, ya que uno de sus numeros directores (a) es cero.
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Ecuacion vectorial de la recta

Ecuaciones paramétricas de la recta

Rectas v planos en R3

1.1.8. Lugares geométricos en el espacio

Como vimos en Geometria analitica |, en general, un lugar geométrico es un conjunto de puntos
que satisfacen una o mas condiciones. Sin embargo, como ya hemos mencionado, en geometria
analitica nos interesa estudiar dos tipos de problemas:

1. Dada una ecuacion, interpretarla geométricamente, es decir, construir su grafica.

2. Dada una figura geométrica, o una condicién que deben cumplir sus puntos, determinar

su ecuacion.

En este sentido, definimos al conjunto de puntos, y sélo los puntos cuyas coordenadas
satisfacen una ecuacion o una condicién dada, es la grdfica de la ecuacion o su lugar

geométrico. Puedes ver ejemplos en el siguiente video: Lugar geométrico.

Cuando se nos presenta un enunciado con la intencién de encontrar el lugar geométrico, es una
buena estrategia realizar un diagrama de la situacidn, primero de un caso particular, y después
pensar en la generalizacién.

Como seguramente ya has descubierto, el lugar geométrico que se forma corresponde a dos
rectas paralelas que se encuentran a & unidades de distancia de la recta de referencia.

En otros casos, el lugar geométrico nos permite definir de una nueva manera objetos ya

conocidos. Veamos un ejemplo concreto de lugar geométrico.

1.1.9. Graficas de lugares geométricos en el espacio
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En esta seccién veremos la representacidon geométrica de lugares geométricos expresados como

conjuntos, que en realidad son subconjuntos del producto cartesiano.

Para recordar observa el video Algebra 9 - Cartesian Products, Ordered Pairs and Triples

(Producto Cartesiano, pares y tercias ordenados).

Como viste en este video, el producto cartesiano R X R X R es el espacio cartesiano y es un
conjunto en si, por lo que cualquier figura contenida en el espacio cartesiano es un subconjunto
de R3 (0o de R X R X R). Como recordaras, los conjuntos pueden expresarse de forma implicita,

por ejemplo A = {(x,y,z)|x < 3} es el conjunto de puntos cuya abscisa es menor a 3.

Podemos definir la grafica de una relacion por medio del producto cartesiano:

G(R) ={(a,b,R(a,b))|R es una relacion}

Como puedes ver, la grafica de una relacién también es un subconjunto del plano cartesiano, en
particular, la gréfica de una funcién lo es. De hecho, la grafica estd compuesta de las tercias
ordenadas cuyo par ordenado formado por la abscisa y la ordenada esta en el dominio de la

relacion, y la cota estd en la imagen de la relacién. En el video Algebra 18 - Multivariable

Functions se explican estos conceptos para un tipo particular de relacion, las funciones.

1.1.10. Simetrias

Como vimos en Geometria analitica I, estudiar las simetrias de una figura es muy conveniente,
ya que como en geometria analitica la consideramos como la grafica de una ecuacion, saber si
una figura es simétrica respecto a un punto, respecto a una recta (o eje), o respecto a un plano

puede facilitar enormemente los calculos.
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En el video Simetrias axiales sobre figuras imposibles, te puedes dar una buena idea de qué es la

simetria con respecto a un eje, pero icomo se ve una figura tridimensional que tiene una
simetria axial? A continuacién, daremos una definicién basada en las propiedades geométricas
de los puntos simétricos, y no en el concepto de distancia. Las primeras dos son idénticas a las

definiciones para puntos en el plano.

Una figura A es simétrica respecto a un punto O si para cada punto P en 4, el punto P’ tal
que P’, 0, P son colineales y 0, el punto medio del segmento PP’, también estd en A. Se

dice entonces que la figura A tiene simetria central y que O es un centro de simetria de A.

Una figura A es simétrica respecto a una recta L si para cada punto Q en A, el punto Q’
tal que R es la perpendicular por el punto medio de QQ’ también esta en A. Se dice

entonces que la figura A tiene simetria axial y que L es un eje de simetria de A.

Una figura A es simétrica respecto a un plano P si para cada punto Q en A, el punto Q' tal que
§ es perpendicular al segmento QQ’ en su punto medio también esta en A. Se dice entonces

es un plano de simetria de A.

Una figura en el espacio cartesiano es un conjunto de puntos. Pero ¢icémo son las coordenadas

de los puntos simétricos? Veamos algunos casos importantes:

Una figura A c R? es simétrica respecto al origen O si para todo punto P(x,y,z) € A
(P(x,y, z) pertenece a la figura), el punto Py(—x,—y,—z) € A (el punto Py(—x,—y,—z)

también pertenece al conjunto A).

Una figura A € R? es simétrica respecto al eje X si para cada punto P(x,y,z) € 4, el

punto Py (x,—y,—z) € A.
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Una figura A € R? es simétrica respecto al eje Y si para cada punto P(x,y,z) € A, el punto

PY(_x)yi _Z) € A.

Una figura A € R? es simétrica respecto al eje Z si para cada punto P(x,y,z) € A, el punto

P,(—x,—y,z) € A.

Una figura A c R? es simétrica respecto al plano XY si para cada punto P(x,y,z) € 4, el punto

ny(x,y, _Z) E A.

Una figura A c R? es simétrica respecto al plano YZ si para cada punto P(x,y,z) € A, el punto

Py,(—x,y,2) € A.

Una figura A © R? es simétrica respecto al eje ZX si para cada punto P(x,y,z) € A4, el punto

Pzx(x,—y,z) € A.

Observa los cambios de signo en las definiciones anteriores.

1.1.11. Planos en R3

Un plano puede ser considerado como un conjunto infinito de puntos formando una superficie
plana, extendiéndose infinitamente en todas direcciones.

Un plano tiene longitud infinita, ancho infinito y una altura (o grosor) igual a cero.

Cuando trabajamos en un espacio euclidiano de dos dimensiones, usamos la palabra plano, para
referirnos a todo el espacio. Muchas tareas fundamentales en geometria, trigonometria y

graficas son realizadas en un espacio de dos dimensiones, en otras palabras, en un plano.
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Figura 13. Dos planos intersectados en un espacio de tres dimensiones.

En un espacio euclidiano, un plano es una superficie tal que, dados dos puntos cualesquiera
sobre la superficie, la superficie también contiene una Unica linea recta que pasa a través de

€sos puntos.

Un plano puede ser Unicamente determinado por cualquiera de los siguientes objetos:
e Tres puntos no colineales, es decir, no sobre la misma linea.
e Aunalineay un punto no sobre la linea.
e Dos lineas con un punto de interseccién.

e Dos lineas paralelas.

En el video Ecuaciones del plano en el espacio podrds ver la deduccidn de tres ecuaciones del

plano: ecuacién vectorial, ecuaciéon paramétrica y ecuacidn general o implicita. Para esto te

sugerimos ver al menos Vectores en el espacio: elementos y operaciones de la lista de

reproducciéon Geometria _en el espacio: vectores, rectas, planos, posiciones relativas vy

propiedades.
Una notacidn de la forma vectorial de la ecuacidn del plano es

$Pp, a5 = (P € R*|P = Py + At + uv}

dondeu, v # 0, u, v linealmente independientes, y A, u cualquier nimero real.
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1.2. Ecuacion del plano en su forma general

Un plano en tres dimensiones tiene la ecuaciéon general:
ax+by+cz+d =0,

donde a, b y c son elementos de los nimeros reales y al menos unos de ellos diferente de cero (
a,b,c,d € R).Y cumple lo siguiente:

1) Si d=0 entonces el plano ax + by + cz =0 pasa por el origen.

2) Si c=0 entonces el plano ax+by +d =0 es paralelo al eje z.

3) Si b=0 entonces el plano ax+cz+d =0 es paralelo al eje y.

4) Si a=0 entonces el plano by +cz+d =0 es paralelo al eje x.

5) Si c=b=0 entonces el planocx+d =0 es paralelo al plano yz (ver la figura b); esto es,

perpendicular al eje x, como se muestra en la Figura 3.2.

et C.
Sardiee- A4

AR 6 (:r.J,z)

—_— R e £ T
210 o Yy

Figura 14. Plano cx+d=0 es paralelo al plano yz
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} z—axis
yz—plane
(z=0)
zx—plane ;
(¥y=0) /
: 0 y—axis
|
| xy —plane
(z=0)
z— axis

Figura 15. Representacion en el plano

Si d=0, es util pensar que el plano es una funcién de z que depende de x y y. Entonces, la
ecuacién general de un plano la podemos expresar como:

Zz—gx—éy—d
c c

Grafica el plano x+3y+2z =6. Una manera sencilla es encontrar los puntos de
interseccion con los ejes x, y y z. Estos tres puntos determinan el plano que nos permiten trazar
las rectas de interseccion con los planos coordenados. Para encontrar la interseccion con el eje
de las z, hagamos x=y=0y despejamos a z, obteniendo z=3. Asi, el punto de interseccién con el
eje de las x es (0, 0, 3). De manera similar, si x=z=0, y=2 y si y=z=0, x=6, obtenemos los puntos de
interseccion con los ejes y y x, (0, 2, 0) y (6, 0, 0). En seguida unimos estos tres puntos con rectas
y matizamos el tridngulo formado, como se muestra en la Figura 17, Por supuesto, no podemos

graficar el plano completamente porque se extiende indefinidamente.
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N

Figura 16. Grafica

Para tener una visualizacion mejor de un plano, podemos hacer uso de un software
matematico. Durante el desarrollo de esta unidad haremos uso de MAPLE. A continuacion se
escribe la instruccién en Maple para graficar el plano del ejemplo anterior y su respectiva

grafica.

Instruccion:

>plot3d([3+(-x/2)-3*y/2],x=-5..5, y=-5..5, axes=boxed );

Figura 17. El plano x+3y+2z=6
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Figura 18. El plano x+3y+27=6
Dibuja esquematicamente la grafica de la ecuacién z=5.

. La gréfica de una ecuacidn es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacion. La grafica es un plano paralelo al plano xy y cinco unidades hacia arriba de éste. Asi,
en la siguiente figura, el plano cuya grafica es la ecuacidn z=5 es indicado por un rectangulo
debido a que no podemos graficar el plano completamente porque se extiende
indefinidamente.

Instruccion:

plot3d([5],x=-7..7, y=-7..7, axes=boxed );

Figura 19. El plano z=5

1.3.  Otras formas de la ecuacion del plano

En este tema presentaremos la forma simétrica de la ecuacién de un planoy
determinaremos la ecuacién de un plano a través de tres puntos. Mediante la solucion
de ecuaciones lineales de tres variables y la forma simétrica de la ecuacion de un plano

es posible encontrar la ecuacion general de un plano a partir de tres puntos.
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1.4. Forma simétrica

Otra util forma, siempre y cuando d=0, es dividir la ecuacion general ax+by+cz =d pord.

a b c
—X+—y+—z=1,
d d d
la cual la podemos escribir como:
z
SRS A
kl k2 k3
d . L .
donde k, =—,k, = 3 y k, =— son los puntos de interseccién con los ejes.
a c

Figura 20.Puntos de interseccion con los ejes

Escribe la ecuacion del plano 10x—6y +12z =120 o, s, forma simétrica y encuentra

los puntos de interseccién con los ejes Tenemos que escribir la ecuacidn de la forma

Para esto dividimos por 120 toda la ecuacion del plano

10x 6y P 12z 120
120 120 120 120

Simplificando,
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X Yy 1z

i |
12 20 10
De la misma ecuacion del plano en su forma simétrica, las intersecciones con los ejes son 12 (eje

x), 12 (eje y) y 10 (eje z).

Figura 21. Interseccion de ejes

1.5. Plano por tres puntos

Dados tres puntos que no son colineales, P (x,,),,2,), P,(x,,,,2,) y P,(x,,¥;,2;), podemos
encontrar la ecuacién general de un plano. Estos tres puntos determinaran un Unico plano P.
Sabemos que cada punto contenido en el plano satisface, por la sustitucion de sus coordenadas,
la ecuacién general de un plano. Reescribiendo la ecuacién de un plano en su forma simétrica,

tal que
Ax+By+Cz=1

donde A=—,B=—y(C= k—, y sustituyendo cada uno de los tres puntos contenidos en el

1 2 3

plano, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas:

UnADM | DCEIT | MT | MGAN2 33



Geometria analitica Il

Unidad 1. Lugares geométricos en el espacio Cartesiano

Ax,+ By, +Cz, =1

Ax,+ By, +Cz, =1

Ax,+ By, +Cz, =1

el cual puede ser resuelto por diferentes métodos y asi encontrar la incognitas A, By C, las

cuales determinan la ecuacién del plano.
Dados los puntos, P(5,—1,2), P,(-1,4,-1)y P,(2,3,6), encontrar la ecuacién del
plano a través de estos tres puntos.
Sustituyendo los puntos en el sistema de ecuaciones
Ax, + By, +Cz, =1
Ax,+ By, +Cz, =1
Ax,+ By, +Cz, =1

obtenemos,
54-B+2C=1 (1
~A+4B-C=1 ¢
24+3B+6C=1 (3
Resolviendo el sistema, multiplicamos la ecuacién 2 por -5y la restamos a la ecuacidn 1, esto es,
SA-B+2C=1
—54+20B-5C=5
19B-3C=6 |, (4)
ahora multiplicando la ecuacidn 2 por 2 y restandola a la ecuacion 3,
24+3B+6C=1
—2A+4B-1C=5
I1B+4C=3 . (5)

Usando los dos resultados anteriores y resolviendo el nuevo sistema (ecuaciones 4y 5), pero

ahora de dos incégnitas

=
764-12B =24 764—-12B=24
33B+12C=9 33B+12C=9

1098 =33
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Con lo que obtenemos el valor de la incégnita B

B2
109
Mirando las ecuaciones anteriores y sustituyendo el valor de B en la ecuacién 5, encontramos el
valor de C,
(214023 = 4c=217308 o 9
109 109 109

Para encontrar el valor de A, sustituimos el valor de By C, en la ecuacién 2,

~A+4B-C=1 = —A+Q—L—ij:1 — A=2
109 \ 109 109

Entonces la ecuacién del plano es:

32 33 9
X+ v+ z=1
109 109" 109

Finalmente, escribiendo la ecuacién anterior en su forma general:

32x+33y+9z=109

1.6. Posicion relativa entre dos planos

Sean dos planos, P1y Py, dados por su ecuacién general
P ax+by+cz—d =0

1

P

A a,x+by+cz—d,=0
Considerandolos como un sistema lineal de dos ecuaciones,
ax+by+cz—d =0
a,x+b,y+c,z—d, =0
1) Siel sistema anterior es inconsistente (el sistema no tiene soluciones), entonces los planos

son paralelos, y se tiene que
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Figura 22. Ejemplo de dos planos paralelos.

2) Si el sistema es consistente y las ecuaciones son proporcionales una de la otra, entonces el

plano P1 es el mismo que P».

3) Siel sistema es consiste y el rango de su matriz de coeficientes es igual a 2, entonces los

planos P1y P; estan intersectandose.

Figura 23. Ejemplo de dos planos intersectados.
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4) Los planos P1y P2 son perpendiculares cuando se verifica que:

aa,+bb,+cec,=0

Figura 24. planos P1y P2

Ejemplo 1. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,-1,5) y es paralelo al plano
x-3y+z=0
Solucion. La ecuacion del plano pedido es de la forma x—3y+z=d p5.5 hallard. se sustituyen

las coordenadas (2,-1,5), en esta ecuacion, ya que este punto pertenece al plano en cuestion.

Entonces, 2-3(-1)+5=d e donde obtenemos que 4 =8 . La ecuacién pedida es
x-3y+z=38

Ejemplo 2. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,0,-2) y es perpendicular a los
planos

2x+y—-z=2

X-y-z=3

Solucién. La familia de planos que pasan por el punto (1,0,-2) es X =D +b(y =0)+e(z+2)=0

Para que uno de estos planos sea perpendicular a los dos planos dados,
2A+B-C=0.
A-B-C=0

Resolviendo el sistema, A=-2B y C=-3B,
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La ecuacién pedida es ~2B(X—1D+B(y—0)-3B(z+2)=0 | dividiendo entre B, obtenemos
que:

2x—-y+3z=-4

1.7. Distancia entre dos planos

Sean dos planos, P1y P2, dados por su ecuacién general:

P ax+by+cz+d =0

P : a,x+b,y+c,z+d, =0

Para poder calcular la distancia entre los planos, necesitamos tomar un punto arbitrario
M(xl,yl,Zl) de uno de los planos, por ejemplo en el plano P». La distancia entre los planos P1y

P, esta dada por:

J |alx1 +by, +¢z +d1|

2 2 2
«/al +b" +¢

1.8.  Angulo entre planos

Si los planos estan dados en su forma general,
B ax+by+cz+d =0
P : a,x+by+c,z+d, =0
el angulo agudo 6, fomado por las rectas k y g, perpendiculares a los planos P1 y

P2, respectivamente, (véase la siguiente figura) estd dado por la siguiente expresion:
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/ 23

|ala2 +b,b, + c1c2|

2 2 2 2 2 2
\/al +b,” +¢, \/a2 +b,” +c¢,

Figura 25. COS 6 =

Encuentra los puntos de interseccién de los siguientes dos planos.
P —2x+3y+z=-6
3x—y+2z=2
. Como podemos observar, las ecuaciones de los planos no son proporcionales, por lo
gue los planos se encuentran intersectados. Lo anterior implica que obtendremos una infinidad

de soluciones. Para resolver el sistema lineal

—2x+3y+z=-6 (1
3Ax—y+2z=2 (2
despejamos la variable z de la ecuacion 1y la sustituimos en la ecuacion 2,
z=2x-3y—-6 3
Tx—T7y—14=0 4

Tomando el cambio de variable z=t, obtenemos que
y=x—2=1tX2
z=2x-3(x-2)-6=—x=—t
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Entonces, para cualquier ¢ € ‘R hay X, W,z € R talque x=1, y=1t—2,y z=—t, satisfacen
el sistema de ecuaciones. Esto implica que hay un ndmero infinito de soluciones, las cuales

forman una linea recta cuyos puntos satisfacen las ecuaciones paramétricas:

x=t
y=t-2
z=—1

. Encuentra la distancia entre los siguientes dos planos paralelos.
P : 2x+3y—4z+5=0
+6y+8z-2=0
Para encontrar la distancia entre los dos planos, debemos hallar un punto que esté
contenido en uno de los planos, por ejemplo el punto M(1,1,-1) en el plano P;. Entonces, la

distancia del punto M al plano P; es

" ja +by +ez +d|_2M)+30)-4(-D+5] _ 14

Ja> +b2 +¢ J2+3 (- V29

Encuentra el dngulo de interseccidn de los siguientes dos planos.

P 2x+3y—4z+5=0

1

P

) xX+y+2z-3=0
El angulo de interseccién de estos dos planos esta dado por
la,a, +bb, +cc,|

2 2 2 2 2 2
\/a, +b,” +¢, \/32 +b,” +¢,

cos@ =

2O+30+H@)] 3 0.22
J2 P PPy V296

cosf =

despejando 0,

0 =cos™'(0.22)=77.29°
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1.9. Forma normal de la ecuacion del plano

La ecuacién de un plano cuya distancia directa del origen es p y cuya normal tiene cosenos

directores, cosa, cos f,y cosy, es

xcosa+ycosff+zcosy—p=0.

donde «, 5,7 son los dngulos de direccion de la perpendicular al plano de origen. La forma
normal de la ecuacién del plano ax + by+cz —d =0es
ax+by+cz+d _

+va’ +b’ +¢’

Demostracion. Denotamos por n a la linea que pasa por el origen

0

y es normal al plano, como se muestra en la siguiente figura,

Figura 26. n a la linea que pasa por el origen

sea Pi1(X1,¥1:Z) e punto de interseccion del plano y la normal n. Sea P (X:¥>2) yn punto

cualquiera. Entonces los nimeros directores de P1P son [X~ XY ~Y1,2— 2],

El punto P estd sobre el plano si y solo si n y P1P son perpendiculares, esto es, si y solo si
(x—x,)cosa+(y—y,)cos B+(z—z,)cosy =0

0

xcosoz+ycosﬂ+zcos;/—(xl cosa+y, cos f+z, cos;/)=0 (1)

Si el plano no pasa a través del origen, P1 es distinto del origen 'y
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Y Z,
, COSff ==L, cosy =—=.
f Y oF 2)

1 1

X1
COSO = —

Sustituyendo los valores anteriores en (1), tenemos que

(i+viea)

Xcosa+ycos B+Zcosy — —
OP,

2 2 2
y como Xi T¥i +7; =O0P
xcosa+ycos f+zcosy—OP =0

pero OP, =p, por tanto
xcosa+ycosff+zcosy—p=0.

Esta es la forma normal de la ecuacién de un plano.

Halla la ecuacién del plano definido por: @ =120°, =45,y =120°, p =5
. Tenemos que encontrar los cosenos directores para encontrar la ecuacién del plano
en su forma normal de la forma:

xcosa+ycosf+zcosy—p=0

Para esto, COSQ = cos120° =—1/2,cos S =cos45 =1/ \/Zcosy =c0s120°=-1/2 Sustituyendo

estos valores en la ecuacion del plano en su forma normal

111
o X+——y——2-5=0
22

27 2

Multiplicando por -2 la anterior ecuacion,

x—\/§y+z+10=0

Encuentra la ecuacién normal del plano que pasa por el punto (9, 0, -3) y es
perpendicular a la linea que une los puntos (-1, 5, 4) y (2,-1,6).
. De la demostracion anterior, los cosenos directores de la linea que pasa a través de los

puntos (-1, 5, 4) y (2,-1,6) son [%,—%,% ]. Asi la ecuacién normal de cualquier plano

perpendicular a esta linea es
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Ex—E +zz— =0
77y7p

Ademas, el plano perpendicular en el cual estamos interesados pasa a través del punto (9, 0, -3),

y este ultimo satisface la ecuaciéon del plano. Esto es,
3 6 2

-9)——=0)+=(-3)-p=0,

7( ) 7( ) 7( )—P

Del cual tenemos que d=3. Por tanto, la ecuacion pedida es

Ex—§y+zz—3:0.
7 7

Aprende observando

En estos videos se muestran algunos conceptos como recordatorio de Geometria analitica | y
también conceptos nuevos, como una opcidon mas a los videos en el contenido de la unidad.
Tomados de Matematicatuya (2011), math2me (2011), Pio virtual USB (2012), Tareasplus

(2011), estudiia (2011). (Archivos de video) recuperados de:

Razon que divide de un punto a un

segmento (formula general-demostracion).

| A

proyectamos =y PO 3

Raiss : s . .

Division de un segmento en una razén Simetrias en el plano. Tipos de simetrias

dada (ejemplo concreto).
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http://www.youtube.com/watch?v=r4t3oCyr7ho
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La Recta en el Espacio

El Punto en el Espacio

~

videosdematematicas.com

La recta en el espacio

Vectores en el plano

Lugar geométrico

El ultimo video pertenece a la lista de reproduccion Geometria en el plano: vectores, rectas y

conicas.

Aprende Haciendo

A continuacidén, te recomiendo revisar los siguientes recursos. Se trata de recursos interactivos
hechos en GeoGebra.
GeoGebra. (2024). Transformaciones geométricas.

Puntos en el espacio

GeoGebra. (2024). Recta en el espoacio.

Recta en el espacio

GeoGebra. (2024). Plano definido por una recta y un punto

Plano definido por una recta y un punto

GeoGebra. (2024). Plano en el espacio

Plano en el espacio
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Aprende leyendo

Cierre de la Unidad

En cuanto a la necesidad de establecer un sistema de referencia, ademas del potencial que
brinda para resolver problemas del ambito estrictamente matemadtico, podemos darnos cuenta
de su importancia, por su presencia en nuestro entorno, como es el caso de la ubicacién
espacial, estd presente en las guias que muestran los planos de la ciudad o en sistemas tan
sofisticados como el sistema de posicionamiento global, mejor conocido como GPS, que ya estd
integrado en los dispositivos de comunicacién mévil o de navegacion de los automoviles. ¢éSe te

ocurren otros ejemplos?
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