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Unidad 1. Vectores aleatorios

Presentacion

En probabilidad | se trabajaron experimentos aleatorios en los cuales se utilizaba solamente un
factor descriptivo. Sin embargo, existen experimentos que involucran dos o mas factores
diferentes para su descripcion, tales experimentos requieren de la asignacion de un tipo diferente
de variable aleatoria por cada factor. Por ejemplo, en el lanzamiento de dos monedas se podria
asignar por cada lanzamiento una variable que describa su comportamiento. Entonces para el
estudio de este tipo de experimentos, entre otros, es que se trabajan conceptos multivariados. En
esta unidad didactica se trabajaran con conceptos que involucran, en general, mas de dos

variables aleatorias, ya sea un numero finito o una sucesion infinita de variables.

En esta unidad 1 trabajaras con distintas distribuciones para vectores aleatorios, principalmente
con dos componentes, y sus aplicaciones tedricas y practicas. La importancia del estudio de este
tipo de elementos se debe a que en un experimento mientras mas variables se consideren mejor

sera la interpretacion de éste.

Por tal estudiaras la funcién y distribucién de probabilidad conjunta (caso discreto y continuo),
distribuciones marginales y distribuciones condicionales. Algunos momentos probabilisticos como
la esperanza de un vector aleatorio, varianza (matriz), covarianza, y el coeficiente de correlacion.
También identificaras una desigualdad muy utilizada en la probabilidad, la desigualdad de
Chébyshev. Finalmente, trabajaras con la funcion generadora de momentos, para lo cual

recordaras conceptos de Probabilidad I.

Competencia especifica

Aplica las propiedades de vectores aleatorios y convolucion para la resolucién de situaciones

aleatorias con mas de una variable mediante sus respectivas distribuciones.
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Logros

¢ Relaciona propiedades de un vector aleatorio bivariado.
o Expresa simbdlicamente las distribuciones conjuntas y marginales de probabilidad.
o Demuestra propiedades de la teoria de la probabilidad.

¢ Identifica distribuciones de suma de variables aleatorias independientes.

1.1. Distribuciones de probabilidad conjunta

En esta seccién se estudiaran las distribuciones de probabilidad conjunta o multivariadas en las
cuales intervienen dos o mas variables aleatorias. Existiran definiciones que seran analogas a las
trabajadas para una variable aleatoria estudiada en probabilidad I, sin embargo, también habra

nuevos conceptos.

1.1.1. Vectores aleatorios

Sean X y Y dos variables aleatorias (v.a.) definidas en un mismo espacio de probabilidad (Q, F, P).
Se define el vector aleatorio bidimensional X = (X,Y). Este vector toma valores en R? (espacio

euclidiano de dimension 2). En general se puede trabajar vectores con n v.a.

Definiciéon: Dadas n variables aleatorias (v.a) X;, X5, ..., X, definidas en el mismo espacio de
probabilidad (Q,F,P), se define el vector aleatorio n-dimensional X =

(X4, X5, ..., X)), el cual toma sus valores en R™ (espacio euclidiano de dimension n).

En el caso n = 1 se tiene un vector unidimensional, el cual es una variable aleatoria concepto

ya conocido y trabajado en la asignatura Probabilidad I.

Se dice que un vector aleatorio es discreto o continuo, si todas las variables aleatorias que lo
conforman son de ese mismo tipo. Por simplicidad, en esta unidad solamente se trabajaran los

casos de vectores aleatorios cuyas coordenadas son v.a. todas del mismo tipo, ya sea discretas
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Unidad 1. Vectores aleatorios

o continuas. Sin embargo, aclaramos que la definicion no excluye aquellos vectores que tienen

como componentes combinaciones de v.a., mas si es importante marcar que todas la v.a. estén

definidas en el mismo espacio de probabilidad.

En esta unidad solo se trabajaran vectores X = (X,Y) bidimensionales discretos o continuos. Un
vector bidimensional, también, se pueden ver como una v.a. y por tal como una funcién, tal que

para cada elemento del espacio muestral Q se le aplica la componente del vector, esto es X: Q —

R2. Véase la representacion grafica de dicha funcion.

Entonces de la misma manera que una v.a. para un vector aleatorio (X,Y) se le definiran sus

Figura 1. Grafica componente de un vector

correspondientes distribuciones.
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1.1.2. Funcién de probabilidad y densidad conjunta

(Caso discreto y continuo).

Definiciéon: Sean X y Y v.a. discretas tales que X toma los valores x4, x5, ... y Y toma los valores
v1,¥2, ... La funcién de probabilidad conjunta del vector aleatorio discreto (X,Y)
es la funcion f(x,y): R? - [0,1] dada por

fo,y) =PX =xY=y) si(xy)€{x,xy ..} x{y1¥2 .. }.
Donde f(x,y) = 0 paratodo par (x,y) y X, f(x,y) = 1.

La funcién f(x,y) es la probabilidad de que la variable X tome el valor x y, al mismo tiempo, la
variable Y tome el valor y. Otra manera de denotar esta probabilidad conjunta es fxy(x,y)
tomando a las v.a. como subindices para aclarar cuales son las variables que actuan, sin embargo
a menos que se necesite esta notacion no sera utilizada. También es comun llamar a esta funcién

como funcién de probabilidad bivariada.

La suma Y, ,, f(x,y) = 1 en realidad es una doble suma 3., ¥, f(x,y) = 1, pero por simplicidad
se entendera que cuando se ponen sobre una suma dos variables o mas, se tomen en cuenta
para cada una de éstas su respectiva suma no importando el orden. Esto es, primero se suman
todos los valores de x y después todos los valores y o al revés.

Al igual que una v.a. discreta la funcion de probabilidad conjunta del vector (X,Y) puede ser

presentada en una tabla, una grafica o como una funcién (con su regla de correspondencia).
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Representacion de f(x,y) mediante

una tabla una grafica

fla,y)

x\ vy Y1 ()

1 fle,m)  flx,y2)
xy  f(zo,y1)  flx2,y2)

-y

Figura 2. Tabla f(x,y)

Figura 3. Gréfica f(x,y)

Para determinar las probabilidades de eventos relativos a un vector aleatorio discreto (X,Y) con
funcion de probabilidad conjunta f(x, y) se utiliza la siguiente relacion: si A y B son dos conjuntos

borelianos, entonces la probabilidad del evento (X € A) n (Y € B) sera:

P(X € AY € B) =ZZf(x,y).

XEAYEB

La pequefia coma que aparece en el lado izquierdo de la igualdad anterior significa la interseccion
de los eventos (X € A)y (Y € B).

Definicién: La funcién de densidad conjunta de un vector aleatorio continuo (X,Y) es la
funcion integrable y no negativa f(x,y): R? - [0, o) tal que para todo par (x,y) en

R? se cumple la igualdad:
x Y
PX<xY<y)= j J f(u, v)dvdu.

Donde £ (x,y) > 0 para todo par (x,y) y [ [ f(x,y)dxdy'= 1.

La doble integral anterior representa el volumen bajo la superficie dada por la funcién f(u,v)

sobre la region (—oo, x] X (—o0, y]
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Unidad 1. Vectores aleatorios

Por ejemplo, la siguiente grafica representa una funcion de densidad conjunta con valor constante

sobre el intervalo (a, b) X (¢, d).

flr,y)

b <
&T e

Figura 4. funcién de densidad conjunta con valor constante

Para determinar las probabilidades de eventos relativos a un vector aleatorio continuo (X,Y) con
funcion de densidad conjunta f(x,y) se utiliza la siguiente relacion: sia < by c < d, entonces la
probabilidad del evento (a < X < b) N (c <Y < d) sera el volumen bajo la superficie f(x,y) en el

rectangulo (a, b) X (¢, d):

b d
P(a<X<b,c<Y<d)=f f f(x,y)dydx.
a c

La pequefia coma que aparece en el lado izquierdo de la igualdad anterior significa la interseccion
deloseventos (a<X<b)y(c<Y <d).

1.1.3. Funcién de distribucion conjunta.

Andlogamente que para una v.a., un vector aleatorio discreto o continuo tiene asociada, también,

una de funcién de distribucién conjunta.

Definicion: La funcién de distribucion conjunta del vector aleatorio (X,Y), denotada

F(x,v):R? - [0, 1] se define como:

UnADM | DCEIT | MT | MPRO2 8
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F(x,y) =PX <x,Y <vy).

AN)

Para cualquier par (x,y).

Esta funcion también se denota como Fy y(x,y) donde los subindices son sus respectivas v.a. Y

también es conocida como funcién de distribucién acumulada.

Teorema: La funcién de distribucion conjunta F(x,y) del vector aleatorio (X,Y) satisface las
siguientes propiedades:

1.- lim lim F(x,y) = 1.

X—00 Yy—00
2.- lim F(x,y)= lim F(x,y) =0.
X——00 y—>—00
3.- F(x,y) es continua por la derecha para cada variable.
4.- F(x,y) es funcion no decreciente para cada variable.
5.- Para cualesquiera a < b y ¢ < d se cumple la desigualdad.
F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) = 0.

Para un vector aleatorio (X,Y) existe una asociacién entre su funcion de probabilidad o densidad
conjunta y su distribucion conjunta. De tal manera que conociendo alguna se puede obtener la

otra y viceversa (salvo en el caso discreto que no es tan facil pasar de F(x,y) a f(x,y)).

a) Si(X,Y) es discreto,
Fay) = ) fwv)

USX V<Y

b) Si (X,Y) es continuo,

F(x,y) = f; f_};of(u, v)dvdu.

De esta ultima igualdad y con base en el teorema fundamental del calculo se obtiene:
2

dxdy

flx,y) = F(x,y).
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1.1.4. Funcién de probabilidad y densidad marginal.

AN)

Cuando se tiene una distribucion conjunta f(x, y) a veces es de interés hacer la suma o la integral
de los valores de f, pero considerando la variacion de solo una de sus variables. Esto conduce

al concepto de funcién de probabilidad o densidad marginal. Que sera una distribucion univariada.

Definicion: a) Sea el vector aleatorio discreto (X,Y) con su funcion de probabilidad conjunta
f(x,y), las funciones de probabilidad marginal de X y Y, respectivamente, se

definen como:

K@= f@y oy RO =) fay.
y x

b) Sea el vector aleatorio continuo (X,Y) con su funcion de densidad conjunta

f(x,y), las funciones de densidad marginal de X y Y se definen como:

&m=£fmww y ﬁm=ﬁfmwm

Para obtener una funciéon marginal se suma o se integra la funcion conjunta simplemente
respecto de una sola variable, para dejar como resultado una funcién que depende Unicamente
de la otra variable no sumada o integrada. En general, las funciones marginales fx(x) y fy(y) son
distintas, aunque hay ocasiones en que pueden ser iguales. Se puede verificar que dichas
marginales cumplen, efectivamente, las propiedades de las funciones de probabilidad o densidad

univariadas, pues son no negativas e integran uno, por ejemplo para el caso continuo la marginal

de X cumple con fx(x) = 0 para cualquier x € Ry ffooo fx(x)dx = 1.

1.1.5. Funcidn y distribuciéon marginal

Definicién: Sea (X,Y) un vector aleatorio con su funcién de distribucion conjunta F(x,y). Las
funciones de distribucién marginal de X y Y, respectivamente, se definen como:

Fy(x) = ylgrgo F(x,y) y Fy(y) = lim F(x,).
Obsérvese que los limites anteriores siempre existen pues la funcién de distribuciéon conjunta es
acotada y no decreciente en cada variable. Por lo cual no es dificil comprobar que estas funciones

de distribucion marginales son, efectivamente, funciones de distribucion univariadas.
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1.1.6. Funcidn y distribucion condicional

A

Recordemos que la probabilidad condicional de un evento A, dado un evento B esta definida

como:
POAIB) — P(ANB)
(A )_W
Al igual que esta definicién, se puede hablar de probabilidades donde la ocurrencia de una
variable esté restringida a que primero sucedan otras variables. Estas son las probabilidades

condicionales.

Definicion: a) Sea el vector aleatorio discreto (X,Y) con su funcion de probabilidad conjunta
fxy(x,y). Seay un valor de lav.a. Y tal que fy(y) # 0 la funcién de probabilidad
condicional de X dado Y = y, se define como:

PX=xY=y)

P(Y =y)
b) Sea el vector aleatorio continuo (X,Y) con su funcién de densidad conjunta

fx|Y(x|}’) =PX=x|Y=y)=

fxy(x,y). Sea y un valor de la v.a. Y tal que fy(y) # 0 la funcién de densidad
condicional de X dado Y =y, se define como:

_ fx,y(x: y)
fx|y(x|}’) = —fy(y) g

Observe que a las funciones definidas anteriormente se les considera como una funcién de x y
que el valor de y por ser fijo puede considerarsele como un parametro de dicha funcion, es decir,

para cada valor fijo de x se tiene una funcién diferente.

1.1.7. Generalizacidén de independencia de variables aleatorias

Sean X3, X, ..., X, variables aleatorias con funcion de distribucién conjunta F(x4, x5, ..., x,). Sean

las respectivas funciones de distribucion marginal Fx, (x;), Fx, (x2), -.., Fx, (xp).
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Definicién: Se dice que n variables aleatorias X, X,, ..., X;, son independientes si para

cualesquiera numeros reales xq, x,, ..., x, Se cumple la igualdad:

F(xy, x5, 0y Xn) = Fx, (x1), Fx, (x2), ..., Fx, (xp).

1.2. Momentos

La esperanza y la varianza son medidas que reflejan un tipo de valor central respecto a un valor
determinado, que en este caso es el origen y la media respectivamente. Ademas de ser valores
que caracterizan una variable aleatoria. Ahora corresponde preguntarse la extension de estos

conceptos a diferentes potencias de la variable aleatoria.

Definicion: Sea X una variable aleatoria. Para cada numero natural n se define el n-ésimo
momento (0 momento de orden n) respecto al origen de X como el nimero E(X™),

suponiendo que tal esperanza existe.

Entonces los momentos de una v.a. X de diferentes ordenes son E(X), E(X?), E(X?), etc., cuando

tales numeros existen. En particular la esperanza es el momento de primer orden de la v.a. X.

Para variables aleatorias discretas, el n-ésimo momento se calcula como

EX™) = anP(X = x).

X

Para variables aleatorias continuas, el n-ésimo momento se calcula como

E(X™) = foox”f(x)dx.

— 0o

Definiciéon: Sea X una variable aleatoria con media u. Para cada ndmero natural n se define el
n-ésimo momento (o momento de orden n) respecto a su media de X como el nimero

E[(X — w)™], suponiendo que tal esperanza existe.

Entonces los momentos alrededor de la media de una v.a. X de diferentes ordenes son
E(XX—p) =0, E[(X —w?], E[(X — w)?], etc., cuando tales numeros existen. Se puede observar
que siempre el primer momento respecto a la media es nulo, sin embargo, por definicion la

varianza de X es el segundo momento respecto a la media pu.

UnADM | DCEIT | MT | MPRO2 12



Unidad 1. Vectores aleatorios

Para variables aleatorias discretas, el n-6simo momento respecto a la media se calcula como
E[CX = "] = ) (x = )"P(X = ).
X
Para variables aleatorias continuas, el n-€simo momento respecto a la media se calcula como

ﬂa—mﬂ=f (x = WrF () dx.

Una de las propiedades que tiene la varianza es que Var(X) = E(X?) — (E(x))?. Lo que significa
que la varianza de X es el segundo momento menos el primer momento al cuadrado. El tercer
momento esta relacionado con la simetria de la correspondiente distribucién de probabilidad. En
general, no se conoce una interpretacion para cada uno de los momentos de una variable
aleatoria, en el mismo sentido que no se conoce una interpretacion para cada una de las

derivadas de una funcion infinitamente diferenciable.

Por otro lado, también debemos sefialar que los momentos pueden no existir y que en caso de
que existan, en general no es de esperarse que se pueda encontrar una expresiéon compacta para
ellos. Sin embargo dada la unicidad de la suma o integral correspondiente, el n-€simo momento
de una variable aleatoria, si existe, es Unico. Asi, cada distribucién de probabilidad genera una

Unica coleccion de momentos, suponiendo su existencia.

1.2.1. Esperanza, Varianza (matriz) y Covarianza de un vector aleatorio.

Definicion: La esperanza de un vector aleatorio (X,Y), compuesto por dos variables aleatorias
con esperanzas finitas, es el vector de las esperanzas, es decir,

EX,Y) = (EX),E()).

De esta manera, encontrar la esperanza de un vector aleatorio se reduce al calculo de la

esperanza de cada una de las variables del vector.
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Definicion: Dado el vector aleatorio (X,Y) compuesto por dos variables aleatorias con

AN)

esperanzas finitas, se define la covarianza del vector (X,Y) como:
Cov(X,Y) = oy = E[(X — ECO)(Y — E())].

La covarianza es la esperanza del producto (X — E(X))(Y — E(Y)) o también conocida como el

momento central mixto (ya que involucra dos v.a.) de segundo orden.

Para variables aleatorias discretas X y Y, la covarianza se calcula como

Cov(X,Y) = Z(x _E(X)(x— EQV)PX =x,Y = y).
xy
Para variables aleatorias continuas, el n-€simo momento respecto a la media se calcula como

FIoC- w0 = [ [ (o= EGO) (= BO0) £ )dxay.

En particular, utilizando las propiedades de la esperanza y desarrollando el producto
(X —EX))(Y — E(Y)) se tiene que:
Cov(X,Y) = E(XY) — EQO)E(Y).

Obviamente en el caso de tener v.a. X, Y independientes se tendra que Cov(X,Y) = 0.

Teorema: Propiedades de la covarianza. Sea el vector aleatorio (X,Y) compuesto por dos
variables aleatorias con esperanzas finitas, y sean ay b constantes, entonces se
tienen siguientes propiedades:

1.- Cov(X,X) = Var(X).

2.- Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

3.- Cov(X,Y) = E(XY) — EQX)E(Y).

4.- Cov(X + a,Y + b) = Cov(X,Y), (la covarianza es invariante ante una traslacion).
5.- Cov(aX,bY) = abCov(X,Y)

6.- Si X, Y son variables independientes, entonces Cov(X,Y) = 0.

7.-Var(X £ Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).
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Definicién: La varianza de un vector aleatorio (X,Y), compuesto por dos variables aleatorias con

AN)

varianzas finitas, es la matriz cuadrada:

Var(X) Cov(X, Y))

Var(X,Y) = (Cov(Y, X) Var(Y)

A esta matriz también se le conoce como matriz de varianza-covarianza. Con base en la

propiedad 2 de la covarianza se tiene que la matriz de varianza-covarinza es simétrica.

1.2.2. Coeficiente de correlacion.

Uno de los parametros mas importantes en el analisis estadistico es el coeficiente de correlacion,
denotado por la letra griega p, el cual mide de alguna manera el grado de dependencia intrinseca

entre dos variables.

Definicién: Sean X,Y dos variables aleatorias con varianzas finitas, oy y gy, respectivamente. El
coeficiente de correlacion entre las variables X y Y, denotado p(X,Y)se define

como:

Se sabe que si X,Y son variables independientes, entonces Cov(X,Y) = 0, por tanto p(X,Y) = 0.
Sin embargo el reciproco no necesariamente es correcto, esto es si p(X,Y) = 0, NO se sigue la
independencia de variables. En el caso p(X,Y) = 0, simplemente se dice que las variables Xy Y
no estan correlacionadas. De esta manera si dos variables XyY tienen varianza y son

independientes entonces ellas no estan correlacionadas.

Ejemplo: Sea X una v.a. que toma con probabilidad % cada uno de los valores —2,—1,1y 2,
entonces E(X) = 0. Sea Y = X?, es claro que Y toma con probabilidad % cada uno de los valores

1y 4. La variable aleatoria XY = X3 toma con probabilidad i cada uno de los valores —8,—1,1y 8.

De lo cual se tiene que E(XY) = 0. De la propiedad 3 de covarianza se sigue que Cov(X,Y) = 0,
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por lo tanto p(X,Y) =0, asi entonces las v.a XyY no estan correlacionadas, pero no son

AN)

independientes (porque la ocurrencia de X si afecta a la ocurrencia de Y).

Teorema: Propiedades del coeficiente de correlaciéon. Sean X y Y variables aleatorias con
varianzas finitas, entonces se tienen siguientes propiedades:
1.--1<p(X,Y) < 1.
2.- Sip(X,Y) =1, entonces existen a > 0y b constantes tales que Y = aX + b.
3.-Sip(X,Y) = —1, entonces existen a < 0y b constantes tales que Y = aX + b.

4.- Si X,Y son variables independientes, entonces p(X,Y) = 0.

Las propiedades 2 y 3 del coeficiente de relacion indican que este parametro es una medida del
grado de dependencia lineal entre dos variables aleatorias. Sin embargo, como existen varias
formas en que dos variables aleatorias pueden depender una de otra, el coeficiente de correlaciéon

no mide todas estas dependencias, unicamente mide la dependencia de tipo lineal.

1.2.3. Desigualdad de Chébyshev.

Este resultado es de caracter tedrico y proporciona una cota superior para la probabilidad de que
una variable aleatoria tome un valor que diste de su media en mas de una cierta cantidad
arbitraria. Esta desigualdad lleva el nombre del matematico ruso Pafnuty Lvovich Chebyshev
(1821-1894).

Teorema: Desigualdad de Chébyshev. Sea X una variable aleatoria con media u y varianza

finita o2. Para cualquier nimero real € > 0 se tiene:

0.2
PUX—plze)<—.

1.2.4. Funcion generadora de momentos
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Se sabe que las medidas como la esperanza y la varianza de una variable aleatoria describen
ciertos aspectos de dicha variable. Sin embargo, estas medidas no son suficientes para describir
la distribucién en cuestion. Por lo cual surge la necesidad de introducir una alguna medida o
funcidn que describa en forma unica a la distribuciéon con que se trabaja. Dicha funcion es
conocida como la funcion generatriz de momentos y esta relacionada con los momentos de la
variable aleatoria. Cabe mencionar que esta funcién no es la Unica que tiene la propiedad de

caracterizar a la distribucién, en otras unidades se trabajara otra funcién con esta caracteristica.

Ademas la determinacion del calculo de los momentos de una v.a no es tan sencilla, y en caso
de colas pesadas los momentos dificiimente existiran. Se vera que existe un procedimiento con

el que para muchas v.a. es posible encontrar cualquier momento que exista de la v.a.

Definicion: La funciéon generadora de momentos de una variable aleatoria X es la funcién M (t)
definida como:
M(t) = E(e™),

para cualquier valor real t en donde esta esperanza exista.

En forma breve se le escribe como f.g.m. La letra M corresponde al término “momentos”. Cuando
sea necesario especificar a la variable aleatoria en cuestion se escribira dicha variable como

subindice como por ejemplo My (t).

Para variables aleatorias discretas X su f.g.m. se calcula para valores reales de t en donde
esta siguiente suma sea finita:

My () = Z e P(X = x).

X

Para variables aleatorias continuas X su f.g.m. se calcula para valores reales de t en donde

esta siguiente integral sea finita:

[oe]

My(t) = f e fiy(x)dx.

— 00

Lamentablemente, no todas las variables aleatorias tienen asociada una funcién generadora de
momentos.
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Teorema: Propiedades de la f.g.m. Sean X y Y variables aleatorias con funciones generadoras

de momentos My(t) y My(t), y sean a y b constantes, entonces se tienen siguientes
propiedades:

1.- Si Y = aX + b, entonces My (t) = e’ My(at).

2.- Si Xy Y son independientes, My .,y (t) = My(t) - My (t).

3.- Si My(t) y My(t) coinciden (son idénticas) en un intervalo (—s,s) con s > 0,

entonces X y Y tienen la misma distribucion de probabilidad.

Cierre

En esta unidad se desarrollaron destrezas y habilidades para la solucién de problemas que
involucran dos o mas variables aleatorias, permitiendo con esto la aplicacion mas precisa de los
experimentos aleatorios. En esta unidad aprendiste como se calcula una esperanza matematica,
una covarianza y su coeficiente de correlacién para vectores aleatorios. Identificaste cémo se
pueden correlacionar dos v.a. Que existen v.a. sin algunos momentos que las caractericen y

comprendiste la manera de determinar, en general, esperanzas para funciones de v.a.
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