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Ecuaciones diferenciales parciales

Unidad 1. Preliminares
Presentacion

Las ecuaciones diferenciales parciales son de una importancia muy grande en el area de las
matematicas modernas, especialmente en el sentido aplicado. Diversos fenémenos fisicos tienen
una modelacidén que resulta en una ecuacién diferencial parcial; en este sentido, las EDP se

aplican de manera muy directa al mundo real.

Esta primera unidad del curso se introduce las nociones necesarias de EDP (ecuaciones
diferenciales parciales); el surgimiento de las mismas, que son el resultado de leyes fisicas, por
lo que se presenta una estructura segun la cual son generalizaciones de las ecuaciones de la
fisica-matematica. De la misma forma, se presenta su clasificacion y el método de las

caracteristicas para dar solucién a un problema clasico relacionado al problema de Cauchy.

Competencia especifica

Aplicar las ecuaciones bésicas de la fisica matematica y plantear los problemas de contorno
asociados a ellas, para resolver problemas practicos que puedan ser modelados por tales
ecuaciones, mediante la vinculacion y generalizacion de los conceptos y resultados de Algebra

Lineal, Andlisis Matematico y EDO.

Logros

o Clasificar algunas de las EDP de acuerdo a las propiedades que tienen.
e Plantear el problema de Cauchy en los diferentes érdenes.

e Determinar métodos de solucion para el problema de Cauchy.
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Ecuaciones diferenciales parciales

Unidad 1. Preliminares
1.1. Definiciones principales

En esta unidad revisaras los elementos necesarios para el desarrollo de la teoria de las
ecuaciones diferenciales parciales, recordando conceptos previos de calculo y de analisis, asi

como algunos resultados necesarios estudiados con anterioridad.

1.1.1. ;qué son y como surgen las EDP?

Una ecuacion diferencial parcial o ecuacion en derivadas parciales, (EDP) es una relacion

funcional de la forma:

F( g, 2 9w O )—o 1.1.1.1
e PR P TR i (11.1.1)

Entre una funcion desconocida u = u(x, t) de la variable espacial x = (x4, ..., x,,), perteneciente
a una region del espacio n-dimensional R™,y de la variable temporal t y sus derivadas parciales

hasta un cierto orden.

La funciéon desconocida u generalmente estd asociada a una cantidad fisica, por ejemplo,
temperatura, concentracién de una sustancia en una solucién, intensidad de una onda sonora,

deformacién de una estructura con respecto a un estado de equilibrio, etc.

Dentro de la ecuacion utilizas la notacion de Schwartz, segun la cual a = (g, a4, ..., @,) €S un
multi-indice perteneciente a N**1, de modo que D%u denota una derivada parcial iterada de u de
orden |a| = ay + @; + -+ + a,, en la que derivas «a, veces con respecto a la variable temporal t
y a; veces en cada una de las variables x;. Asignas el orden de la EDP (1.1.1.1) como el de la
derivada de mayor orden involucrada, es decir, el maximo de los médulos |a| entre los indices a

gue intervienen en la ecuacién. Cuando la incognita u de la ecuacion no es una funcioén escalar,

)
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Entonces (1.1.1.1) puedes representarlo como un sistema de ecuaciones. En este caso, si F es
también una funcién vectorial con M componentes de la forma (1.1.1.1), tienes un sistema de M

ecuaciones diferenciales parciales con N funciones incégnitas.

La funcion escalar o vectorial u satisface la ecuacién (1.1.1.1) en una regién Q de R", cuando al
sustituir la funcion y las correspondientes derivadas parciales en la ecuacién, se satisface la

ecuacion para todo x € Ay todo t > 0.

La ecuacion (1.1.1.1) puede ser lineal o no-lineal, dependiendo de que F lo sea 0 no con respecto
a laincégnita u y sus derivadas D*u. Dentro de las ecuaciones no-lineales se distinguen también

las ecuaciones cuasilineales, a las que revisaras en del desarrollo de este contenido.

Ecuaciones de la fisica matematica

La fisica matemética se dedica a la construccion e investigacion de los modelos matematicos de

fendmenos fisicos.

Desde los tiempos de Isaac Newton, la Fisica Matematica ha sido desarrollada paralelamente

por matematicos y fisicos.

A fines del siglo XVII se descubrié el Célculo Diferencial e Integral (Isaac Newton, Gottfried
Leibniz), y Newton formulé matematicamente las leyes basicas de la mecanica y la Ley de

Gravitacion Universal, utilizando el lenguaje de las ecuaciones diferenciales.

En el siglo XVIII los métodos de la fisica matematica se aplicaron al estudio de las vibraciones
(oscilaciones) de cuerdas, barras y membranas, y a problemas relacionados con acustica e
hidrodindmica. También se sentaron las bases de la mecénica analitica (Jean D’Alembert,

Leonard Euler, Daniel Bernoulli, Joseph Lagrange y Pierre Laplace).

En el siglo XIX, las ideas de la fisica matematica surgen con nuevo impetu en problemas de
conduccion de calor, difusion, elasticidad, 6ptica, electrodindmica y procesos no lineales de

propagacion de ondas. Se desarrollan conjuntamente la teoria de potencial y la teoria de
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estabilidad del movimiento (Jean Fourier, Simeon Poisson, Carl Gauss, Augustin Cauchy, M.V.

Ostrogradski, Peter Dirichlet, George Riemann, Sofia Vasilievna Kovalévskaya, Sir George
Stokes, Henri Poincaré, Aleksandr Mikhailovich Liapunov, Vladimir Andréyevich Steklov, David
Hilbert).

En el siglo XX se desarrollan la fisica cuantica, la teoria de la relatividad, nuevos problemas de
dinamica de gases, el fendmeno de transporte de particulas y la fisica del plasma, cuyos modelos

matematicos se escriben en términos de ecuaciones diferenciales parciales.

Muchos problemas de la fisica matematica clasica se modelan mediante problemas de contorno
para ecuaciones diferenciales e integrodiferenciales que dan lugar a los conocidos como

ecuaciones y problemas de la fisica matematica.
Las herramientas matematicas basicas para estudiar estos problemas son:

e Lateoria de las ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales).
e Lateoria de ecuaciones integrales.

e El célculo de variaciones.

e Lateoria de funciones.

e El andlisis funcional.

e Lateoria de aproximacion.

e Los métodos huméricos.

e Lateoria de probabilidades.

e La matematica computacional.

Algunos modelos como los de la fisica cuantica requieren, ademas, de la aplicacion de resultados

de otras areas como:

e Lateoria de funciones generalizadas.
e Lateoria de funciones de varias variables complejas.

e Los métodos topoldgicos y algebraico.
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El desarrollo de la computacién electrénica ha permitido realizar experimentos a través de
simulaciones computacionales efectuadas con el uso de los modelos, cuyos resultados han

podido ser corroborados en la practica, lo cual confirma la validez de estos modelos.

De todos los problemas que estudia la fisica matematica, juegan un importante rol los llamados
problemas bien planteados, los cuales satisfacen las hipétesis de Hadamard, es decir, su
solucion existe, es Unica y depende continuamente de los datos. Posteriormente veras que se
requiere exigir condiciones adicionales a las soluciones de las ecuaciones diferenciales para que
los problemas asociados sean bien planteados. Estas exigencias se expresaran en términos de
“condiciones iniciales y de contorno” que debe satisfacer la solucion. Lo mas interesante es que
estas “exigencias matematicas” aparecen también de manera natural como consecuencia del
“planteamiento fisico” de los problemas modelados por las ecuaciones. Esta relacion intrinseca
entre los requerimientos matematicos y el planteamiento fisico de los problemas habla del
importante papel de la mateméatica como herramienta para el desarrollo de la fisica, pero también

de la fisica como fuente de problemas que incentiva el desarrollo de la matematica.

Aunqgue dichos requerimientos son naturales para los problemas fisicos, su validez debe ser
comprobada en el marco de una teoria desarrollada alrededor de un modelo matematico
especifico, y éste es precisamente el objetivo de la teoria de las ecuaciones de la fisica
matemaética. Es por ello que los modelos matematicos de los fenémenos fisicos deben satisfacer

las siguientes propiedades matematicas:

¢ No deben ser contradictorios, es decir, deben tener solucion.

¢ No pueden dar una descripcién ambigua del proceso fisico estudiado, es decir, la solucién
debe ser unica.

e Su solucion no debe ser sensible a pequeiios errores en los datos provocados por las
mediciones de las magnitudes fisicas, es decir, la solucion debe depender continuamente de

los datos.

Como puedes apreciar, se pueden resumir estas propiedades en la necesidad de que los

problemas matematicos asociados a los modelos de la fisica mateméatica sean bien planteados
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en el sentido de Hadamard. Mucho de lo que realizaras en lo sucesivo esta relacionado con la

demostracion de este resultado para los diferentes problemas que estudiaras.

Finalmente, existen otros temas practicos muy importantes relacionados con las soluciones de

los modelos:

o Estabilidad.
e Representacion.
e Estimaciones y asintéticas.

e Suavidad.

Algunos de estos temas, también podras revisarlos a lo largo del curso.

1.1.2. los operadores grad, rot, div y laplaciano

Considera una funcién escalar f(x) definida sobre un abierto Q de R™. Entonces, a cada punto

9f(a)

a € O donde existen las derivadas parciales D;f(a) = o
i

, se le puede asociar el vector

(le(a), ...,an(a)) llamado gradiente de f en el punto a y que se denota mediante el simbolo:

Vf(@ = (D1 (@), .., Duf (@) (12.1.1)

Es conocido de cursos previos de andlisis vectorial que la existencia del vector Vf(a) es una
condicion necesaria, pero no suficiente, para la existencia de la diferencial de f en a. Cuando f
es diferenciable en el punto a, entonces su diferencial d f(a) es una transformacion lineal de R™

en R que actla en la forma:

df(a)(x) =Vf(a)-x, x € R™ (1.1.2.2)

donde el punto representa el producto escalar de los vectores Vf(a) y x.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 8
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Si e es un vector unitario de R", la derivada direccional de f en el punto a en la direccion del
vector e es un numero que se representa mediante el simbolo f'(a; e), y que se expresa a través

del vector gradiente, en la forma:
f'(a;e) =Vf(a)-e (1.1.2.3)

es decir, esta derivada direccional es la componente del vector Vf(a) en la direccion del vector

unitario e.

En dos variables espaciales, el gradiente se escribe en la forma:

0 d
Vf(7) = 2 )ik )]

y en tres variables espaciales, la correspondiente férmula es:

0 d 0
U/ (7.2) = g (3, 2)i + 5 G j + 5 (3, 2k

donde i, j, k representan los vectores unitarios en la direccion de los ejes coordenados.

Una funcién vectorial f: Q — R™ definida sobre un abierto Q. de R™ es llamado un campo vectorial

en Q.

., . . . ad .
Toda funcion escalar f: Q — R para la cual existen sus derivadas parciales %(x), 1<i<n,en
i

todo punto x € Q, define un campo asociado al vector Vf(x) llamado campo gradiente de f.

Una situacién importante en el estudio de los campos vectoriales resulta cuando el campo F en
Q coincide con el campo gradiente de alguna funcion escalar f definida en ; cuando esto ocurre,

se dice que f es un potencial para el campo vectorial F.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 9
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El siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse en el inciso 10.15 del libro Calculus,

Volumen II, de Tom Apostol, te da una condicién necesaria y suficiente para que un campo

vectorial sea un campo gradiente.

1.1.2.1. Teorema. Un campo vectorial F definido en un abierto conexo Q de R™ es un campo
gradiente, si y solo si la integral de linea de F a lo largo de cualquier arco ' suave a trozos

contenido en Q depende Unicamente de los extremos de T'.

Si F = (f1, ..., fy) cumple las condiciones del teorema anterior, donde f;, 1 < i < n, son funciones
escalares definidas en Q y mediante y(t) = (y1(¢t), ..., v»(t)), t € [a, b], una parametrizacion del

arco I', entonces la integral de linea de F a lo largo de T se define como:

b

[ Feas = [[h0©) an @+ + (@) a @] (L1.2.4)

r a

Que I' sea suave a trozos significa que la parametrizacion y es continua en [a, b], excepto en un

numero finito de puntos {aj}, 1 <j < m, en cuyo caso se obtiene:

jF-ds = Z j [A©®) vi@®) dt + -+ f(¥(©®) v (t) dt] (1.1.2.5)
r j=0 a;

asumiendo que ay = a, ;41 = b.

Puedes observar que la condicion del teorema anterior es equivalente a que la integral de linea

de F se anule a lo largo de todo arco cerrado, suave a trozos, contenido en Q.

Se definen las nociones de rotacional para un campo vectorial en R® y de divergencia para un

campo vectorial en R™ con n > 2.

Sea F(x,y,z) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2z)j + R(x,y,z)k un campo vectorial definido en un abierto
QO c R3, para el cual existen las derivadas parciales con respecto a x, y, z de las componentes

P,Q y R. El rotacional de F se define como otro campo vectorial en Q dado por la férmula:

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 10
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tF_(aR 6Q)_+(6P E)R)__I_(GQ E)P)k 1126
Tt =Gy T a2) oz T ax ) T \Gx "oy (1.1.2.6)

Como se muestra en el inciso 12.11 del libro de Calculus, Volumen Il, de Tom Apostol, el vector
rot F aparece en la integral de superficie de la llamada Férmula de Stokes, que es una de las

formulas integrales mas importantes del calculo integral en varias variables:

jf(rot F)-nds = fF -~ dx (1.1.2.7)
S r

Donde, en la parte derecha de (1.1.2.7), aparece la integral de linea del campo vectorial F a lo
largo del arco I', que se encuentra en el borde de la superficie S, contenida en Q, y n es el vector
normal unitario a la superficie, definido por:

Jr _ oOr

—_— x —_—
_ oJu’ dv
n= Tor orl E)r| (1.1.2.8)

Ju v

donde r(u,v) = X(u,v)i + Y(u,v)j + Z(u, v)k denota una parametrizacion de la frontera para la
cual se supone que existen las derivadas parciales con respecto a u y v de las componentes X,Y
yZ.

En (1.1.2.8) el simbolo x representa al producto vectorial de dos vectores en R3. En el caso
especial en que el campo vectorial F no depende de la variable z, es posible considerar que F
es un campo vectorial en R2. En este caso, si S es una superficie plana, entonces n =k y la

formula de Stokes se reduce a

ff (g—g—g—i) dxdy = dex+Qdy (1.1.2.9)
S r

esta Ultima igualdad es llamada formula de Green.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 11
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De la formula de Stokes se puede concluir que para campos F definidos en un abierto conexo

Q c R3 que tengan un rotacional, la condicion:

rot F=0 (1.1.2.10)

es equivalente a que la integral de F a lo largo de cualquier arco cerrado I' contenido en Q, se

anula, y por lo tanto, segun el teorema 1.1.2.1, F es un campo gradiente.

Ademas, para un campo en R3, condicién (1.1.2.10) es también una condicion necesaria y

suficiente para que sea un campo gradiente.

En particular, si F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j es un campo plano definido en un abierto conexo Q

de R?, la condicion

P 3Q

3 " 3x (1.1.2.11)

en Q es una condicién necesaria y suficiente para que F(x,y) sea un campo gradiente.

Se observa que el rot F puede ser expresado a través del calculo formal de un determinante:

rot F = (1.1.2.12)

hUS:lQ)ﬂ
ST
SN

Si se calcula formalmente este determinante por menores, partiendo de la primera fila, se obtiene

la expresion de rot F dada en (1.1.2.6).

Una forma sintética de expresar la férmula (1.1.2.12) es mediante:
rot F =VXF (1.1.2.13)

donde el simbolo V representa el operador gradiente:

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 12
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o ., 0
V—al-l-@] +—k (1.1.2.14)
Se define el producto escalar formal del operador V con un campo vectorial F = (P,Q,R) en R3y

se obtiene:

_ 9P 0Q R

V'F—g‘l‘@'FZ

(1.1.2.15)

Esta expresiéon es conocida como la divergencia del campo F y se denota mediante div F. Se

observa que la definicién (1.1.2.15) se puede generalizar a cualquier campo vectorial en R™.

Finalmente se llega a que los conceptos béasicos que se han introducido se pueden representar

simbdlicamente a través de los tres productos:
grad ¢ = Vo, divF =V-F, rotF =VXF (1.1.2.16)

El operador de Laplace, que es fundamental en la fisica matematica, esta definido por:

82
A=—+-+0%/0x2 (1.1.2.17)
0xj
se puede expresar mediante
A =div(grad) =V -V (1.1.2.18)

De estas definiciones es posible obtener algunas identidades que permiten facilitar algunas
operaciones en el calculo vectorial y para lo que se desarrollara de EDP. Pueden practicarse las

definiciones demostrando las siguientes férmulas:

rot grad = 5, div rot = 0, rot rot = grad div — A (1.1.2.19)

1.1.3. problemas con condiciones iniciales y de contorno asociados a las EDP

Como se menciona en el tema 1.1.1, las EDP pueden, en general, tener una cantidad infinita de

soluciones.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 13
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Veras que esto ocurre precisamente en el caso de las EDP lineales que corresponden a los
modelos clasicos de la fisica matematica y que se estudiaran en el tema 1.2. En efecto, por

62

ejemplo, la solucién general de la ecuacion 3%y

= 0, tiene la forma u(x, y) = f(x) + g(v), donde

f 'y g son dos funciones arbitrarias de la clase C?. Entonces, para obtener una soluciéon especifica
de esta ecuacion, que describa un proceso fisico real que esta siendo modelado con ella, se

requiere imponer condiciones adicionales.

Este hecho distingue radicalmente el estudio de las EDP lineales con respecto a las EDO lineales,
dado que es conocido que en este segundo caso el conjunto de soluciones es un espacio
vectorial de dimension n, donde n es el grado de la ecuacién. Es por ello que en el estudio de
las EDO lineales se utilizan muchos resultados del algebra lineal que son insuficientes para el
estudio de las EDP lineales, donde se requiere, ademas, la aplicacién de resultados de la teoria
de funciones analiticas, los espacios de Sobolev, el andlisis funcional y la teoria espectral de

operadores, entre otros.

Seria imposible construir una teoria general acerca de las condiciones adicionales que deben
exigirse a las soluciones de una EDP arbitraria, para que puedas encontrar una solucion Unica.
Sin embargo, dado que las EDP son el modelo por excelencia de los problemas que aparecen
en la mecanica de medios continuos, deberas ajustar estas condiciones adicionales a los
requerimientos fisicos a las soluciones de estos problemas. Resulta que las exigencias fisicas
conducen al planteamiento de problemas matematicos que corresponden a la basqueda de
soluciones de las EDP que, ademas, satisfagan ciertas condiciones iniciales y de contorno

adicionales.

Lo realmente sorprendente es que, desde el punto de vista matematico, estos problemas
satisfacen las condiciones del buen planteamiento de Hadamard (existencia y unicidad de la
solucion y dependencia continua de la solucién con respecto a los datos) en un sentido que sera

precisado mas adelante.

En la Unidad 2 veras que, en la teoria clasica de las EDP, éstas se clasifican en parabdlicas,
hiperbdlicas y elipticas, las cuales se distinguen no sélo por sus propiedades matematicas, sino

también por su &mbito de aplicacion fisica,
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En efecto, las ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas, representadas por la ecuacién de calor y

la ecuacion de ondas, son los modelos mas clasicos y representativos de las llamadas EDP de

evolucion.

Mientras que la ecuacion de calor permite describir fen6menos altamente irreversibles en el
tiempo en los que la informacion se propaga a la velocidad infinita, la ecuacion de onda es el
prototipo de modelos de propagacion de perturbaciones a la velocidad infinita y que son

completamente reversibles en el tiempo.

Como ya se menciond, las ecuaciones parabdlicas, como la ecuacion del calor, y las hiperbdlicas,

como la ecuacion de ondas, se distinguen también por sus dmbitos de aplicacion.

Mientras que el primero es frecuente en la dinamica de fluidos, a través de una version mas
complicada que es la ecuacién de Stokes, o en fendmenos de difusion (del calor, de particulas,
etc.), el operador de onda y sus variantes intervienen de forma sistematica en elasticidad
(frecuentemente a través de sistemas mas sofisticados, como el de Lamé, por ejemplo) o en la

propagacion de ondas acusticas o electromagnéticas (ecuaciones de Maxwell).

La mecanica de medios continuos esta llena también de otras ecuaciones, operadores y
modelos, pero en todos ellos estan presentes de una u otra forma el operador del calor, de ondas

0 una variante muy préxima de los mismos.

Con frecuencia los modelos mas realistas son mas sofisticados que una simple ecuacion aislada
gue es sobre lo que se centra este texto. Se trata a menudo de sistemas acoplados de EDP, en
los que es habitual encontrar componentes parabdlicas e hiperbdélicas, como ocurre, por ejemplo,
en los modelos de termoelasticidad o hidroelasticidad. En estos casos, si bien el conocimiento
de los aspectos mas relevantes de la ecuacion del calor y de ondas aisladamente puede no ser
suficiente a causa de las interacciones de las diferentes componentes, si resulta indispensable
para entender el comportamiento global del sistema.

Por todo ello resultan naturales e importantes todos los aspectos matematicos fundamentales de
estas dos piezas claves de los modelos de la mecéanica de medios continuos: la ecuaciéon de

calor y la de onda.
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Cabe sefalar que estos modelos aparecen también, con otras interpretaciones de las funciones

desconaocidas y de los parametros del modelo, en el estudio de procesos biolégicos, fisioldgicos,

economicos, etc., y no solamente en la fisica.

En consecuencia, se requiere un estudio exhaustivo de estos modelos que involucran no sélo el
andlisis cualitativo de los problemas con condiciones iniciales y de contorno asociados a ellos,
sino también su analisis numérico, con el objetivo de buscar soluciones aproximadas, lo cual no
sera tratado en el presente texto, donde basicamente se dedicara a obtener expresiones
explicitas de las soluciones en el caso cuando los modelos se expresen en su forma mas simple,

por ejemplo, cuando tienen coeficientes constantes.

Sin embargo, cuando estas ecuaciones modelan fendmenos en medios heterogéneos cuyas
componentes tienen diferentes propiedades fisicas, adoptan formas mas complejas y se
presentan con coeficientes variables, dependientes de la variable espacial x, de la variable

temporal t o0 de ambos.

Hay otros dos términos que son clave en la modelacién de fenbmenos complejos que son: no
lineal y no determinista, los cuales quedan fuera de los objetivos de este curso. No obstante,
de nuevo se puede asegurar que los elementos aqui expuestos seran sin duda de gran utilidad,
si no indispensables, a la hora de adentrarse en otros modelos mas complejos que involucran

términos no-lineales y estocasticos.

Desde un punto de vista estrictamente matematico, no hay alguna razén para distinguir la
variable temporal t de las n variables espaciales x,..,x,. Si se tratara simplemente de una
variable mas, indistinguible de las otras, puede denotarse como x, 0 x,4+1. Sin embargo, de
acuerdo a la realidad fisica que se modela con estas ecuaciones, conviene distinguir la variable

temporal de las variables espaciales.

En algunas ocasiones es posible reducir las EDP a EDO para funciones de la variable temporal
u(-, t) de la variable temporal t que también toman valores en un espacio de funciones de la

variable espacial.
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Esta distinciébn entre variable temporal y variables espaciales es también conveniente para

traducir las ecuaciones fisicas a las soluciones de los modelos en lo que, por convencién, pueden

llamarse condiciones iniciales y condiciones de contorno.

Mas adelante revisaras que los problemas clasicos de la fisica matematica se reducen al estudio

de EDP de primer orden de la forma:

o Jdu
2 a; (X1, o) X, W) =— = a(Xq, o, X, U) (1.1.3.1)
: Ox;
=1
y a EDP de segundo orden de la forma:

0%u

Pz = div (p gradu) — q u + F(x,t) (1.1.3.2)

gue es la forma general de la ecuacion clasica de propagaciéon de ondas,
du
P53 = div (p grad u) —qu+ F(x,t) (1.1.3.3)
es la forma general de la ecuacion clasica de difusion, y finalmente la ecuacion:
—div (p grad u) + q u = F(x) (1.1.3.4)

gue describe los correspondientes procesos estacionarios.

Se denota mediante Q c R" la regidén espacial en la cual transcurre el correspondiente proceso

y por S su frontera, la cual se considera como una superficie suave a trozos.

Laregion Q es la region de definicién de la ecuacion (1.1.3.4), mientras que la region de definicion
de las ecuaciones (1.1.3.2) y (1.1.3.3) es el cilindro abierto Q x (0,T) de altura T con base Q, su

frontera estd compuesta por la superficie lateral S x [o,T], la “base” Q x {0} y la “tapa” Q x {T}.

En adelante se supondra que los coeficientes p,p y g en las ecuaciones (1.1.3.2)-(1.1.3.4) no
dependen del tiempo t y que, de acuerdo a su sentido fisico, deben satisfacer p(x) > 0, p(x) >
0, q(x) =0, x€ Q. Finalmente, de acuerdo con el significado matematico de estas ecuaciones,

es necesario considerar p € C(Q),p € C1(Q) y q € C(Q).

En el caso de la ecuacion (1.1.3.1), se supondra que las funciones a;,a € C1(Q) y ademas

Yria;+a*#0en Q.
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La condicién auxiliar que se impone para obtener una solucién Gnica, al menos localmente en t,

de la ecuacioén (1.1.3.1), conduce al llamado problema de Cauchy para ecuaciones cuasilineales

parciales de primer orden.

El planteamiento del problema de Cauchy para estas ecuaciones esta relacionado con el
concepto de curva caracteristica que sera introducido en el tema 1.3., y que son precisamente
aquellas curvas en Q a lo largo de las cuales las soluciones de (1.1.3.1) son constantes. El tema
1.3. se dedica al estudio del problema de Cauchy para el caso lineal cuando las funciones a; no

dependen de la solucién uy a = 0.

En lo siguiente se introduciran las condiciones iniciales y de contorno para las ecuaciones
(1.1.3.2) y (1.1.3.4). En el tema 1.3. Basicamente el significado de estas condiciones en el caso

particular de cada una de las ecuaciones.

Para una descripcion completa de un proceso fisico, no es suficiente con dar Unicamente la
ecuacion que describe el proceso, sino también el estado inicial del proceso (condiciones
iniciales) y el comportamiento de la solucién en la frontera de la regidn en la cual transcurre el

proceso, durante todo el intervalo de tiempo de interés.

Se obtiene, entonces, un problema asociado a la EDP que se llama un problema de contorno.

Existen tres tipos basicos de problemas de contorno para las ecuacion del tipo (1.1.3.2)-(1.1.3.4).

a) El problema de Cauchy para ecuaciones del tipo parabdlico e hiperbdlico, donde se dan
Unicamente condiciones iniciales, la regién Q coincide con todo el espacio R™ y no se imponen

condiciones en la frontera.

b) Los problemas de Cauchy para ecuaciones de tipo eliptico, donde se imponen condiciones
adicionales a la solucion en la frontera S de Q, y naturalmente no se exigen condiciones

iniciales.

c) Losproblemas mixtos para las ecuaciones de tipo parabdlico e hiperbdlico donde se exigen

condiciones iniciales y de frontera adicionales y Q # R".
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Problema de Cauchy. Para la ecuacién hiperbdélica (1.1.3.2), el problema de Cauchy se formula

AN

en la forma siguiente: hallar una funcion u(x,t) de clase C?(t > 0) n C(t = 0) que satisfaga la

ecuacion (1.1.3.2) en el semiespacio t > 0y las siguientes condiciones iniciales en t = 0:

du
Ule=go =up(x), o = u (x) (1.1.3.5)
at t=0+
Sobre los datos del problema se exige que:
FecC(t>0), Uy € CH(RM), u; € C(R™) (1.1.3.6)

Para la ecuacién parabdlica (1.1.3.3) el problema de Cauchy se formula de la siguiente forma:
hallar una funcién u(x, t) de clase C2(t > 0) n C(t = 0) que satisfaga la ecuacion (1.1.3.3) en el

semiespacio t > 0y la condicion inicial en t = 0:
Ul g0 = Up(X) (1.1.3.7)
y se considera que
FecC(>0), uy € C(R™) (1.1.3.8)

Veras mas adelante que existe un planteamiento general del problema de Cauchy para EDP de
segundo orden. Este planteamiento general consiste en encontrar una solucion u(x, t) de la EDP

gue sobre una superficie £ de codimension 1 dada en R", satisfaga las condiciones de contorno:

du

3l = (1.1.3.9)

uly = uyg,
donde n es el vector normal unitario a X. En el tema 2.1 se define el concepto de superficie
caracteristica y se muestra que el problema de Cauchy esta sobredeterminado cuando se plantea
sobre una superficie caracteristica, es decir, tiene sentido plantear el problema de Cauchy
Unicamente sobre superficies caracteristicas. En este caso, cuando la EDP tiene coeficientes
analiticos, los datos uy y u; son analiticos y la superficie no caracteristica X es analitica, el
teorema de Cauchy-Kovalévskaya dice que el problema de Cauchy tiene una Unica solucion

local, definida en una vecindad de X que también es analitica.

En un teorema siguiente se demostrara que la superficie {t = 0} es una superficie non

caracteristica para la ecuacion hiperbolica (1.1.3.2), y por ello el problema particular de Cauchy
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(1.1.3.5) tiene solucién cuando los datos son analiticos. Se puede ver que la solucion de este

problema de Cauchy también existe, y es Unica, si se exigen Unicamente las condiciones mas

restrictivas (1.1.3.6).

También revisards que {t = 0} es una superficie caracteristica para la ecuacion parabdlica
(1.1.3.3), y que la ecuacion eliptica (1.1.3.4) no admite superficies caracteristicas reales. Es por
ello que el problema de Cauchy (1.1.3.3) tiene una formulacién diferente al planteamiento general
(1.1.3.9).

Se puede demostrar que el problema de Cauchy para las ecuaciones elipticas es un problema
mal planteado en el sentido de que su solucion es muy sensible a pequefias variaciones de los

datos de Cauchy.

Problema de contorno para ecuaciones de tipo eliptico

El problema de contorno mas general para la ecuacién eliptica (1.1.3.4) consiste en hallar una
funcion u(x) de clase C%(Q) n C'(Q) que satisfaga la ecuacion (1.1.3.4) es la regién Q y una

condicion de contorno de la forma

du
au + ﬂ% S =Y (1.1.3.10)

sobre la frontera S de Q, donde a y 8 son funciones continuas sobre S, con:
a=0, f=0ya+f>0. (1.1.3.11)

Los siguientes casos particulares de la condicién de contorno (1.1.3.10) tienen un significado

practico importante, segin se vera mas adelante en el tema 1.2:
Condicion de contorno de Dirichlet (¢ =1, B =1)

uls =¢ (1.1.3.12)

Condicion de contorno de Neumann (¢ =0, g =1)
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AN

=y (1.1.3.13)

6u|
s

on
Condicion de contorno de Robin; en este caso, si {§1,52} es una particion de S, se cumple:

du
u|s1 =9, on

=1 (1.1.3.14)
S,
Los correspondientes problemas de contorno se llaman: de Dirichlet, de Neumann y de Robin

para la ecuacion (1.1.3.4), respectivamente.

Problemas mixtos. Para la ecuacion hiperbélica (1.1.3.2) el problema de contorno mixto se

plantea de la siguiente forma:

Hallar una funcion u(x,t) de clase Cz(Qx (o, T)) N C(Q x [0,T]) que satisfaga la ecuacion
(1.1.3.2) en el cilindro Q x (0, T), la condicion inicial (1.1.3.5) cuando t = 0 y x € Q y condiciones
de contorno del tipo (1.1.3.10) donde a y 8 son funciones de la variable espacial que satisfacen
las condiciones (1.1.3.11) y ¥(x,t) es una funcion definida en S x [0, T]. Adicionalmente, es

necesario exigir las condiciones de suavidad

Fec(ax(0,T), wu€CY(Q), 1w €C@Q), PecExI[0T] (1.1.3.16)

Analogamente, para la ecuacion parabdlica (1.1.3.3) el problema mixto se plantea de la forma:

Hallar una funcion u(x,t) de clase €2(Qx (0,7))n C(Q % [0,T]) y que satisface la ecuacion
(1.1.3.3) en Q% (0,T), la condicion inicial (1.1.3.7) y la condicion de frontera (1.1.3.10),

satisfaciendo las condiciones (1.1.3.11).

Es posible demostrar que no siempre existen soluciones de los problemas de contorno
formulados que tengan suavidad de clase C! hasta la frontera de la region de definicién del
problema. Es por ello que, en general, se requiere que la solucién sélo sea continua hasta la
frontera de la region. Esta formulacion es natural cuando las condiciones de contorno del
problema no contienen primeras derivadas de la solucién como ocurre, por ejemplo, en el caso

de la condicién de Neumann.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 21



Ecuaciones diferenciales parciales

Unidad 1. Preliminares
Si intervienen primeras derivadas de la solucién en las condiciones de contorno es necesario
indicar, en cada caso, el sentido en que se interpreta el cumplimiento de la condicién de contorno.
Por ejemplo, en el caso del problema mixto para la ecuacion hiperbdlica (1.1.3.2), la segunda

condicion inicial en (1.1.3.5) se interpreta en sentido de L,(Q), es decir:

—0,t > +0 (1.1.3.17)
Ly ()

ou
[5¢ -

En el caso del problema de Neumann para la ecuaciéon de Laplace, la condicion (1.1.3.13) se

: . d
interpreta en el sentido que # (x") (x €S5), converge a u;(x) cuando x’ € Q converge a x por
X

una direccion no tangencial a S.

1.2. Ejemplos clasicos de EDP de la fisica matematica y significado de los

problemas de contorno asociados

La descripcion o modelacién mateméatica de muchos procesos fisicos conduce a EDP, a
ecuaciones integrales y, en algunos casos, ecuaciones integro-diferenciales.

En esta seccion se deducen algunas de las EDP principales de la fisica matematica y se
plantean los problemas de contorno que tienen un significado fisico para estos modelos. Veras
qgue una amplia clase de problemas importantes para la fisica matematica se describe a través
de EDP lineales de segundo orden. Una caracteristica importante de los problemas
matematicos obtenidos es su caracter universal, dado que un mismo modelo puede representar
diferentes situaciones fisicas si se abstrae del significado fisico de la funcién desconocida en

cada situacion.

1.2.1. Ecuacion de la difusiéon: la ecuacion del calor

Los procesos de difusion del calor y de particulas en un medio se describen por la ecuacién
general de difusion:
Ju

P = div(p Vu) —qu + F(x,t) (1.2.1.1)
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En lo que sigue te dedicaras a deducir la ecuacion de difusion del calor. En este caso u(x,t)

representa la temperatura del medio en el punto x = (xq,x5,x3) en el instante t. En el caso de la
difusion de particulas u(x,t) representa la concentracion de la sustancia en el punto x en el

instante t.

Se considera un medio isotropico (es decir, el calor se conduce por igual en cualquier direccion)
y se denota mediante:

¢ p(x) la densidad del medio.

¢ ¢(x) la capacidad caldrica especifica (cantidad de calor necesaria por unidad de masa para

aumentar la temperatura en el punto x en un grado).

e k(x) el coeficiente de conduccion del calor (la ley empirica de Fick dice que el flujo de calor
0 de particulas J es proporcional y opuesto al gradiente de temperatura o al gradiente de
concentracion de particulas, la formulacion matematica de esta ley se expresa en la forma:
J = —k(x)Vu).

e F(x,t) laintensidad de la fuente de calor.

Calcula el balance de calor en cualquier volumen V del medio en el intervalo de tiempo (t,t +
At). Sea S la frontera de V y n el vector unitario normal exterior a S. De acuerdo a la ley de

Fourier, a través de S llega o sale de V una cantidad de calor a igual a:
du
Q= J- k%ds dt = f(k Vu,n)ds dt.
S S

Por el teorema de la divergencia de Gauss:

Q= fdiv(k Vu) dx dt.
%4

Por otra parte, el aporte de las fuentes de calor al calor en V es igual a:
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Q, = fF(x,t) dx dt.

|4
Como la temperatura en el intervalo (t, t + dt) crece (o decrece) en una cantidad:
ou
ulx, t+dt) —u(x,t) = Edt'

para que ello ocurra se requiere gastar una cantidad de calor igual a:

—f L
Q5 = cpat x dt.

14

Estableciendo un balance se tiene que Q; = Q, + Q,, de donde se concluye que:

0
f[div(k Vu) + F — cpa—ltl] dxdt =0,
4

y por la arbitrariedad de V se obtiene la llamada ecuacion de difusién del calor:
du .
Cpar= div(k Vu) + F(x,t) (1.2.1.2)

Si ¢, p y k son constantes, entonces se obtiene:

Ju
— =qa? 1.2.1.3
% a‘Au+f ( )

k F .. ;- .
donde a = /E yf = e que es la llamada ecuacion clasica de conduccion del calor.

Para obtener una Unica solucién de esta ecuacién se debe dar la distribucién inicial de la

temperatura:
u(x, ty) = T(x),x € Q (Condicién inicial)
y una condicion de contorno de alguno de los tipos siguientes:

a) uls = uy(x,t), se conoce la distribucién de temperatura en la frontera durante todo el proceso

(condicién de Dirichlet).
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d .
b) —kﬁ = u, (x,t), se conoce el flujo de calor en la frontera durante todo el proceso
S

(condicion de Neumann).

c) Sien S hay intercambio de calor, entonces, de acuerdo a la ley de Newton:

Ju
k%+h(u —ug)ls =0

donde 4 es el coeficiente de intercambio calérico y u, es la temperatura del medio

circundante (condicion mixta).

Un caso particular importante puedes observarlo cuando f depende de una dimension espacial,
en cuyo caso la funcién u se busca dependiente de una variable espacial unidimensional y se

dice que la correspondiente ecuaciéon describe la propagacion del calor en una barra.

Observacion: Una ecuacion intermedia es la ecuacion de la linea de transmision, también
conocida como ecuacion del cable o ecuacion telegréafica, la cual describe el paso de la corriente
a través de un cable que tiene propiedades conductivas y capacitivas y v(x,t) representa la

variacion del potencial a lo largo del cable en cada instante de tiempo

10%v ov v

oz ‘o tr
donde

e 1, denota la resistencia longitudinal al paso de la corriente por unidad de area de la seccion
2

L 10 . .
transversal del cable, y el término —r—a—xz representa la carga total por unidad de longitud
1

acarreada por la corriente longitudinal.

4 . P . d .
e ¢ representa la capacitancia del cable y el término ca—': es llamado corriente de

desplazamiento local o corriente capacitiva, y corresponde a la capacidad del cable para

almacenar carga.

e r es laresistencia superficial del cable y el término ; denota la corriente que pasa a través de

las paredes del cable en la direccion radial.
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1.2.2. Ecuaciones de la cuerda y la membrana vibrantes

Observa como muchos problemas de la mecéanica (oscilaciones de cuerdas, barras, membranas
y volumenes tridimensionales) y de la fisica (oscilaciones electromagnéticas) conducen a

ecuaciones de la forma:

2
- div(pVu) —qu + F(x,t) (1.2.2.1)

P otz
donde
o x=1(x1,..,x),n=123.

e u(x,t) denota la amplitud de oscilacién con respecto a la posiciéon de equilibrio.

e p,p,q denotan las propiedades del medio donde se estudia el proceso de oscilatorio (por

ejemplo, p es la densidad de masa del medio).
e F(x,t) eslaintensidad de la perturbacion externa.

De las definiciones de los operadores divergencia y gradiente, se puede ver que:
n
div(p Vu) = Z d ou
WP = : laxi (paxl)
1=
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Deduciras la ecuacion anterior a partir del ejemplo de las pequefias oscilaciones transversales

de una cuerda elastica alrededor de la posicion de equilibrio que coincide con un segmento del

eje x.

Una cuerda es un hilo elastico que se deforma ante una flexién. En el estado de equilibrio, sup6n
gue sobre la cuerda so6lo actua la fuerza de tensién y el objetivo es describir las oscilaciones
pequeiias transversales de la cuerda cuando sobre ella comienzan a actuar fuerzas aplicadas en

la direccién transversal a su posicion de equilibrio.

El desplazamiento que sufre la cuerda en la direccion transversal a cada punto x de la posicion
de equilibrio en el instante t se denota por u(x,t), luego u = u(x, t) es la ecuacion de la forma

que adquiere la cuerda en el instante de tiempo t.

. . ~ - . a
Se consideran sélo pequefias oscilaciones, es decir, aquellas para las cuales tana = % es

~ . L , . . d
pequefio, y por eso se desprecia en los calculos todos los términos en potencias de ﬁ :

Tix+dx,t)

M m—————————— ——

Figura 1. Tension T(x,t), dirigida en direccion tangente.

Como la cuerda no se resiste a ser flexionada (a diferencia de una barra), entonces, en cada

punto x se genera una tension T (x, t) dirigida en direccién tangente a la cuerda en el punto x.

Con la suposicion de pequefias oscilaciones, cualquier seccién (a, b) de la cuerda no cambia su

longitud al ser deformado, pues
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b 2
ou
€=f 1+(—) dx ~b—a.
Ox
a

y por la ley de Hook, como la relacién de tension y deformacién es lineal y la deformacién es

constante, entonces |T(x, t)| = cte = Tj.

Denota mediante F(x,t) la densidad de fuerzas externas actuando sobre la cuerda en direccion
perpendicular al eje x en el plano (x,u), y sea p(x) la densidad lineal de masa de la cuerda en x,

asi que p(x)dx es la masa del elemento de cuerda (x, x + dx).

Ahora, para componer la ecuacién de movimiento de la cuerda en cada elemento (x,x + dx),

nota que sobre él actdan (Figura 1):
e Fuerzas de tension T(x + dx,t) y —T(x,t) y la fuerza externa.

o De acuerdo a la ley de Newton, la fuerza resultante debe ser igual al producto de la masa

elemento (x, x + dx) multiplicada por su aceleracion.

Si proyectas esta igualdad vectorial sobre el eje u, obtienes:

0%u(x,t)

Tosena(x + Ax) — Ty sena(x) + F(x,t)dx = p(x)dx 52

Segun la aproximacion, se tiene que:

tana du
seng = — =~ tana = —
V1 +tan?«a ox

y, por lo tanto

0%u(x,t)

pO)—>3

Cuando dx — 0 se tiene:

T 1[6”( +an ) = 2aol+Fee
Odx lox . % 0x . (1)

0%u 0%u

gue es la llamada ecuacién de pequefias oscilaciones transversales de una cuerda.

Cuando F = 0 se le llama ecuacion de oscilaciones libres, y si F # 0, se le llama ecuacion de

oscilaciones forzadas.
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Si F no depende de t, entonces se pueden buscar soluciones de la ecuacion (1.2.2.2) que se

llaman estados de equilibrio para una cuerda sujeta a una distribucion de fuerzas transversales

2
F(x). Obviamente los estados de equilibrio satisfacen la ecuacion estacionaria T, 37’; +F=0.

. . F T, ., .,
Si p es constante y se define f = o a? = ;" , la ecuacioén resultante es la llamada ecuacion

clasica de ondas unidimensional o ecuacion clasica de oscilaciones de una cuerda:

0%u 0%u
=S (1.2.2.3)

la cual se generaliza a dimensiones mayores mediante:

u
gz =@ butf (1.2.2.4)

En el caso de dimension 2, se obtiene la ecuacion de oscilaciones de una membrana

au_T 62u+62u Iy
Poz =0 ax? = 0x3

y en dimension 3, la ecuacion de ondas

2%u 5 0%u N 0%u N 0%u i f
—=a
a¢2 9x2 " 9x2 ' ox2

representa la propagacion del sonido en un medio homogéneo y también la propagacion de
ondas electromagnéticas en un medio homogéneo no conductor.

Esta ecuacion la satisfacen también la densidad y la presién en un gas y su potencial del campo
de velocidades, asi como las componentes de la tension de un campo eléctrico y magnético y

sus correspondientes potenciales.

Una ecuacién del tipo (1.2.2.2) también describe las oscilaciones longitudinales de una barra

elastica
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sPu_2 (ESau)+F ¢
P52 = ox \ "2 ox (%, £)

(1.2.2.5)
donde:

e S(x) es el area de la seccion transversal.

e E(x) es el modulo de Young longitudinal en el punto x.

e p(x) esladensidad longitudinal de la barra.

e F(x,t) esladensidad de fuerzas aplicadas en la direccion longitudinal.

En este caso, u(x, t) denota el desplazamiento longitudinal con respecto al equilibrio en el punto

x y en el instante de tiempo t.

Cabe mencionar que para las oscilaciones transversales de una barra se tiene una ecuacion
donde aparecen derivadas parciales de 3er orden, ya que en este caso aparecen nuevas

tensiones debidas a la rigidez de la barra.

Estas ecuaciones tienen infinitas soluciones, por ejemplo, si f = 0, toda funcién de la forma

u(x,t) = ax + f con constantes a, § arbitrarias son solucion de (1.2.2.2).

Desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas, se necesita encontrar una Unica solucion,
para lo cual hay que imponer condiciones adicionales a la solucion u(x,t) buscada. Estas
condiciones se llaman condiciones iniciales y de contorno, al igual que en el caso de la ecuacién
de difusién. De un analisis fisico se ve que es necesario dar el desplazamiento de la cuerda con

respecto a la posicion de equilibrio, asi como la velocidad de la cuerda en el instante inicial:

u(x,0) y 2= (x, 0).

Ademas, se necesita imponer el régimen oscilatorio en los extremos en todo instante de tiempo

(condiciones de contorno).
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Diferentes tipos de condiciones de contorno:

a) Siel extremo x, de la cuerda se mueve segun una ley M (t), entonces:

u(xg, t) = M(t).

La condicion M (t) = 0 corresponde al caso cuando el extremo esta fijo durante el proceso

oscilatorio y se llama condicion de extremo fijo.
b) Si en el extremo actla una fuerza v(t), entonces

ou v(t)
FM (x0,t) = T_o

En el extremo sobre el que no actda ninguna fuerza se tiene que: v(t) = 0,y en ese caso se

obtiene la llamada condiciéon de extremo libre.

c) Siel extremo x, esté fijado por un resorte elastico a la base y £ es el coeficiente de rigidez
de la fijacion y E el modulo de Young del muelle, entonces se tiene la condicion mixta

du

Eax

+ #ulx=x, = 0.

Por comodidad, en ocasiones se utilizara la notacién

62 2 2

N (A A R
Ua=3m—2"Gat 52

gue representa el operador de ondas en R"™ con velocidad de propagacion a, también llamado

operador de D’Alembert.

1.2.3. Ecuaciones estacionarias y ecuaciones para los potenciales de campos

ideales: las ecuaciones de Laplace y Poissson
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Para procesos estacionarios donde F(x,t) = F(x), se puede buscar soluciones de las

ecuaciones de oscilaciones y difusion en la forma u(x,t) = u(x). En este caso, para u(x) se

obtiene la ecuacién estacionaria:

—div(pVu) + qu = F(x) (1.2.3.1)

gue, en el caso de dimensién 1, se llama ecuacién de Sturm-Liouville.

Cuando p = cte, q = 0, se obtiene la ecuacion de Poisson:
F
Au=—f, f= = (1.2.3.2)

Si f =0, se le llama ecuacion de Laplace:
Au =0,

cuyas soluciones son las llamadas funciones arménicas, que en dos dimensiones son la parte

real e imaginaria de las funciones analiticas.

Para obtener una solucién Unica en el caso de un medio acotado (), se debe dar una de las 3

siguientes condiciones de contorno en la frontera S de Q:
e Dirichlet: ulg = @(x)
e Neumann: 6_u| =P (x)
“onlg
. . . du _
e Robin (mixta): aan|5 + buls = g(x)

donde ¢(x), Y(x)y g(x) son funciones dadas definidas en la frontera S de Q.

Supdn que en la ecuacion de ondas

2

d
6_1:121 =a’Au+ f(x,t)
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la perturbacion externa es periodica con frecuencia w y amplitud a?f(x): f(x,t) = a?f(x)e't, si

se busca u(x,t) en la forma u(x,t) = u(x)e“t, entonces, para u(x)se obtiene la ecuacion

estacionaria:

Au + k?u = —f(x), k? = —. (1.2.3.3)

gue se llama ecuacion de Helmholtz.

Un problema de contorno importante para la ecuacion de Helmholtz es el llamado problema de
difracciéon de ondas. Supon que f = 0 en la ecuacién (1.2.3.3), que el medio es el exterior de una
region acotada Q, y que hay una onda plana que viaja desde oo en la direccién de un vector fijo

y Y que tiene la forma:
ek y|=1,k>0

donde (y,x) denota el producto escalar del vector fijo y con el vector de posicion espacial x. La
onda plana e*@* se ve alterada al encontrarse con el obstaculo que representa la region
acotada Q. Si Q representa un obstaculo absorbente blando, en ese caso se supone que se

satisface la condicibn homogénea de Dirichlet u|g¢ = 0. En el caso de un obstaculo duro, se

Y ad 2 . P
supone la condicién de rebote ﬁ = 0, que no es mas que la condicién homogénea de Neumann.

Se puede expresar la onda u como suma de la onda plana incidente en el obstaculo y una onda

reflejada: u(x) = e* ¥ + p(x).

El obstaculo genera una onda reflejada v(x), la cual, lejos de los centros dispersores es cercana

a la onda esférica

ik|x|
(x) = A(i)"’ +o(lx|™1)

|x|/ [x]

donde A(s) se llama amplitud de scattering de la onda reflejada.
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Para que esto se cumpla, es necesario exigir que cuando |x| — o, v(x), debe satisfacer las

condiciones de radiaciéon de Sommerfeld:

ov(x)

v = 00x™), 5

—ikv(x)=o0(x|™) (1.2.3.4)

Utilizando estas condiciones es posible encontrar el comportamiento de la amplitud de scattering.

1.2.4. Ecuaciones de Maxwell: la ecuacion de ondas

Supén que en un medio se tiene un campo electromagnético variable. Se denota mediante
E(x,t) = (E1, E,, E3) la tension del campo eléctrico, H(x,t) = (H;, H,, H3) la tensién del campo
magnético, p(x) la densidad de carga eléctrica, ¢ la constante dieléctrica del medio, M el
coeficiente de penetrabilidad magnética del medio, I(x,t) = (I;,15,13) la corriente conductiva.

Entonces, se satisface el sistema de ecuaciones de Maxwell:

div(eE) = 4np, div(uH) = 0 (Ausencia de fuentes de campo magnetico) (1.2.4.1)
10(uH
rotE = - (gt ) (Ley de Faraday) (1.2.4.2)
10(eE 4
rotH = Z (;t ) + Tn (Ley de Ampere) (1.2.4.3)

donde ¢ = 3 x 10'° cm/s es la velocidad de la luz en el vacio.

Se analizaran a continuacién algunos casos particulares de las ecuaciones de Maxwell:

a) p=0, ¢ =cte, M =cte,l =dE (Ley de Ohm) o-conductividad (constante). Aplicando a
(1.2.4.2) y (1.2.4.3) el operador rot y usando (1.2.4.1), para las componentes de E y H se

obtiene la llamada ecuacion telegréfica:

4o du
a=

u+———=0, Ecuacion de ondas con friccion
a € at \/W ( f )
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b) I =0, e =cte, M =cte. Se introduce el potencial electromagnético cuatridimensional
(00, ®) = (9o, 91,92, ¢3) Y Se buscan las soluciones de las ecuaciones de Maxwell en la
forma:

10¢ 1

— -7 = 7] 1.2.4.4
E =V, P H Mrotgo ( )

y para las componentes del potencial electromagnético se satisfacen las ecuaciones de ondas:

4mc? .
Hapo=-—07p Ha#=0 (1.2.4.5)
y la condicion de Lorentz:
Meod
T% —divg =0 (1.2.4.6)

c) Si el proceso es estacionario, las ecuaciones de Maxwell se transforman en las ecuaciones

de la electrostatica:
div (eE) = 4mp, rot E =0 (1.2.4.7)

y de la magnetostatica
4
div(MH) =0, rotH= —I (1.2.4.8)

Del hecho que rot E =0, se tiene que E = Vu (u potencial electrostatico), y de la primera

ecuacion de la electrostatica se tiene:

div(e Vu) = 4mp (1.2.4.9)

. . 0/2 q 4 q g
Si ¢ = cte, se obtiene la ecuacion de Poisson Au = ?”p para el potencial electrostético.

1.2.5. ecuaciones de primer orden: conservacion de masa, Euler y las ecuaciones

de la mecéanica de fluidos

Ley de conservacion de la masa en un medio en movimiento:
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Considera un medio donde las particulas ubicadas en el punto ¥ = (x,y, z) se mueven con una

velocidad v(x,t) en cada instante de tiempo t. Entonces, si denotas por p(x,t) la densidad
variable del medio, tendras que en cualquier subregién Q de la region donde se mueven las

particulas, se cumple:

d — — .
T p(x,t)dvz—jpv-nds:—fdwpvdv
Q aQ Q

f
at
Q

Por la arbitrariedad de Q se concluye que

0
a—';) +divpr=0 (1.2.5.1)

gue es la ecuacion que describe como se transporta la masa de una sustancia en un campo de
velocidades. Si, ademas, p no cambia a lo largo de las trayectorias de las particulas del medio

en movimiento, entonces

dp dp
i it v = 1.2.5.2
R 0= P Vp-v=0 ( )

Pero de (1.2.5.1) se tiene que Z—‘; +Vp-v+pdivv=0 = divv = 0queeslallamada condicién

de incompresibilidad en un fluido.
En un medio incompresible se cumple:

0
a—'i +Vp-v=0, divv=0 (1.2.5.3)

gue son EDP de primer orden, ya que sélo contiene derivadas parciales de primer orden de la

funcion desconocida.
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Si p es constante, entonces la primera ecuacion se cumple automaticamente y, en este caso, se

caracterizan los flujos incompresibles por la condicion divv =0. Si, ademas, el flujo es
irrotacional, o sea, cumple que rot v = 0, entonces v = Vu Yy la condicién de incompresibilidad

conduce a la ecuacion de Laplace Au = 0 para el potencial del campo de velocidades.

Considera el movimiento de un liquido o gas ideal, es decir, donde no hay fuerzas
intermoleculares y denota mediante v(x,t) = (v4,v5,v3) €l campo de velocidades del
movimiento, p(x, t) la densidad del medio, p(x, t) la presion hidrostética, f(x,t) la intensidad de
fuentes que proveen liquido o gas al medio y F(x,t) = (F;,F,,F3;) la intensidad de fuerzas
masivas que acttan sobre el liquido o gas, entonces, estas magnitudes satisfacen el sistema no

lineal de ecuaciones de la hidrodinamica de flujos ideales:

3—’; +div (pv) = f (Ley del balance de masa) (ecuacion de continuidad) (1.2.5.4)

%+ (v,Vv + %Vp = F (Ecuacién de movimiento) (ecuacion de Euler) (1.2.5.5)

El sistema de ecuaciones (1.2.5.4) y (1.2.5.5) se completa afiadiendo una relacion entre presién

y densidad:
P@,p)=0

Por ejemplo, para el movimiento adiabatico de un gas, la ecuacion de estado toma la forma:

cte _ C_p

donde:
¢, es la capacidad calorifica a presion constante y

¢, es la capacidad calorifica a volumen constante.
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En un fluido con p = cte la ecuacién de continuidad se reduce a divv = %.
En patrticular, si el flujo es irrotacional, entonces se puede encontrar un potencial del campo de
velocidades (v = —Vu), y de la ecuacién de continuidad sale que el potencial u satisface la

ecuacion de Poisson:

Si, ademds, consideras Unicamente los movimientos de fluidos a velocidades bajas, entonces
puedes eliminar los términos cuadraticos en la ecuacion de Euler, obteniendo la ecuacion de

Euler linearizada.

Si, adicionalmente, se supone que f =0y que el campo de fuerzas masivas depende
Unicamente de la variable x, entonces aplicando el operador divergencia a la ecuacién anterior,

obtienes que la presion hidrostatica también satisface una ecuacién de Poisson del tipo:

Ap = p divF(x)

1.3. EDP de primer orden y su relacién con las EDO: el problema de Cauchy

Las EDP de primer orden puedes incluirlas como parte integrante de un curso de EDO debido al
hecho que se puede desarrollar un esquema de construccion de su solucion general con base
en los métodos que se desarrollan en la teoria de las EDO. No obstante, se ha preferido

incorporarlas como un caso particular dentro de este curso de EDP.
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1.3.1. EDP lineales y cuasilineales de primer orden

Una EDP de primer orden definido en un dominio Q de R™ se expresa en forma general como
una relacion funcional entre la variable independiente x = (xq,...,x,)€eQ, una funcion

desconocida u de la variable x y sus derivadas parciales de primer orden:

F(x,u,Vu) =0

La EDP de primer orden se llama lineal cuando adquiere la forma:

n

ou
Z al-(xl, ...,Xn)% =0
i

i=1
y es cuasilineal cuando se puede expresar como:

n

ou
Z a;(xq, ...,xn)% = a(xq, .., Xp, W)
l

i=1

donde las funciones qa; y a son diferenciables con respecto a sus argumentos en sus respectivos

dominios de definicion.

n

Zaiz(x) #0,Vx €Q

i=1
A continuacién, conoceras el llamado método de las caracteristicas, que se basa en los
meétodos desarrollados en la teoria de las EDO de primer orden y que permite expresar la solucion
general de las EDP lineales y cuasilineales de primer orden. Plantearas el lamado problema de
Cauchy para estas ecuaciones, y con la ayuda del método de las caracteristicas, veras bajo qué

condiciones este problema tiene solucion Unica y daras una expresion explicita de la solucién.
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Para una mejor comprension del método de las caracteristicas y el planteamiento del problema

de Cauchy, se comenzara definiendo el problema de Cauchy de manera general y luego
explicAndolo en el caso particular de las EDP lineales de primer orden en dimension 2, donde se
visualiza mejor la idea geométrica que conduce al desarrollo del método. Posteriormente lo

generalizaras al caso lineal en dimensién mayor a 2, y finalmente, al caso cuasilineal.

1.3.2. el problema de Cauchy

El problema de Cauchy puede definirse de manera general de la siguiente forma:

Encontrar la solucion de

{F(x, u,Vu) = 0 tal que se verifique el dato
u(y(s)) =p(s), seq

Este planteamiento es muy general y depende de la dimensién que se pueda plantear de las
condiciones iniciales o condiciones de frontera a este sistema de ecuaciones. Diversos
problemas practicos, al ser modelados, arrojan un sistema de ecuaciones del tipo del problema
de Cauchy, y para dar la funcién u que cumpla el sistema existen diversos métodos, aplicables
cada uno bajo condiciones especiales, a continuacion, se describe mas a fondo el buen
planteamiento del problema de Cauchy para ciertos tipos de EDP, dando, de la misma forma,
para cada caso, el método de las caracteristicas como una forma para encontrar una solucion
general. La razon de dar el planteamiento del problema de Cauchy para cada tipo esta
relacionada a que, a cada dimension, orden o linealidad, corresponden distintas formas de

expresar o determinar las condiciones iniciales o de contorno.
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1.3.3. Método de las caracteristicas y soluciones generales

Se presentan los planteamientos de las EDP lineales y cuasilineales de primer en dimension
igual o mayor que dos de manera independiente, asi como las interpretaciones del método de

las caracteristicas en cada caso.

EDP lineales de primer orden en dimensién 2

Se explica la idea general para la construccién de la solucién de una ecuacion lineal de primer

orden, en el caso particular de la ecuacion:

0

ou u
A(x,y)a+B(x, y)a =0 (1.3.3.1)
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Donde A y B son funciones diferenciables en una region Q de R? y que no se anulan

simultdneamente en ninglin punto de €, es decir, A%> + B? # 0.

Se presenta una interpretacion geométrica a la solucion de (1.3.3.1):

- u es solucion de A(x,y)g—Z+B(x,y)Z—Z=0<:> para cada punto (x,y) de Q el vector

(A(x,y),B(x,y)) es ortogonal al gradiente de u ((4,B) L Vu) < la derivada de u en la direccion
de (A(x,y),B(x,y)) es nula.

Considera las curvas T en Q, expresadas paramétricamente en la forma {x(t),y(t)}, cuyos
vectores tangentes en cada punto son colineales a (A(x(t), y(t)),B(x(t),y(t))). Estas curvas

satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales:

dx dy
— = - = 1.3.3.2
=AY, = =Bxy) ( )

y su espacio de fase esta formado por las curvas integrales de la EDO:

dy _B(xy)
dx A(x,y)

(1.3.3.3)

dx ady
A(xy) Bxy) '

0, equivalentemente, en forma diferencial las cuales se llaman curvas

caracteristicas de la EDP (1.3.3.1).

Del hecho que 4% + B? # 0 sale que, por cada punto de Q, pasa una y sélo una caracteristica.

Cualquier solucién u de (1.3.3.1) es constante sobre las curvas caracteristicas, dado que:
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d ou ou
EH(X(t),y(t)) = aA +@B =0

es decir, las curvas caracteristicas son curvas de nivel de las superficies integrales que

corresponden a las soluciones de (1.3.3.1).

Considera ahora una curva y = {y;,(8),v,(8)} en Q, que en ningun punto sea tangente a alguna
curva caracteristica, y que corta a cada curva caracteristica en un solo punto. Bajo estas
suposiciones, se dice que la curva y satisface la condicién de transversalidad. Entonces, con
respecto a y y las curvas caracteristicas, se puede definir un nuevo sistema de coordenadas en
Qen el cual a cada punto P de coordenadas (x,y) se le hace corresponder las nuevas
coordenadas (6,t), donde 6 corresponde al valor del parametro en el punto sobre y que
intersecta a la caracteristica que contiene a P, y t es el valor del parametro que corresponde al
punto P sobre la caracteristica. Sin pérdida de generalidad, el valor t =0 del parametro
corresponde a los a los puntos de interseccion de cada curva caracteristica con la curva y. En
particular, el parametro 6 puede tomarse como la distancia con signo, sobre la curva y, a un

punto fijo (xo,y,) ubicado sobre ella.

La correspondencia (x,y) S (6, t) es biyectiva, lo cual se expresa analiticamente en la forma:

x =X(6,t), y=Y(6,t)
(1.3.3.4)
0 = 0(x,y), t=T(x,y)

Figura 2. Caracteristica l'e.
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. - o . do
En las variables (6, t), la ecuacién de las curvas caracteristicas adquiere la forma: e 0, yaque

el valor de 6 es constante sobre cada caracteristica, es decir, O(x,y) = ¢, V(x,y) en una misma

caracteristica.

En las variables (6, t) se puede obtener facilmente la solucion de la EDP A Z—z + Bg—; = 0.

En efecto, si para la solucién u de la ecuacion (1.3.3.1) se hace el cambio de variables u(x,y) =
u(X(6,0),Y(6,t)) =v(8,t), entonces se cumple que, para cada 6 fijo (X(6,t),Y(6,t)) =
(x(6), y(1)), es la parametrizacion en ¢ de la curva caracteristica que intersecta a y en 6, y por

ello:

6v_6u6X+6u6Y_6udx+6udy_6uA+6uB_0
ot odxot odyodt odxdt odydt ox dy

Luego, para v la ecuacion (1.3.3.1) se reduce a:

av—Oﬁ =F(0
at_ v = ()

y por lo tanto, se llega a que la expresién general de la solucion de (1.3.3.1) es u(x,y) =

F(8(x,y)) para cualquier funcién F(8) derivable con respecto a la variable 6.

Nota que, dada la arbitrariedad de F, se puede sustituir O(x,y) en la expresion anterior por
cualquier funcién ¢(x,y) diferenciable que sea constante sobre las caracteristicas. Asi se

concluye que toda solucion de (1.3.3.1) se puede expresar en la forma:

u(x,y) = F(o(x,y)) (1.3.3.5)

con F derivable.
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Observa ahora bajo qué condiciones adicionales es posible obtener una solucién Gnica de la

ecuacion (1.3.3.1).

Con este objetivo, considera una curva y que satisface la condicién de transversalidad con
respecto a las curvas caracteristicas de la ecuacion (1.3.3.1), y parametrizada mediante
(x(s),y(s)). Entonces, se dira que u satisface la condicién de Cauchy sobre y si sobre los

puntos de v, los valores de u coinciden con los de una funcién dada w, es decir, si:

ulx, y)l, = u(x(s),y(s)) = w(s) (1.3.3.6)

A la funcion w(s) se le llama un dato de Cauchy sobre y.

Si ¢(x,y) es una funcién diferenciable que es constante sobre las curvas caracteristicas de la
ecuacion (1.3.3.1), entonces cada valor fijo del pardmetro ¢ determina una curva caracteristica

de dicha ecuacion dada por:

Fe = {(x,): 0(x,y) = &}

Entonces, al resolver la ecuacion ¢ (x(s), y(s)) = &, se obtiene el tnico valor B(¢) del parametro
s que corresponde al punto de interseccion (x(B(£)), y(B(€))) de la curva y con la curva

caracteristica I;. De esta manera se puede representar el dato de Cauchy w(s) con respecto al
parametro ¢, mediante w(s) = w(P(§)) y como sobre toda la curva caracteristica I's se tiene

p(x,y) = &, se obtiene que la funcion:

ulx,y) = o(PB(e(x, ) (1.3.3.7)

Es la solucion de la ecuacién (1.3.3.1) que satisface la condicion de Cauchy (1.3.3.6), donde,

segun la notacion (1.3.3.5), setiene wo P =F.

En el lenguaje de las EDO, a la funcion ¢(x,y) se le llama también una primera integral de la

EDO de las curvas caracteristicas.
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El que la expresioén (1.3.3.7) sea la Unica solucion del problema de Cauchy (1.3.3.1), (1.3.3.6) se

desprende del hecho que si este problema tuviera dos soluciones u, y u,, entonces v = u;_u,,
seria solucion de la ecuacién (1.3.3.1) con condicion de Cauchy nula sobre y, pero como estas
soluciones deben ser constantes sobre las caracteristicas, las cuales cubren todo Q, se concluye

que v =0en QYy, por lo tanto, u; = u,.

Ejemplo.

Supon A = Ay, B = By constantes en (1.3.3.1), y sea vy = By/A,. Siinterpretas y = s como
una variable espacial y x = t como el tiempo, entonces la ecuacion para las curvas

caracteristicas es:

dt_ds

A—O_B—O=>d(s—v0t)=0=>s—vot=cte

de donde se concluye que las curvas caracteristicas son rectas paralelas con pendiente v,.

La funcion ¢(s,t) = s — vyt es constante sobre las caracteristicas y, por lo tanto, la solucién
general de la correspondiente ecuacion parcial es u(s,t) = F(s — vyt), que se llama onda

viajera de perfil F con velocidad v,.

Si consideras el problema de Cauchy sobre la curva y determinada por el eje de las t (el cual
satisface la condicion de transversalidad en este caso): u(0,t) = u(t), para encontrar la

correspondiente solucion, comenzaras resolviendo la ecuacion (s, t)|s—g = Vot =& =2t =

o(s,t)

- ) =Uu (t - S), gue es una onda viajera con
0

£ y por lo tanto, la solucién es u(s,t) = u ( —

—v, Vo

perfil u (Ui) gue se traslada con velocidad v, en la direccién positiva del eje s si vy, > 0y en
0

direccién opuesta si v, < 0.

A continuacién observa que, cuando el dato de Cauchy se impone sobre una curva
caracteristica, el correspondiente problema de Cauchy puede tener muchas soluciones o0 no
tener solucion. En efecto, sea y; una curva caracteristica de la ecuacion (1.3.3.1), considera los

dos casos siguientes:
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a) u(x,y)ly, = wy = cte. En este caso, si ¢(x,y) es una funcion constante sobre las

caracteristicas de la ecuacion parcial, tal que ¢(x,y)[,, = &, entonces, para cualquier
funcion derivable f(£) tal que f(&;) = wy, se tiene que la funcion u(x,y) = f(p(x,y)) es

solucion del correspondiente problema de Cauchy.
b) u(x,y)l,, # cte. En este caso no existe solucion del problema de Cauchy, dado que

cualquier solucién de la ecuacion (1.3.3.1) debe ser constante sobre las curvas

caracteristicas.
EDP lineales de primer orden en dimension n >2

En correspondencia con la ecuacién de las curvas caracteristicas (1.3.3.3), se definira el

sistema de EDO:

dx;
d_tl = a;(xq1, ., Xp)
y sus trayectorias de fase:
dx;  dx,
4 b (1.3.3.8)

cuyas soluciones se llamaran curvas caracteristicas de la EDP lineal de primer orden:

n

ou
Zai(xl, ...,xn)ﬁ =0 (1.3.3.9)
i

i=1

definida en una region Q de R™.

Supdn que los coeficientes a; no se anulan simultdneamente en ningdn punto de Q, es decir,

satisfacen la condicién

n

Zal-z(x) #0,Vx €Q

i=1

de la cual se obtiene que, por cada punto de Q, pasa una y s6lo una curva caracteristica.
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A lo largo de cada caracteristica, la solucion de la EDP satisface:

n
d ou
Eu(xl(t), ...,xn(t)) = Za—xiai =0
i=

y por ello las soluciones de ( 1.3.3.9 ) son constantes sobre las curvas caracteristicas.

Igual que en dimension 2, se le llama primera integral del sistema ( 1.3.3.8 ) a cualquier funcién

o(xq1,..x,) que sea constante sobre sus soluciones, es decir, sobre las curvas caracteristicas.

Se demuestra que el sistema (1.3.3.8 ) siempre tiene n — 1 primeras integrales independientes

@1, -, Pn—-1, €S decir, tales que:

D(®1,r Pn-1)

# 0en () (1.3.3.10)
D(x1, e, Xpn_1)

Una manera de encontrar un sistema de primeras integrales es considerando una superficie I' en
Q de dimensién n — 1 que satisfaga una condicidn de transversalidad con respecto a las curvas
caracteristicas, es decir, cada curva caracteristica intersecta a I' en un solo punto y ninguna curva
caracteristica es tangente a la superficie T, es decir, en cada punto x de T, el espacio tangente
7(x) en ese punto no puede contener al vector (a,(x), ..., a,(x)), que es el vector tangente a la

curva caracteristica en x.

Por ejemplo, si la superficie I' est4 dada por una ecuacion de la forma f (x4, ..., x,) = 0, entonces
el vector normal aT en x = (x4, ..., x,)el’ : 11(x) = Vf (x4, ..., x,) NO puede ser ortogonal al vector

(a1 (x), ...,an(x)) = d(x), por lo tanto:
Vf-d#0 (1.3.3.11)

Esta es la expresién matematica de la condicion de transversalidad.
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Una vez dada la superficie T, se sabe que al menos localmente los puntos x € I' admiten una

parametrizacion del tipo:
x1 = ay(0y, ..., Op_1)

X, = az(0y, v, Onq) donde rg (%) =n—1

j i=1,..n
j=1,.,n—-1

(1.3.3.12)

Xp = ap(61, .., 0p—1)

Si I' se da en forma paramétrica, entonces el espacio tangente 7(x) en cada punto x

correspondiente a un valor de los pardmetros 64, ..., 6,,_; es el espacio vectorial generado por los

ax ax L
vectores —-, ..., ———, donde X = (a1 (04, ., 0n—1), -, @y (01, .., 0n_1)), y pOr lo tanto, la condicion
1 n—-1
: - . ax ox
(1.3.3.11) es equivalente a que el vector a(x) no esta generado por los vectores TR lo
1 n-1

cual se expresa a través de la propiedad siguiente:

dt(ax 0X );eo
e 36, " 30, 5’ .

Qu

donde el simbolo det representa el determinante de la matriz formada por los n vectores.

SiT esta dada, se puede, entonces, construir la solucién de la EDP de la siguiente forma. A cada
juego de parametros (6, ..., 6,1) se asocia el vector (a; (64, ..., Op—1), ..., @y (04, ...,0p_1)) ETy A
este punto se le hace corresponder la solucion del sistema (1.3.3.8) (curva caracteristica) que
pasa por él, evaluada en el instante t:

x; = X;(04,...,0,_1,0), i=1,..,n

Por la unicidad de la solucién del problema de Cauchy para las EDO, es claro que se puede
expresar:

0; = 0;(xq, ..., Xp), i=1,..,n—1, t =T, e, Xp)-

Con respecto a las nuevas coordenadas 0y, ...,0,_4,t, la EDP (1.3.3.9) se escribe en la forma

simplificada % = 0, donde:
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U(gl, vy Qn_l, t) = u(X1 (91, vy Qn_l, t), ""Xn(gl’ ey Qn_l, t))

v . .
dado que al calcular >, Se supone que 6, ..., 8,,_1 son constantes, es decir, se considera que se

t’
. - dx; -
esta en una caracteristica para la cual % = q;. Pero, entonces, la solucion general de (1.3.3.9)
tiene la forma:

w(xq, e, %) = F(01(q, 00, X)), oo, Opmq (31, o0, X)) (1.3.3.13)

para cualquier funcion F dependiente de n — 1 variables 6;, con derivadas parciales continuas.

Por la arbitrariedad de F y el hecho que las funciones 6; son constantes sobre las caracteristicas,
ellas pueden ser sustituidas en la expresion (1.3.3.13) por un sistema arbitrario de primeras
integrales independientes ¢, (xy, ..., X3,), ., @1 (x4, ..., x,), del sistema (1.3.3.8), y por ello, es

posible dar la expresion general de la solucién de la ecuacion lineal (1.3.3.9) en la forma:

w(xq, oo, %) = G011 o) X)),y oy Pruoq (X1, e, X)) (1.3.3.14)

donde G(¢4, ..., ¢,—1) €S una funcién diferenciable arbitraria de n-1 variables.

Como caso particular, se obtiene que cada una de las primeras integrales ¢; son necesariamente

soluciones de la ecuacion lineal (1.3.3.9).

Finalmente se puede concluir que cualquier solucién de la ecuacién parcial lineal de primer orden
(1.3.3.9) es una primera integral del sistema de ecuaciones de las curvas caracteristicas (1.3.3.8),
y reciprocamente, cualquier primera integral del sistema (1.3.3.8) es solucion de la ecuacién
(1.3.3.9).

Ejemplo

Considera la ecuacion:
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du ou Ju

Xo=—+x;—+ =0
Zaxl laxZ a.X3

El correspondiente sistema para las curvas caracteristicas es:

dx; dx,
— =—=dx;
X3 X1
0 también:
dx; dx,
—-— = Xy, — =X
dxs 2 dx; !
de donde, sumando ambas ecuaciones, se tiene:
d(x; + x5)
— = +x
d.X3 ( 1 2)

y por lo tanto:

X1 +x, =Ce™s

(1.3.3.15)

(1.3.3.16)

De aqui se concluye que una primera integral para el sistema de las caracteristicas es:

@1 = (1 + x3)e™s
Si ahora se restan las ecuaciones en (1.3.2.9), queda:

d(x; — x3) _

dxs —(x1 — x)

y por lo tanto, otra primer integral es:
@z = (x1 —x3)e*s

Entonces se tiene que:
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a(pl —X3 % — e X3

— =
D(¢y, ¢2) — det 0%, 0x; =—2=£0
D(xl'xz) % = eX3 % = —e %3

dxq dx,

Luego, ambas primeras integrales son independientes en el sentido de (1.3.2.3), y por ello,

toda solucion de (1.3.2.8) es de la forma:
u(xq,x2,x3) = G((x1 + xp)e ™3, (xg — xz)ex3)

donde G es una funcion diferenciable de dos variables.

Cuando a,, # 0 en todo punto de Q, entonces el sistema de ecuaciones de las caracteristicas se

puede escribir como:

dx;  a .
E:a—, l:1,...,n—1
n n

y entonces, si se fija un valor x9, se puede tomar como 64, ..., 8,,_; las condiciones iniciales que

satisfacen x;(x,) en x3, es decir, x?, ...,x3_,, y en lugar del parametro t, se toma x,,, entonces:
X = X; (s %9, 000, Xp— 15 X7)
Por la unicidad de la solucion del problema de Cauchy se puede despejar:
x0 =X (x% %0, e X3 %), i=1,..,m—1
Como x9 se puede considerar fijo, entonces se puede poner
0; = x0 = X; (X1, ) Xn—1, Xn), i=1,.,n-1

y se tiene, entonces, que:
DXy, e Xn_1)

%0
D(x1, ey Xp—1)
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por el hecho de que la relacién es biunivoca.
Se pondr& ahora una condicién de Cauchy sobre una superficie T' de dimn — 1 contenida en Q
que satisfaga la condicion de transversalidad con respecto a las curvas caracteristicas de la

ecuacion lineal de primer orden (1.3.3.9):

ull" = (1)(91, ey 97’1—1) (13317)

es decir, se fija el valor que debe tomar la solucién u de (1.3.3.9) sobre la superficie T, la cual, se

supone, se expresa en la forma paramétrica (1.3.3.12).

Sean ¢;, i=1,..,n—1, n—1 primeras integrales independientes del sistema de las

caracteristicas (1.3.3.8).

Se tiene que ¢;lr = @;(ay (04, .., 0y_1), o, Ay (64, ..., 0_1)) = &,.

Si este sistema es soluble con respecto a 84, ..., 8,_;1, entonces se pueden obtener:
0; =&y, ., 6-y), i=1,..,n—1.

Se concluye que la solucién de la EDP (1.3.3.9) que satisface la condicion de Cauchy (1.3.3.17)

se expresa mediante:

U(xqy, oy Xp) =

a)[91 ((pl X1y s X))y wens P (g, one, xn)), . Qn_l(gol(xl, s Xp)y v Prq (X, v xn))]
(1.3.3.18)
Ejemplo.

Considera la misma ecuacion del ejemplo anterior y toma en R3 la superficie f(x,x, x3) =

x3 = 0 (en este caso, la ecuacion paramétrica de la superficie viene dada directamente en
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términos de las variables cartesianas), la cual satisface la condicion de transversalidad con

AN

las caracteristicas de la EDP, dado que (ver (1.3.3.11)):
Vf-d=(001)-(x3,x,1)=1%#0
Si consideras la condicién de Cauchy:
u(xy,x2,0) = A(xq,x2)
Entonces, como ¢; = (x; + x3)e 3,0, = (x; — x,)e*3,y

6 +$ $1— &

O1lx,=0 = X1 + X2 = &4, Palxs=0 = X1 — X2 =& > xq = 5 e =T

tendras que (ver (1.3.3.18)):

(x1 +x2)e™3 + (x1 — x3)e*3 (x1 + x3)e ™3 — (x1 + x,)e*s
u(xl,xz,x3) =4

2 ’ 2
[ ]
EDP cuasilineales de primer orden en dimensién n >2
Ahora revisaras las soluciones de la ecuacion cuasilineal de primer orden
n
du
Eai(xl, ...,xn,u)a = a(xq, ., Xy, U) (1.3.3.19)

i=1 t

donde las funciones a; y a estan definidas en una region (n + 1)-dimensional D, de las variables

(x4, ..., xn,u) y son diferenciables con respecto a sus argumentos.

La solucion de la EDP es cualquier funcion u(xy, ..., x,) derivable con respecto a cada x; y que
satisface la identidad definida por la ecuacién. Al igual que en el caso de las ecuaciones lineales,
la solucién de (1.3.3.19) se puede interpretar geométricamente como una superficie integral en el

espacio de las variables (x4, ..., X, ).
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Le asociaras a la ecuacién (1.3.3.19) la siguiente ecuacion auxiliar lineal:

n

dv dv
Z a;(xq, .., Xp,u) P + a(xq, .., X, u) Tu= 0 (1.3.3.20)
i=1 ¢

y observaras el resultado siguiente que relaciona la solucién de una ecuacion cuasilineal con la

solucién de la ecuacion lineal asociada.

Teorema 1.3.3.1. Sea v = V(xy, ..., X5, u) solucion de (1.3.3.20) y sup6n que en una region S de

las variables x4, ..., x,, la ecuacion
V(x1,%0, 0, Xp,u) =0 (1.3.3.21)
permite definir una funcion u = Y (x4, ..., x,) t.q. Z—Z # 0 Vx € G. Entonces, u = Y (x4, ..., X,)
u=¢
es solucion de la EDP cuasilineal (1.3.3.19).

Demostracion. Por el teorema de la funcion implicita:
av

W _ "o
axi a_V
u
y por lo tanto:
S W oV
Jx:
D ) 30 = = D ey ) X/a_v
. =1 ou

que es igual a a(x4, ..., x,,u) por ser V solucion de (1.3.3.20).
n
Entonces, la solucién de las ecuaciones cuasilineales se reduce al estudio de las lineales usando

el procedimiento explicado en el segundo subtema 1.3.3 , aplicado a las soluciones del sistema

dx; dx; dx, du

a, a, an a
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cuyas soluciones se llaman curvas caracteristicas de la EDP cuasilineal (1.3.3.19).

Si se cumple que a;,a € C1(D) y (Z?zl al-z) + a? # 0, entonces, por cada punto de D, pasa unay

s6lo una curva caracteristica.

Puedes resumir el procedimiento de obtencion de la solucibn u de la ecuacion cuasilineal

(1.3.3.19), en los pasos siguientes:
e Se escribe la solucion general de la ecuacion auxiliar lineal en la forma:
v = F(@1(x1, ) X, W), e, @ (g, o, Xy W) = V (X, ovr) Xy W),
donde ¢4, ..., ¢, Son n primeras integrales independientes de dicha ecuacion lineal.
Si se pone v =V (x4, ..., xp,u) = 0, se obtiene u en forma implicita.

Nota que, a diferencia del caso lineal, las curvas caracteristicas no estan en el espacio de los

vectores (xq, ..., X, ), Sino de (x4, ..., x,, u), Sin embargo, se tiene:

1.3.3.2. Teorema. Supén que Y , a? # 0. Entonces, cada superficie integral u = f(xy, ..., x,) de
la EDP cuasilineal esta compuesta de curvas caracteristicas, es decir, por cada punto de esta

superficie pasa una curva caracteristica completa.

A2 q q q q dx; .
Demostracion. El sistema de ecuaciones diferenciales: f = ai(xl, e X, (X4, ...,xn)) describe

una familia de curvas que llenan el espacio de las variables (x4, ..., x,,), dado que X, a? # 0y,
por lo tanto, las curvas: x; = x;(t),u = f(x1(t), .., x,(¢)) estan sobre la curva integral u =

f(xq,...,x,) Yy la llenan completamente.

Para ver que estas curvas son caracteristicas, hay que ver que:

d
I u(xl(t), ...,xn(t)) = a(xl(t), ...,xn(t))
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lo cual se deduce del hecho que

du . oudx;
dt ~ Liox, dt ©
i=1
[ |

Observacion

Del teorema anterior resulta que, para construir soluciones de una ecuacion cuasilineal, hay que
saber pegar curvas caracteristicas de forma suave para formar una superficie integral de la

ecuacion.
Del hecho de que el vector (a4,...,a,,a) es tangente a las caracteristicas también debe ser

tangente a la superficie integral, y por lo tanto, es ortogonal al vector normal {;’Tf, ...,;Tf, - } La
1 n

condicion de ortogonalidad es precisamente la expresion de la EDP cuasilineal.

Esta idea geométrica conduce a la siguiente interpretacion de la férmula (1.3.3.21) que resulta
atil cuando se quiere obtener una solucién que satisfaga ciertas condiciones adicionales

(problema de Cauchy).

Se debe notar que cualquier superficie integral tiene dimensién n en D (que es de dimension n +

1), y por ello, se dara la siguiente definicion:

1.3.3.1. Definicion. El problema de Cauchy para la ecuacién cuasilineal consiste en dar una
superficie I' de dimension n — 1 en el espacio D de las variables (x4, ..., x,, 1), Y encontrar una

superficie integral en D que pase por T.

Supén que T viene dada en la forma paramétrica:
X; = Wi(Sq, ey Sp_1), i=1,..n

u= O)(Sl, !Sn—l)

Si consideras el siguiente sistema de ecuaciones:
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(pi(wl (511 S Sn—l)) ] wn(sl' S Sn—l)! w(sl, SR Sn—l)) = 91"

donde ¢;, 1 <i <n sonn primeras integrales del sistema de ecuaciones de las caracteristicas,
entonces, como se trata de n ecuaciones con n — 1 incdgnitas, es posible encontrar una relacion
funcional ®(9,, ..., 8,,) = 0 entre las variables 6, y de aqui, volviendo a las ¢; se obtiene la relacién

ampliada a toda la superficie integral que pasa por I':

P (1 (1, o, Xy U, vy P (X, won, X, w)) = 0, (1.3.3.22)

de la cual se obtiene, finalmente, la solucion al problema de Cauchy en forma implicita.

Observa como se aplica la formula anterior para obtener la solucion del problema de Cauchy

para una ecuacion cuasilineal en el caso de dos variables espaciales x, y:

du Ju
ALy, w) o+ Bx,y,w) oy C(x,y,u) (1.3.3.23)

Hay que notar que, como en este caso, 3 = n + 1, entonces I' debe tener dimensiobnn —1 =1y,

por lo tanto, se trata de una curva en D.

Resolviendo el sistema de las caracteristicas:

y calculando las dos primeras integrales independientes:

P1 (x:y; u)' ¢2(x'y! U,)
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gue son constantes sobre las soluciones de este sistema.

Ahora (pl-(X(s),Y(s), U(s)) =0;, i = 1,2 donde X(s),Y(s),U(s) constituyen una parametrizacién

de la curva T y encuentras una relaciéon funcional entre 6, y 6,:

‘D(91'92) =0

Y, finalmente, llegas a la ecuacion:

@ (91 (6, y,u), 92 (x,y,0) = 0 (1.3.3.24)

gue te da la solucion u de la ecuacion (1.3.3.23) en forma implicita. El sentido geométrico de este
procedimiento es muy simple: por cada punto de la curva I' se hace pasar la correspondiente
curva caracteristica, y la union de todas estas caracteristicas conforman la superficie integral

buscada (ver Figura 3).

N

r

Curvas
caracteristica

X

Figura 3. Curvas caracteristicas.

En algunas ocasiones, en lugar de (1.3.3.24), se busca una representacién paramétrica de la
superficie integral. Por ejemplo, si C(x,y,u) =0 en la ecuacion (1.3.3.23), se obtiene una

ecuacion lineal, la cual puede ser resuelta utilizando el método propuesto para resolver las
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ecuaciones cuasilineales. En este caso, se puede tomar como un parametro la variable x y las
ecuaciones de las caracteristicas son:

dy B du 0

dx A’ dx A

y por lo tanto, una primera integral es ¢, (x, y,u) = u, supén que la otra es ¢, (x, y,u).

Entonces, si I' = {X(s),Y(s),U(s)} estd parametrizada por s, buscaras la superficie integral
solucion del correspondiente problema de Cauchy, enlaformax = x,u = U(s),y = y(x, s), donde

y(x, s) se determina de la ecuacion:

@2 (x' }’(x: S), U(S)) = ¢2(X(S)' Y(S), U(S))

Esta ecuacion da la proyeccion en el plano (x,y) de la caracteristica que pase por el punto de T

correspondiente al parametro s y u = U(s), da el valor de la componente u de esa proyeccion.

Observacién. Puede darse un caso singular para la obtencion de la ecuacion implicita (1.3.3.24),
que es cuando ¢;(X(s),Y(s),U(s)) = cte = 6; = ¢;, entonces, la funcién ® puede ser cualquiera,
siempre que satisfaga la condicion ®(cy,c;) = 0. Si @, es una funcién arbitraria de las variables

0,,6,, se puede tomar:
D(64,60,) = Dy(6,,6,) — Py(cq,¢2).

Ejemplo.
Considera la ecuacion de transporte:

Ju du
E+v(x,t)a—x+c(x,t) u=20
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g

donde c(x,t) = - (x,£) + f(x, 1).
(La ecuacion original es: Z—I: + div(vu) + f(x,)u =0).

Se supone, que por una tuberia cerrada, se mueve con una velocidad v(x, t) en la direccion
longitudinal x, una cierta sustancia cuya densidad lineal varia como u(x, t). Durante el
proceso de transporte se va asentando una cierta cantidad de sustancia sobre las paredes

de la tuberia con una densidad de distribucion f (x, t)u(x, t).

En lo que sigue se considera v = cte, y por lo tanto, la ecuaciéon queda en la forma:

v tu=0, c=
3t TV Tetdu=0, c=f

Las ecuaciones para las caracteristicas son:

at_dx_ du

1 v cxbu

de las cuales se obtiene inmediatamente una primera integral ¢, (x, t,u) = x — vt y, ademas,

resulta:

du
7t - " u=—clpitvt,)u=>b(t, ) u

donde ¢, es constante (sobre las caracteristicas y, por lo tanto, lo es en la ecuacién anterior).
Luego u = cte - eP1(t91) donde b, es una primitiva de b respecto a t.

De aqui se tiene que ¢, = u e ?1(E*¥~v8) eg otra primera integral para el sistema de las

caracteristicas.

Supén ahora que se exige la condicion de Cauchy: u(0,t) = uy(t), lo cual significa dar la

curva dato de Cauchy en la forma I' = {(0, ¢, uo (1))}
Entonces:

91(0,t,u0(t)) = —vt = 6

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 61



F

Ecuaciones diferenciales parciales

Unidad 1. Preliminares

02(0,,uo(8)) = up(t)e 220 = g,

de donde se obtiene la relacion:
. (=6
6, = u, (71) e b1<—17 ,91)

y de la férmula (1.3.3.24) se tiene que la solucién viene dada en la forma implicita:

8
dD(gol(x, t,u), p,(x,t, u)) =0
donde:
®(6,,0,) = 0, — ug (_791> e_bl(_Tgl'gl).
es decir,

X x
u e‘bl(t'x‘”t) = Uy (t — _) e_b1(t—§,X—vt)
v
de donde se obtiene la expresion explicita para u(x, t)
x o)y (=%~
u(x, t) = Ug (t — ;) ebl(t’x vt)=b4 (t—7,X—tv)

que representa la solucién de la ecuacién de transporte con v constante.

Observacidn. Las ecuaciones lineales las puedes resolver como cuasilineales con a = 0, de
donde, de manera directa, tienes una primera integral ¢, (x, y,u) = u, debido al hecho de que las

soluciones u de las ecuaciones lineales son constantes sobre las caracteristicas.

Ejemplo.

Resolver de forma cuasilineal la ecuacion lineal:
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Jdu Ju _

o XE—O

Del hecho que tiene dos primeras integrales considerada como ecuacion cuasilineal: ¢; =
u, ¢, = (x? + y?), entonces la solucion general es de la forma ®(u, x? + y?) = 0, de donde
se debe despejar u = ¢ (x? + y?), que es la forma general de la solucién que corresponde a

superficies integrales que son superficies de revolucién.
Se plantean diferentes problemas de Cauchy:

a) T'unalinearecta, x = s,y = s,u = s. Entonces

<P1(x(5);}’(5)'u(5)) = 91 =S
@2 (x(s), y(s),u(s)) = 6, = 25>

de donde se tiene la relacion 8, = 2672, y por lo tanto, la solucién en este caso es:

(pZ(ny'u) = 2‘/’%(95')’: U),
es decir, x? + y? = 2u?.

b) SiT esuncirculox =cost,y =sent,u = 1, en este caso I' es una caracteristica de la
ecuacion, vista como ecuacion cuasilineal, y por lo tanto, 8, = 1,6, = 1y para cualquier
funcion ¢ (u, x? + y?), la superficie solucion se da en forma implicita por ¢ (u, x? + y?) —

#(1,1) = 0.

Observacion. Geométricamente es claro que por esta curva I' se pueden pasar infinitas
superficies de revolucién que son todas soluciones de la ecuacién. En este caso, la solucién

del problema de Cauchy no es Unica.

c) Por ejemplo, si se considera la ecuacién como lineal y se da también la curva y en x, y,

mediante x = cost,y = sent,ul, = t, entonces, como cualquier superficie de revolucion
u = @(x? + y?) es constante sobre la circunferencia y, la condicion de Cauchy ul, =t no

puede satisfacerse, y por eso, en este caso, el problema de Cauchy no tiene solucion.
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Cierre de la unidad

Las EDP son de gran importancia en el ambito de la matematica aplicada. Por su origen basado
en las leyes fisicas y naturales, da cuenta de su importancia al momento de trabajar y tratar de
realizar modelos que aproximen de manera precisa la forma en que un fendémeno ocurre. Es asi
gue las EDP se encuentran presentes en las distintas disciplinas que estudian el universo natural.
De manera mas directa, las EDP son usadas de manera comun en la industria para optimizar
muchos procesos. Manejar las propiedades y definiciones de las EDP en su forma clasica te
permitird tener un primer panorama para un estudio mas profundo de esta importante area de la

matematica moderna.

Para saber méas

Puedes consultar libros clasicos de célculo vectorial para profundizar en las definiciones de los

operadores basicos, por ejemplo, en

Apostol, T. (1967). Calculus. Vol. 2. Multi-Variable Calculus and Linear Algebra, with
Applications to Differential Equations and Probability. México, Editorial Reverte.
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Fuentes de consulta

Basica
e Apostol, T. (1967). Calculus. Vol. 2. Multi-Variable Calculus and Linear Algebra, with

Applications to Differential Equations and Probabilityy. México, Editorial Reverte

¢ Kurmyshev, E.V. (2003). Fundamentos de métodos matematicos para fisica e ingenieria.

México: Limusa.

e Mauch, S. (2003). Introduction to Methods of Applied Mathematics or Advanced Mathematical
Methods for Scientists and Engineers.
https://dl.icdst.org/pdfs/files3/f32860fc08c3b37¢c86871c7dc499151a.pdf

o Peral Alonso, I. (2004). Primer curso de ecuaciones en derivadas parciales. Universidad

Autonoma Metropolitana.

e Zuazua, E. Ecuaciones en derivadas parciales. Universidad Autbnoma Metropolitana.
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