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Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden

Presentacién de la unidad

En esta segunda unidad se presenta una forma de clasificacion de las EDP cuasilineales de
segundo orden y se introduce el llamado problema de Cauchy para estas ecuaciones como una
extension del problema de Cauchy, presentado en la Unidad 1, para las ecuaciones de primer
orden. Se te dara el planteamiento general del problema de Cauchy para ecuaciones de segundo
orden y estudiaremos su relacién con el concepto de superficie caracteristica. En el caso de las
ecuaciones clasicas de ondas y difusion del calor se estudian versiones particulares del problema
de Cauchy y se obtienen formulas para la solucién de los respectivos problemas que dependen
de la dimension espacial. Dichas férmulas muestran las diferencias entre los procesos de
propagacion de ondas de acuerdo a la dimension espacial y permiten explicar ciertas
caracteristicas particulares que distinguen los procesos de difusiébn del calor de los de
propagacién de ondas, como son las propiedades de regresion en el tiempo, la conservaciéon de

energia y la velocidad de propagacion en ambos procesos.

Competencia especifica

Obtener las soluciones del problema de Cauchy para las ecuaciones de onda y de calor en
dimensiones uno, dos y tres; mediante la aplicacion de las férmulas correspondientes, para

resolver los modelos asociados a problemas clasicos de la fisica matematica.

Logros

e Clasificar las EDP cuasilineales de segundo orden de acuerdo a su reduccion a la
llamada forma canonica.

e Presentar el llamado problema de Cauchy para una EDP cuasilineal de segundo orden
y estudiar su relacién con la nocién de superficie caracteristica y la clasificaciéon vista

previamente.
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e Presentar un planteamiento particular para el problema de Cauchy para la ecuaciéon de
ondas y estudiar las propiedades de su solucion de acuerdo a la dimension espacial.
e Presentar un problema particular con condiciones iniciales para la ecuacion del calor

gue puede ser considerado como una generalizacién del problema de Cauchy.

2.1. Clasificacion de las EDP cuasilineales de segundo orden

Tras el estudio del problema de Cauchy para las ecuaciones de primer orden que se ha hecho
en temas anteriores, parece natural plantear el mismo problema para ecuaciones de orden
superior. Se limitara a dar algunos resultados de caracter cualitativo general, para ecuaciones de
segundo orden y solo en lo referente a la estructura algebraica de la ecuacién, que es lo que

permitira la clasificacion en tipos.

2.1.1. El problema de Cauchy para algunos ejemplos de EDP de segundo orden

Se comienza por estudiar algunos ejemplos que ayudan a ver los diferentes comportamientos

del problema de Cauchy segun las ecuaciones.

Todos ellos tienen en comdn que se trata de ecuaciones de orden dos en R? y que, por tanto,
fijando dos datos; el valor de la funcién y de la derivada respecto a la direcciébn normal en una

recta.
Ejemplo
Considera el siguiente problema
Uy =0

u(x,0) = ¢o(x) (2.1.1.1)
u (x,0) = ¢4 (x)
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Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden
Se supondran los datos regulares, por ejemplo, con segunda derivada continua. Sea u(x, t)

AM)

una solucién clasica, es decir, una funcion con segundas derivadas continuas que verifica la

ecuacion puntualmente. Entonces, en particular, se verifica
0= uxt(x: 0) = ¢1,x = ¢’(X),

es decir, ¢, necesariamente es constante. En consecuencia el problema (2.1.1.1) no es
soluble para cualquier dato; pero, ademas, si se supone la condicién de compatibilidad, ¢, =

¢, donde c es constante, por integracion elemental se tiene

u(x, t) = a(t), independiente de x,

por lo que todas las funciones verificando la ecuacion son de la forma

u(x,t) = wy(x) + wy(t)

De esta manera si tomamos una funcién w,(t) = ct + at? con a arbitrario,
ug(x, t) = ¢po(x) + ct + at?

es solucion

Tenemos asi una alternativa extrema

i)  Elproblema (2.1.1.1) no es soluble si ¢, no es constante.

i)  Si¢; es constante, el problema (2.1.1.1) tiene infinitas soluciones.

Como puedes notar la eleccion de w, solo requiere que w,(0) = 0y w5(0) = 0. Por ejemplo,

wy, =ct +t", r > 0, son elecciones validas.

Ejemplo

Considera el siguiente problema para la ecuacion para la ecuacion de calor

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 4



sssssse———

cuaciones diferenciales parciales
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Up = Uxx
u(x, 0) = ¢o(x), (2.1.1.2)
uy(x,0) = ¢1(x)

con datos regulares. Entonces en particular

¢1 (x) = ut(xJ 0) = uxx(x; 0) = (,), (x)

Es decir, es un problema sobredeterminado. En este caso es mas natural el resultado pues

respecto a la variable t, la ecuacién del calor es solo de orden 1.

Ejemplo

El problema que sigue requiere el uso de algunos resultados basicos de variable compleja.

(Si fuese necesario, puedes encontrarlos en L.V. Ahlfors, "Complex Analysis”)

Uyxy T Uyy =0 eny >0
u(x,0)=0 , (2.1.1.3)
u, (x,0) = h(x)

Una funcién u(x, y) con segundas derivadas continuas y verificando la ecuacion es llamada

armonica y se verifica que u = Rf (z) para f = u + iv funcion analiticaen y > 0.

El principio de reflexion de Schwarz prueba que en estas hipotesis la funcion

donde f = u — iv es la funcién conjugada de f, es analitica. Ademas Rf = i donde

_ _fulxy), y=0
HEE,8) = {u(x, -y), y<0
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Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden
y por tanto es analitica real. Pero en particular, #(x, 0) y i, (x, 0) son analiticas reales. En

consecuencia, si h no es analitica no hay solucioén, o dicho de otra forma el problema
(2.1.1.3) es sobredeterminado. Se puede enunciar entonces que el problema de Cauchy para

la ecuacién de Laplace es sobredeterminado.
Ejemplo

Por ultimo se va a analizar otro problema de valores iniciales. Se trata de la ecuacion de

ondas
Utr — Uxx = 0

u(x,0) = f(x) , (2.1.1.4)
ue(x,0) = g(x)

Si se hace el cambio de coordenadas

1
X = E (x + t)
T = - t
la ecuacion se transforma en
Uyr = 0 (2115)

(revisa el tema 2.2.1 para encontrar todos los detalles).
Como se vio en el Ejemplo 1 la solucién general de (2.1.1.5) es

u(X,T) = wi(X) + wp(T)

0 bien en las coordenadas primitivas

uX, T) =wi(x+t) +wy(x—1t)
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Si se imponen los datos se obtiene de manera Unica que la solucién de (2.1.1.4) es

u(x, t) g(s)ds

fa+)+ flx—t) 1 (¥
- 2 +§f

x—t

que es la conocida como férmula de D'Alambert. (Ve el tema 2.2.1)

El problema de Cauchy respecto a existencia y unicidad de la soluciéon depende de alguna
misteriosa relacion entre la ecuacion en derivadas parciales y la superficie donde se prescriben

los datos. Se estudiara este problema en detalle en los siguientes subtemas de esta Unidad.

2.1.2. formas candnicas y clasificacion

Un problema tipico en las EDP consiste en hallar la solucion de una ecuacién o sistema sujetos

a condiciones iniciales y de contorno.

Para estudiar sistematicamente se necesita un esquema de clasificacion que caracterice a las
ecuaciones por clase con propiedades comunes. El “tipo” de una ecuacion determina la
naturaleza de las condiciones iniciales y de contorno que le pueden ser impuestas para que tenga
solucion, el tipo de soluciones que puede tener y sus propiedades y los métodos que se pueden

usar para obtener dichas soluciones.

Durante esta unidad revisaras la clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales de 2°

orden cuasilineales, es decir, gue son lineales con respecto a las derivadas de 2° orden:

n 2

d°u .
Z a;;j(x) W + ¢ (x,u, Vu) = 0, a;jcontinuas,

ij=1 J
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el tipo de la ecuacidn se define en una vecindad de cada punto, es decir, la clasificacion es local.

Comenzaras revisando como se transforma la ecuacion ante un cambio de variable no singular
con el objetivo de ver qué cambio se debe hacer para que en las nuevas variables simplifique la

ecuacion
x ~y=y(x), Ve = yp(xq, e, X0), £=1.2,..,n

Y1, Y2, Yn
€ C?, D = (—)
e X1, X3, ) X

i . . . ayi
esto Ultimo es el determinante de la matriz Jacobiana (a—i’)
]

Supo6n D # 0 en una vecindad del punto donde se quiere estudiar el tipo de ecuacion.

Entonces por el teorema de la funcion inversa en un entorno de ese punto se puede invertir la

transformacion o expresar x en funcion de y: x = x(y).

Se denota u(x(y)) = fi(y), de modo que @(y(x)) = u(x).

Se tiene:

du _~C 0a dy,
0x; re] dy, 0x;
y por lo tanto
n
0%l 0y, 0yy ol 0%y,
0y 0y 0x; 0%; ~ 0y 0x;0Y;

0%u 0 (Ou)

0x;0x; - 0x; \0x;
L J t k=1

Sustituyendo esto en la expresion del operador diferencial se tiene:
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920 N 9y, SR 92
Za YeZlk z YL 4 ¢ (y,a,ViD) = 0

dy,0 Yox; Ox; 0 Y 0x;0x;
K7=1 YeOYk ij=1 i j = ytpi,j:l Y4y
p _yn 0yp 0y :
Denotando d,(y) = Xij=; a;5—->-- Se obtiene
i axi 6x]

n 2.~

0“tl -
D @) g+ G0, 8, = 0
k=1 ek

Yk
axj'

. . B

Fijando ahora un punto x,, poniendo yo = y(xo), asi = 5o (Xo), @y =
L

Entonces en el punto x, se puede escribir d, (y,) = Xi'j=1 a;j(xo)agiax; que es la formula de

transformacion para los coeficientes a;; en el punto x,.

Se nota que la formula de transformacion de los coeficientes a;; coincide con la formula de

transformacion de la forma cuadratica

n
Z a;j(xo)pipj (2.1.2.1)
ij=1
la cual es conocida como Simbolo de la Ecuacion Diferencial en xy.

Cuando se hace un cambio lineal de variables

n

pi= ) an(o)a,  det(a) =0 (2122)
£=1

qgue cambia la forma cuadratica (2.1.2.1) en

n

2 ok (Vo)qrqr-
kf=1

Entonces para simplificar la ecuacién original en x, mediante un cambio de variables basta con
simplificar la forma cuadratica (2.1.2.1) por una transformacion no singular del tipo (2.1.2.2).
Del Algebra Lineal es conocido que existe una transformacion lineal no singular (2.1.2.2) que

cambia la forma cuadrética (2.1.2.1) en la forma candnica:
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T m
Zq? - Z q; conm<n (2.1.2.3)
=

f=r+1

y que segun el teorema de la Ley de Inercia para la forma cuadratica r y m no dependen del tipo

de transformacion (2.1.2.2) y son iguales a la cantidad de valores propios positivos y negativos

de la matriz (aij(xo)) con sus multiplicidades algebraicas.

Esto permite clasificar la ecuacion en cada punto x:

(E) Si en la forma cuadréatica (2.1.2.3) se tiene m=ny sir=m o r =0 se dice que la
ecuacion es de tipo eliptico en x, (en este caso todos los términos en (2.1.2.3) son del

mismo signo)

(H Si m = n, pero existen términos en (2.1.2.3) con diferente signo, esdecir, 1 <r<n-1
se dice, que la ecuacion es de tipo hiperbdlico en x,. En el caso cuandor =10r =

n — 1 se dice que es de tipo hiperbdlico normal. En otro caso se llama ultrahiperbélica.

(P) Sim < n laecuacion se dice que es de tipo parabdlico en x,. Sim=n—-1yr=00

r =n — 1 se dice que es de tipo parabdlico normal.

Observaciones:

En el caso (E) todos los cuadrados son del mismo signo, es decir, (La forma cuadratica

estrictamente definida).
En el caso (H) hay n cuadrados pero tienen diferente signo (La forma cuadrética indefinida).

En el caso (P) hay menos de n cuadrados (La forma cuadratica es degenerada).

Ejemplo. En todos los puntos:

e La ecuacion de Laplace es eliptica.
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e La ecuacion de onda es hiperbdlica normal.

e La ecuacion del calor es parabélica normal.

En los dltimos dos casos las variables son todas las espaciales y el tiempo.

2.1.3. EDP con coeficientes constantes

Sea
v ou ou 0%u “o
X1, ""x"’“’axl""’axn’ S Pl =

Se considera por ahora ecuaciones de 2° orden con variables independientes:

v ou ou d*u 0*u 0%u
% dx’ 0y’ 0x?  dxdy’ dy?

y de estas se tomaran solo ecuaciones cuasilineales:

11 (% YUy + 201206, Y)Uxy + az2 (X, YUy + F (x, y,u, ux,uy) =0 (2.1.3.1)

Un caso particular de estas son las lineales:

A11Uyx + 201Uy + AzoUyy + b1y + bouy, +cu+ f =0
Donde si f = 0 se trata de una ecuaciéon homogénea, si f # 0 es una ecuacion no homogénea.

Ademas, una ecuacion lineal con coeficientes constantes es aquella en que a;j, bi, c son

constantes.

Es posible pasar de las variables (x, y) a (¢,1n) mediante un cambio de variables

E=o9xy), n=y¢vky)
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El problema que no planteamos es: ¢ Como elegir £ y n de manera que en las nuevas variables

la ecuacién (2.1.3.1) adquiera la forma mas simple posible?

Uy = Uely + UpTy,
Uy = uf‘fy + UpNy) Uxx = ufff}% + Zufn'fxnx + urmnazc + uffxx + UpNxxr Uxy
= Uggny + gy (Sxtly + SyM) + U Tally + UeSy + Uy Uy

= ugedy + 2ugdyny + gy + usdyy + uptyy

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion cuasilineal (2.1.3.1) se tiene:

a11u€%’ + Zalzuzn + C_lzzunn + F_'l = 0

donde:
dyq = a;18% + 2a128x8y + azzfgzzc_hz = 118N + a12(€x77y + Eynx) + a328,My 05,

= ay11% + 2a120xMy + az215
y la funcién F; no depende de segundas derivadas.
Nota que si la ecuacion inicial fuera lineal la transformada también resulta lineal.
Si tomas ahora ¢ y n como funcion de x e y de manera que el coeficiente a,, sea igual a cero,

eso quiere decir que ¢ = @(x,y) debe ser solucién de la ecuacién parcial no lineal de primer

orden:

a119% + 2812059y + Az205 = 0 (2.1.3.2)

Se deben probar algunos resultados necesarios para continuar.

1. Siz = ¢@(x,y) es solucién de la ecuacion (2.1.3.1) entonces la relacién ¢(x,y) = C es una
primera integral para la ecuacion diferencial ordinaria
a11d32, - 2a12dxdy + azzdjzc = 0 (2133)

(Ecuacion de las curvas caracteristicas).
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2. Reciprocamente, si ¢(x,y) = C es una primera integral de la ecuacién ordinaria (2.1.3.3),

entonces la funcién z = ¢(x, y) satisface la ecuacion (2.1.3.2), entonces se tiene:
e z=¢@(x,y) essolucion de (2.1.3.2) © ¢(x,y) es primera integral de la ecuacion (2.1.3.3).

e Luego, las soluciones de la ecuacioén parcial (*x) son constantes sobre las caracteristicas.

Demostracion.
1. Del hecho que z = ¢(x,y) es solucion de la ecuacion entonces
% ’ %
azq <¢_z> —2aq; <_¢_;> +az;=0

Para que ¢(x,y) sea una primera integral de (2.1.3.3) basta ver que si la funcion y obtenidad
de la relacion implicita ¢ (x, y) = C satisface (2.1.3.3).

Seay = f(x,(), entonces

dy __ox(xy)
@ NN
Pero entonces:
dy)2 dy ( <px(x,y))2 < wx(x,y)>
a — ) —2a,—+a,, =|a —— | —2a ———|+a =0
1 (dx 12 dx 22 1 @y (x,y) 12 @y (x,y) 22

y=f(x,0)

3. Sea ahora ¢(x,y) una primera integral de (2.1.3.3). Entonces ¢(x,y) = C = y = f(x,C) por

lo tanto:

dy)2 dy < s (x, y))2 (qox(x, y))
a1 |l=—|) —2a,,—+a,, =|a — + 2a +a =0
11 (dx 12 70 22 11 (py(x,y) 12 (py(x, ) 22 s

= a1105 + 201,050y + a2,05 =0
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Si se pone ¢ = ¢(x,y) donde ¢(x,y) es una primera integral de (2.1.3.3), entonces a;; = 0 y Si

Y (x,y) es otra primera integral independiente y se pone n = ¥(x,y) entonces se hace a,, = 0.

La ecuacion de las caracteristicas se descompone en dos ecuaciones ordinarias de ler orden

2
dy _app +vap; —anay,

dx a1

[42
dy a1 —y a7, — 114z
dx a,

El signo de la expresion bajo el radical determina el tipo de ecuacion en cada punto (x,y) de la

region de definicion de los coeficientes:

Tipo hiperbdlico si a?, —a;;a;, > 0
Tipo eliptico si a?, —ag1a5, <0
Tipo paraboico si a?, —a;1a,, =0

A = — 2 q 0
La relacion a?, — a,,a,, = (a;, — anazz)(fxny — Eynx) gue es posible obtener, menciona que

el tipo de ecuacion no cambia ante un cambio de variables.

En el caso hiperbdlico por cada punto de hiperbolicidad de la regién pasan dos caracteristicas
reales diferentes, por los puntos de elipticidad pasan dos caracteristicas complejas diferentes y
por los puntos de parabolicidad una sola caracteristica real doble.

Reduccién a laforma candnica

a) En la region de hiperbolicidad tomando dos primeras integrales ¢(x,y) y ¥(x,y) de la

ecuacion (2.1.3.3) y haciendo ¢ = ¢(x,y),n = ¥(x, y) se reduce a:

Ugy = d(E,n,u, ugy) (2.1.3.4)
donde
F,
¢=- 2d,,

Haciendo ¢ = a + f,1 = a — B, es decir, a = f;r—",ﬁ = E%" se obtiene:
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1 1 1
uf = E (ua + uﬁ), u77 = E (ua - UB), ufn = Z (uaa - uﬁﬁ)

y por lo tanto la ecuacién se puede expresar también en la forma:

Ugeg — Upp = b1, p1=¢

b) En la region de parabolicidad se tiene una sola primera integral ¢(x,y) y entonces se hace
el cambio ¢ = ¢(x,y),n = n(x,y) donde n(x,y) es cualquier funcién independiente con

o(x,y).

En este caso a,; = 0 y ademas como a?, — a;1a;;, = 0 = a4, = +/|aq1llay,| y por lo tanto
A1z = A118xMx + alz(fxny + gynx) + azz‘fyny =
= (\/ a118x ++/ azzfy)( Aq1Mx + 4/ azzny) =0

_ 2
yaque 0 = Gy; = a118% + 2a4126,8, + a2,8) = (Va11fx + \/azzfy) .

Si se divide a cada lado por el coeficiente de w,,, se obtiene la forma canonica
F
Upy = $(&m,u,ug, uy,), donde ¢ = ~%,

Si no aparece u; en la parte derecha entonces se tiene una ecuacion ordinaria con ¢ como

parametro.

c) En laregion de elipticidad, sea ¢(x,y) una primera integral compleja de

2
dy _aip +vai; —anay;
dx aq

Entonces @(x, y) sea una primera integral de la ecuaciéon conjugada

[2
dy a1 =+ a7, — 114z

dx a,

Introduciendo las nuevas variables
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a = Re ¢, B=Ime

E=a+ip, n=a—if

Entonces:

a118% + 2a126,8y + 02285

= (a11a’:2c + 2aqa,ay + azza’gzz) - (anﬁ% + 2a120:By + azzﬂgzz)

+ 2i(ar By + ara(axfy + ayBy) + aza,fy) =0

es decir, en el cambio (2.1.3.5) se tiene:

a1 =0z2,812=10

Entonces la ecuacion toma la forma;:

Ugq T Upp = ¢(fﬂ7, U, Ug, uﬁ);

En fin se tienen tres modelos candnicos:

Ugxy = Uyy = @ (hip) si a%z — Q1107 >0
Uyy +Uyy = ¢ (elip) si afy; —a;10,, <0

Uy = P (parab) si a%z — 110, =0

(2.1.3.5)

Ahora es momento de revisar la Forma candnica de ecuaciones lineales de 2° orden en 2

variables con coeficientes constantes, de la forma:

Aq1Uyy T 2012Uyy + AzoUy,biUy + Douy +cu+ f(x,¥) =0

Primero de acuerdo al signo de la discriminante a?, — a,,a,, se reduce a uno de los tipos:

En este caso las curvas caracteristicas son rectas:

, 2 , 2
a2+ |A12 —Q11022 QA12— |G12 —A11022

y=———x+¢,y=

X+ cy.
aiq a1
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Ugs + Upy + l_)lusc + l_)zun +éu+f(En) =0 tipo eliptico

Ugy + Eluf +_i32u,7 +_c'u + (&, 77)_= 0

Ugs — Upy + brus + bou, +cu+ f(§,n) =0
Ugs + byug + bouy +cu+ f(§,7) =0 tipo parabélico

} tipo hiperbélico

y ahora se introduce una nueva funcion v en lugar de u:

u= elf+ﬂ77v

Entonces:
ug = BT (v + Av)
Uy = e’l&""(vn + )
Ugs = e/1§+w’] (U{E + 2/1175: + /1217)
Ugy = eAS+un (vey + Avy + pve + Auv)

Upy = eBHN (v, + 2uvy, + p?v)

Sustituyendo en la ecuacion del tipo eliptico queda:

Veg + vy + (b1 + 22)vg + (by + 21) vy + (A2 + 2 + byA+ b+ c)v + f; = 0.

Se seleccionan 1y u de manera que los coeficientes de v; y v, se anulen y queda de la forma:

Veg+ vy +yv+f1,=0

Actuando de manera analoga para los otros tipos resulta:
Veg + vy +yv+f1,=0 tipo eliptico
Ve, tyv+f1=0

tipo hiperbdlico 2.1.3.6
vg—v,m+yv+f1=0} poip ( )

Ves + l_)zvn +f1=0 tipo parabdlico

Observacion. En el caso de varias variables se tiene la ecuacion lineal de 2° orden con

coeficientes constantes:

n

n
Z AjjUix; z biuy, +cu+f =0

i,j=1 i=1
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Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden
primero con un cambio lineal de coordenadas se reduce a la forma candnica y después se hace

el cambio: u = {exp(X1-; 4;x;) v}y se seleccionan los 4; de manera conveniente obteniendo una

forma similar a (2.1.3.6) para el caso n = 2.
Clasificacion de las Ecuaciones de 2° orden con varias variables.

Consideremos la ecuacion lineal

n

n
Z QijUspx; T Z biuy, + cu+f =0, (al-]- = ajl-)(Simetrl'a)

i,j=1 i=1

Si introducimos las nuevas variables independientes:

Ek = fk(xl' ey xn);

Entonces:

n

_ _ 0%k
Uy, = Ug, ik Aix = _axi

k=1
n n
uxixj = Z ufkflaikajl + Z ufk (fk)xix]-
k,l=1 k=1

Sustituyendo en la ecuacion inicial se tiene:

n

n
Z AUs, g, + Z Ekugk +cu+f=0

kl=1 k=1

Donde c y f son las mismas, pero en las nuevas variables y:

n

Ay = Z aij i Ay

i,j=1

n n
by = Z biay + Z aij(fk)xixj
i=1

=1

Nota que si se tiene la forma cuadratica:

n

Z af;y;yj donde aj; = aij(x?, .., xp) y (x7, ..., x3) € Q

=1
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entonces haciendo el cambio lineal de variables

n

Vi = Z XikNk >

k=1
se obtiene la nueva expresion:
n n
dzlnknl donde d,‘;l = 2 afja’ikafjl.
k=1 i,j=1

Es decir, los coeficientes de las segundas derivadas se transforman como los coeficientes de

una forma cuadrética bajo una transformacion lineal.

Como la matriz (af;) es simétrica, se sabe que se puede seleccionar el cambio de variables de
manera que la forma cuadratica se reduzca a la forma diagonal:
lafl =160

(2.13.7)
ag=0@{#j)i,j=1,..,n

Ademas, la cantidad de elementos de la diagonal nulos, iguales a 1 0 a —1 no varia
independientemente de la transformacion lineal que reduzca la forma cuadratica a la forma

(2.1.3.7). Para eso se menciona la siguiente definicion.
Definicion.

Tipo eliptico si los n coeficientes ay; son distintos de 0 y del

mismo signo.

Tipo hiperbdlico normal si (n — 1) coeficientes ay, son del

mismo signo y el que falta es de signo opuesto.

Tipo ultrahiperbdlico si todos los coeficientes a;f; son distintos

La ecuacion original enel | de 0, siendo m de ellos del mismo signo y n — m del signo

punto (x7, ..., x3) opuesto, donde m > 0yn—m >0
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Tipo parabdlico si alguno de los coeficientes af; es iguala 0

| (este Gltimo tiene muchas subdivisiones: elipticamente

parabdlico, hiperbélicamente parabdlico, etc.).

Para eso se deben seleccionar las nuevas variables ¢; tales que en (x?, ..., x5) se cumpla que
. : ]
la transformacién lineal asociada a a;, (x7, ..., x5) = a%’:(x;’, ., Xp) = aj, reduzca la forma

cuadratica .7y, aj.y;yx a la forma canonica, si se pone & = YL, aj.x;.

Entonces en cada punto (x?, ..., x5) se reduce la ecuacion a cada una de las formas candnicas:

n

Z Uy, TP =0 tipo eliptico

n
Uy x, = Z Uy, T @ tipo hiperbdlico normal o hiperbdlico

m
Z Uy, = Z Uy,x; + ¢ tipo ultrahiperbdlico (n —1>m > 1)

i=1 i=m+1
n-m
Z Ty, + ¢ = tipo parabolico (m > 0)

Revisaras el problema de cuando la ecuacion puede ser reducida a una forma canonica en toda
una vecindad de un punto (x?, ...,xﬁ), mediante un Unico cambio de variables, suponiendo que
en cada punto de una vecindad la ecuacién produzca el mismo tipo.

En primer lugar, es necesario que las funciones ¢;(x4,...,x,) sSatisfagan las ecuaciones

diferenciales:
n

n
_ _ 0§, 08
Ay = a;j Qi = T S B 0
ij=1 e

ij=1

nn-1) nn-1)

2

que son . Pero

>n (n0mero de funciones ¢;) para n > 3, es decir, hay mas

ecuaciones que funciones a determinar y por esta razén puede no haber solucién para n > 3, por

lo que puede no existir el cambio de variables que haga cero los elementos no diagonales.
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Ademas, para n = 3 los elementos no diagonales pueden hacerse iguales a cero pero entonces

guedan fijados los @;; que pueden cambiar de region muy arbitrariamente.

Luego para n > 3 en general no se puede reducir la ecuacion a una forma candnica en una
vecindad de un punto con un Unico cambio de variable aunque en toda la vecindad sea del mismo
tipo. En el caso n = 2 esto es posible, como ya se ha visto. En el caso de coeficientes constantes

se puede reducir mediante un cambio de variables a una forma canénica en todo R™ y después

Esto se reduce a una forma muy simple pues se pueden generalmente eliminar los términos en

mediante el cambio:

primeras derivadas (salvo en el caso parabdlico).

2.1.3. problema de Cauchy y superficies caracteristicas

A la vista de las consideraciones anteriores se vuelve al problema inicial de intentar entender la
diversidad de comportamiento de los ejemplos de los que se partié el estudio. Por claridad

considera s6lo el caso n = 2.

Se tiene que la ecuacion que define las caracteristicas asigna un cono de direcciones a cada

punto x,,

C(xo) = {(N1,m2) * a11(xp)N% + 201, (Xo)N112 + aza(x)n5 = 0},

al cual se llamara cono caracteristico.
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Si se toma una direccionn € C(x,) y la caracteristica con tal direccion como normal, el cambio de

AM)

variables que se hizo antes resulta que:

La ecuacion no es de orden dos en la direccion n.

Como consecuencia:
Si se fijan datos sobre una caracteristica el problema de Cauchy resultante es sobredeterminado.
Ejemplo.

1. La ecuacion u,; = 0 tiene como cono caracteristico a

C ={(my,m2) : mn = 0}
Las direcciones caracteristicas son (1,0) y (0,1) y las curvas caracteristicas son
x=a, t=p.

El Ejemplo (1) del Tema 2.1.1 tiene fijados los datos sobre la caracteristicat =0y es

sobredeterminado.
2. Laecuacion u; — u,, = 0 tiene como cono caracteristico a
C ={(mwm2) : 3 =0}
Las direcciones caracteristicas son (0,1) y las curvas caracteristicas son
t=p.

En el Ejemplo (2) del Tema 2.1.1 se tiene fijos los datos sobre la caracteristicat = 0y es

sobredeterminado.

Se vera en el subtema correspondiente a la ecuacion del calor, que en este caso tiene

sentido considerar el problema de Cauchy con Unico dato u(x, 0).

3. Laecuacion uy, + uy, = 0 tiene como cono caracteristico a

C ={(n,m2) : ni+nj =0} = {0}
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es decir, el cono es degenerado. No hay caracteristicas reales. El ejemplo 3) del Tema 2.1.1

AM)

tiene fijados los datos sobre t = 0 y es sobredeterminado.
En este caso se necesitaran consideraciones de otro tipo, que se haran mas adelante
4. La ecuacion u; — u,, = 0 tiene como cono caracteristico a
¢ ={(mwn2): nf—nj =0}
Las direcciones caracteristicas son (1,1) y (1, —1) y las curvas caracteristicas son
x+t=aqa, x—t=p

En este caso el problema 4 tiene fijos los datos sobre t = 0, que no es caracteristica y el

problema tiene solucién unica.

Considera el problema de Cauchy con datos en la superficie
S={(xy): glx,y) =0}

es decir

{all(x: Vuxy + 2a4,(x, y)uxy + az; (x, y)uyy +

4 +b1 (%, Y)uy + by (x, Y)uy, + c(x, y)u = f(x,y)
u(x,y) =uo(x,y), si(x,y)€S

luu(x. y)=u(x,y), si(x,y)€S

(P)

donde u, significa la derivada de u en direccion v de la normal S. Como resumen de este

subtema se tiene:

o El comportamiento del problema de Cauchy (P) depende de si la curva S sobre la que se
fijan los datos es solucion o no de

a;1p® + 2a1,pq + azq9* =0
es decir, si S es caracteristica o no.

e Si S es caracteristica la ecuacién no es genuinamente de orden dos en la direccion de su

normal y, en consecuencia, el problema (P) es sobredeterminado.
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e En el caso en que no hay caracteristicas reales, es decir, cuando la ecuacion es de tipo

eliptico el problema (P) es sobredeterminado, pero en este caso el comportamiento esta
determinado por la propia ecuacion.

Su estudio se hara mas adelante.

2.2. El problema de Cauchy para la ecuacion de onda en dimensiones espaciales

uno, dos y tres

Nos ocupa ahora el problema de valores iniciales para la ecuacion de ondas. Ya se ha visto que
la condicién necesaria para que el problema de Cauchy no caracteristico esté bien planteado, es
gue se verifique la condicién de Hadamard. Tal condicion se verifigue en particular para la

ecuacioén de ondas en cualquier dimensién, como se puede comprobar de manera elemental.

Se demostrara que, en el caso particular de la ecuacion de ondas, el problema de Cauchy no
caracteristico esta bien planteado. Es decir, en este caso particular, la condicion de Hadamard

resulta ser también suficiente.

Aunque queda fuera de los limites de este texto, hay que decir que, en general para una ecuacion
con coeficientes constantes de segundo orden, la condicibn de Hadamard es necesaria y

suficiente para que el problema no caracteristico de Cauchy esté bien planteado.

El contenido de este tema se reduce a estudiar el caso mas clasico y también el mas concreto e
interesante de la ecuacién de ondas en una, dos y tres dimensiones espaciales respectivamente.

Precisamente, se plantea el problema de Cauchy

e (x, t) — Au(x, t) = F(x, t), (x,t) e RN xR
u(x,0) = f(x), x€RVN (2.2.1)
u(x,0) = g(x), x€ RV,

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 24



.

cuaciones diferenciales parciales
Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden

donde N = 1,2,3.

Para todo ello, deberas adquirir el dominio de la formula de D" Alembert para la ecuacion de ondas
homogéneas en una dimensién espacial, ademas de manera consecutiva el método de medias
esféricas para resolver la ecuacion de ondas en tres dimensiones espaciales y el método de
descenso de Hadamard para su solucion en dos dimensiones espaciales, y para finalizar el
tema, resolveras la ecuacion homogénea por la formula de Duhamel, ademas del estudio de los
resultados de la unicidad mediante la integral de energia, la velocidad de propagacion vy el

comportamiento que segun cada dimensién se observa en la ecuacion de ondas.

2.2.1. La ecuacion de onda en dimensiéon uno: la formula de D’Alembert

Considera el problema

U — Uy = 0, (x,t) ERXR
u(x,0) =f(x), x€R (2.2.1.1)
ut(x' 0) = g(x)y X € R;

donde se suponen los datos con regularidad suficiente para que podamos efectuar todos los

calculos. Al final se precisan las condiciones de regularidad que se requieren.

Observacién. Si se tiene la ecuacion de ondas con velocidad de propagacion c, es decir,
ue—c?uy, = 0, haciendo un cambio de escala en la variable espacial se reduce a la ecuacion

(2.2.1.1). (para ello, Hagase y = x/c).

El método que sigue es debido a D’Alembert y puede resumirse en las siguientes etapas

1) Mediante un cambio de variables se obtienen todas las soluciones de la ecuacion.

2) Se determina una solucion que satisfaga los datos. Se comprueba que hay una Gnica solucién.
La idea del cambio de variable a realizar viene sugerida por una sencilla observacion.

Si supones u? € C?(R?), se tiene
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o d\/9 0
= (L 0\ (2 2212
et — U (at + 6x> (at ax) v ( )

la idea es considerar nuevas variables x, t de forma que se verifique

0 _(6 +6)
ax \dt ox

o ( 5 @ ) (2.2.1.3)
at \ot Ox
con lo que la ecuacién (2.2.1.2) se convierte en
Ut — Uxx = Uyt (2.2.1.4)
Para conseguir (2.2.1.3) basta tomar el cambio variable
_ 1
x=5 (x+1)
1 (2.2.1.5)
t= 5 (x—1)
o bien,
{x =x+t (2.2.1.6)
t=x—t

Se te deja comprobar que se obtiene (2.2.1.4) haciendo los cambios de haciendo los cambios

de variable anteriores

En resumen, si se parte de la ecuacién de onda
U — Uyy = 0,

en el cambio (2.2.1.6) se pasa a

Uzz = 0, (2.2.1.7)

que tiene por soluciones aquellas funciones tales que
up = @(t),

o bien
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t
u(x,t) = f d(s)ds + P (x).

Es decir, las soluciones de (2.2.1.7) son de la forma
u(x,t) = wi (@) + wy(2), (2.2.1.8)

con w; Y wyfunciones arbitrarias. Deshaciendo el cambio de variables obtenemos
ulx,t) =wi(x +t) + wy(x —t), (2.2.1.9)

soluciones de la ecuacion de ondas. La expresion (2.2.1.9) es una suma de ondas planas. De
w;(x + t) se dice que es una onda plana progresando a la izquierda con velocidad1, mientras
que w,(x — t) es una onda plana progresando hacia la derecha, también con velocidad 1. Con
esta nomenclatura lo que se obtiene en (2.2.1.9) es la expresion de las soluciones de la ecuacion

de ondas como suma de ondas planas.

Para determinar la solucion del problema (2.2.1.1) hemos de determinar w; y w, tales que

u(x,0) = wy(x) + wy(x) = f(x)
e o, 0) = W o) — b o) = 90 (22110
0 bien
wy (x) + wz(x) = f(x)
() = wa() = [ g@ds + e G
es decir
( 1 x
[w;(x) = E[f(x) + j g(s)ds + c]
) . (2.2.1.12)
ww) =3[ Fo0 - [ gras -]
Sustituyendo en (2.2.1.9) obtenemos la férmula de D’Alembert
x+t
u(x, t) =W+% f g(s)ds (2.2.1.13)

x—t

Como puede observarse la formula (2.2.1.13) no depende de la primitiva de g que se tome, por

tanto, w; y w, quedan determinadas de forma Gnica por los datos.
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Como consecuencia de los célculos y consideraciones anteriores es posible formular el siguiente

resultado.
2.2.1.1 Teorema

Sean f € C?(R) y g € C(R), entonces la Gnica solucion del problema (2.2.1.1) viene expresada

por la formula de D'Alembert

x+t

f g(s)ds (2.2.1.14)

x—t

[t +fE=0 1

ulx,t) = > >

Ademas u € C?(R?) y depende continuamente de los datos iniciales con respecto a la

convergencia uniforme sobre compactos.
Demostracion.
Es clara la regularidad de u por las hipétesis sobre los datos y la formula (2.2.1.14).
Que u es solucion del problema (2.2.1.1) resulta del célculo que se ha hecho para obtenerla.
Puede comprobarse también derivando directamente y sustituyendo en la ecuacién. La unicidad

es consecuencia de estar determinadas w,y w, de forma Unica a partir de los datos.

Se establecera la dependencia continua respecto a los datos. Supongamaos que se tienen datos

7, g tales que
f)—f@®) =0, «x¢]Jab]
{gm ~gx) =0, x¢labl] G L),
Y
Fx) - F@)| < ————,  x€[ab]
14yl (2.2.1.16)
lg(x) —g()| < T+b—al’ X € [a, b],

Consideremos las correspondientes u y u dadas por la férmula de D'Alembert se tiene
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lu(x,t) —ulx, t)| <

x+t

f l9()=glds = (35117)

x—t

f(x+t)+f(x—t)—(f(x+t)+7(x—t)) 1
< 5 +§

- € N €
“1+4+|b—a|l 1+|b—al

|[b—al =€

Que es lo que se queria. m

Observacién. Resulta del teorema (2.2.1.1): La solucién no mejora la regularidad de los datos.

De otra parte, si se fija (xy,y0 ), punto del espacio-tiempo, la formula de D'Alembert establece
que el valor de la solucién en dicho punto, u(x,,t,), depende exclusivamente de los valores de
los datos en el intervalo cerrado A(x, ty) = [xo — |tol, xo + |tol]del eje t = 0. A A(xy, t,)se le
llama dominio de dependencia del punto (xg,yo).- Si ahora se considera el intervalo cerrado
I = [a,b] delejet = 0, los puntos del espacio-tiempo en los cuales el valor de la solucién de

la ecuacién de ondas depende del valor de los datos sobre I, esta dado por

B() ={(x,t) ER?|x+t € [a,b]6x—t € [a,b]}

La regién B(I) es llamada dominio de influencia del intervalo I. La frontera de B(I) ent > 0
esta formada por las semirrectas x—t = b y x4+t = a. Siendo simétrico el dominio de
influencia respecto al eje t = 0, lafronteraent < Oresultaserx—t = ax + t = b Es decir,
la frontera la podemos escribir como x + |t| = a, x — |[t|] = b. Dicha frontera esta formada por

rectas caracteristicas, de acuerdo con lo estudiado en el tema 2.1.4.

La forma que tiene el dominio de influencia se traduce en gue la velocidad de propagacion de las

ondas es finita, mas precisamente, en nuestro caso es uno.
Para entender mejor esta afirmacién supongamos que I se reduce a un punto, es decir, I = {x,},

t = 0. Entonces en tyunidades de tiempo, la sefal producida por los datos en x, ha llegado a

los puntos del intervalo de la recta t = t, comun al dominio de influencia del punto x,, es decir,
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B(xy) N {t = ty}. Pero segun la frontera obtenida para el dominio de influencia, tal intervalo es

hacia la izquierda [x, — ty, xo] ¥ hacia la derecha [x(, xo + to]. Entonces

espacio ¢,

velocidad media = — =—=
tiempo ¢,

Estas observaciones sobre la formula de D'Alembert concuerdan con la experiencia fisica en el

estudio de la luz y el sonido.

2.2.2. Laecuacion de onda en dimension espacial tres: método de las medias

esféricas

Se estudia el problema de Cauchy

Uy — Au = 0, (x,t) eR3®x R
u(x,0) = f(x), x € R3 (2.2.2.1)
u(x,0) = g(x), x € R3

donde a f y g se les supone por el momento regularidad suficiente para que los célculos puedan
llevarse a cabo. Al final se precisaran las hipétesis de regularidad de los datos para que la

solucién sea clasica.

Seguramente la experiencia fisica de que las ondas se propagan esféricamente, sugirio a
Poisson el método para resolver el problema (2.2.2.1) que se estudia detalladamente a
continuacion. La idea conductora del método es buscar una expresion de la solucion que permita

usar la férmula de D’Alembert unidimensional estudiada en el subtema previo.

Supongamos que u(x, t) es una solucion de (2.2.2.1) y fijemos x € R3y r > 0.
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Integrando la ecuacion en la bola centrada en x y con radio r, es decir, en |x — y| <,

f uee(y, t)dy = f Au(y, t)dy.

lx—ylsr lx—y|sr

Utilizando el teorema de la divergencia obtenemos

f Au(y, t)dy = f u, (y, t)do (y) =

lx—y|=r lx—y|=r
3 3
= f (Z Uy, (v, 1) vi) do(y) = J <Z Uy, (x +7v,t) vi> do(rv) =
lx—y|=r ‘=1 lvj=1 \i=1
3
=r2 f <Z Uy, (x + 17, t)vl-) dw = r? f u(x +rv,t) do,
lv|=1 \i=1 lv|]=1

(2.2.2.2)

(2.2.2.3)

ya que la medida sobre la esfera de radio r, da(y) viene expresada por do(y) = r?dw, donde

dw es el elemento de area en la esfera unidad y v es la normal exterior.

Por otro lado, el término de la izquierda en (2.2.2.2) se calcula pasando a coordenadas polares

T
f utt(y,t)d}’=fp2 futt(x+pv,t)dwdp.
0

lx—y|sr lv|=1
De (2.2.2.3) y (2.2.2.4) se obtiene que (2.2.2.2) puede escribirse

r
f p? f U (x + pv, )dwdp = 12 f u,(x +rv,t)dw
® pi=1 lvi=1

Derivando en (2.2.2.5) respecto a r resulta

2

r Uge(x +rv, t)dw =

lvl=1

= 2r f u.(x + pv, t)dw + 12 f U (x + 70, t)dw,

lv|=r lv|=1

de donde
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0% [ r
72\ am fu(x+rv,t)da) =
lv]=1

Jdf 1 02 1
2 fu(x+rv,t)da) +r—|— fu(x+rv,t)dw

~“or\an arz \ 4
"\ i AT (2.2.2.7)
62
=53\ 2r fu(x+rv,t)dw
lv|=1
obteniendo

_ 1

]V[u(x,r,t)—ﬁ fu(x+rv,t)dw (2.2.2.8)

[vl=1

Llamado media sobre la esfera de radio r de u, en el punto x y el instante t, la expresion
(2.2.2.7) se traduce en
(Mu)y — " Mu)y =0 (2.2.2.9)

que es la ecuacion de ondas en una dimensién. Es decir, fijado x € R3 el producto del radio
por las medias esféricas, rMu, de una solucién u de (2.2.2.1), verifica la ecuacién de ondas
respecto a las variables r y t. Por consiguiente, podemos expresar rMu como suma de ondas
planas de acuerdo con lo estudiado en el tema anterior, es decir,

rMu(x,r,t) = w,(x, 7 +t) + wy,(x,r — t). (2.2.2.10)

En particular, si tomamaos limites parar - 0
0 = wy(x, 1) + wy(x, 1), (2.2.2.11)

o bien
—wq(x, t) = wy(x,—t). (2.2.2.12)

por lo que (2.2.2.10) se convierte en
rMu(x,r,t) = w(x, 7 +t) —w(x,t — 7). (2.2.2.13)

Derivando en (2.2.2.13) respecto a la variable r resulta
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Mu(x,r,t) + r(Mw),(x,r,t) = w1, r +t) — w0’y (x,t — 7). (2.2.2.14)

y tomando limites de nuevo para r —» 0 en (2.2.2.14), se obtiene

lim Mu(x,r,t) = 2w’y (x,t), (2.2.2.15)

r—-0
Pero si se supone que u es continua se tiene también
lim Mu(x,r,t) = u(x,t)
r—-0
luego la ecuacién (2.2.2.15) nos permite recuperar la solucién u en términos de la onda plana
w1, €s decir,

u(x, t) =2wi(x,t), (2.2.2.16)

La idea que se sugiere ahora de forma natural es intentar determinar w} (x, t) a partir de los datos

iniciales del problema (2.2.2.1). Pero de la ecuacion (2.2.2.13), se concluyen las dos identidades

siguientes
Mu),(x,7,t) = w1(x,r+t) + wi(x, t —71)
{(rMu)t(x, rt) = wl(x,7 + £) — | (6t —7) Gzl
o0 bien,
(M), (x,r,t) + (rMu)(x,1,t) = 201 (x, 7 + t). (2.2.2.18)
Pero si ahora se toman limites en (2.2.2.18) para t — 0, resulta
2wi(x, 1) =
alr r
3\ 27 f ulx +rv,0)dw +E f U (x +rv,0)dw =
lvi=1 lvi=1 (2.2.2.19)

ar = ff(x+rv)da) +— fg(x+rv)dw

lv|=1 Ivl 1

Como (2.2.2.19) determina wien funcion de los datos iniciales y (2.2.2.16) expresa u en términos

de wj, podemos escribir

u(x, t)—at e jf(x+tv)da) +4— jg(x+tv)da). (2.2.2.20)

[v|=1 lv|=1
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A la vista de la anterior expresién es natural requerir que f € C3(R3)y g € C2(R3) si se quiere

obtener u € C2(R3 x R), en este sentido podemos enunciar el resultado central de ese tema.

Teorema 2.2.2.1

Sean f € C3(R3)y g € C?(R%)entonces la funcién u(x, t) definida por (2.2.2.20) tiene segundas

derivadas continuas y es la solucién del problema de Cauchy (2.2.2.1).

Ademas la solucién del problema (2.2.2.1) depende continuamente de los datos con respecto a

la convergencia uniforme sobre compactos de los datos y de sus primeras derivadas.

Demostracion.

Una vez hecha la construccion de u(x, t) por la formula (2.2.2.20), s6lo queda comprobar que,
en efecto, es solucion del problema (2.2.2.1). En primer lugar se tiene que u satisface los datos

iniciales pues

limu(x,t) =
t—-0 ( )

t
— 2.2.2.21
e f gx+tv)dw ( )

lv|=1 lv|=1 lv|=1

%i_l;l(’)l % J-f(x+tv)da)+% f(Vf(x+tv),v)da)+

=f()

por la regularidad de fy g. Y también
ltirr(; u(x, t) = (2.2.2.22)
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)1 1

lim e f gx+tv)dw + = f (Vf(x +tv),v)dw ; +

t—-0
lv|=1 [v|=1

_ 10
+}1_£101 4_@ ff(x+tv)dw +4 T fg(x+tv)da) =

lvl=1 lv[=1

=g>)

por la continuidad de los datos iniciales y de sus derivadas parciales y porque

hm— f(Vf(x+tv) v)da)—4 Z(fxl(x) f v; dw)

lv|=1 lv|=1

ya que las componentes de la normal en la esfera son funciones impares y entonces su integral

se anula.

Para ver que es solucién basta notar que si h € C2(R3?) y se define

v(x, t) = tMh(x,t),

donde

_ 1
Mh(e,0) = 5 f hix + tv) do

lvl=1

entonces, v(x, t) es solucion de la ecuacion de ondas. Pero

2

d
> Mh(x,t).

d
vee(x,t) = 2—Mh(x,t) + ta

ot

Calcularemos ahora Av para ello se observa que

1
pp— f Ar()dy = — t2 f h,(¥)do(y) =
[x—y|st [x-y|=t

- f Zh o) =+ f i b (x + ) A=
j=1i=1

lx—y|=t i=
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0 —
aMh(x, t),

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia y que da(y) = t?dw.

Pero el primer término de (2.2.2.25) se calcula también pasando a coordenadas polares

y resulta

t
1 1
a2 f Ar(y)dy = 51— f f Ah(y)da(y). (2.2.2.26)
lx-y|st 0 |x—yl=p

Por lo tanto, de (2.2.2.25) y de (2.2.2.26) se concluye

t
0% — Jd 1
ﬁMh(X, t) = a4nt2f f Ah(y)da(y) =
0 |x-yl=p
(2.2.2.27)
t t
1 Ah(y)d 1 AR(y)d
—[ | oo+ [ [ oo
0 |x-y|st 0 |x—yl|=t

Entonces sustituyendo (2.2.2.25) y (2.2.2.27) en (2.2.2.24) se tiene

Ve = Av,

como se queria demostrar.

La conclusion de que u es solucion de ecuacion de ondas es consecuencia de ser suma de

medias esféricas, como v.

La dependencia continua resulta como sigue. Supongamos datos f,gy f,g,y seanuy i las

respectivas soluciones. Supondremos que

a) f()=fx)ygk) =gx)enxeRY-B(O,R).

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 36



cuaciones diferenciales parciales

Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden
b) ParaT >0dadoe >0

€
34T

€ €

) - fG] < Vi) = VF ()| < 37 V80 VG| < 53—

Entonces partir de (2.2.2.20), obtenemos

lu(x,t) —u(x,t)| < e m

2.2.3. El problema de Cauchy en dimensién espacial dos: método de descenso de

Hadamard

Una vez resuelto el problema de Cauchy para la ecuacion de ondas en dimensién espacial 3,

nos ocupamos en esta seccion de obtener formulas explicitas para la solucién del problema

U (1, %2, ) — Au(xy, x5, 1) =0 (xq,%5,t) ERZXR
u(xq,%2,0) = f(xq,%,)(x1, %) € R? ) (2.2.31)
U (X1, %5, ) = g(xq, %) (x1,%2) € R2.

La idea para obtener la solucion de (2.2.3.1) en funcién de los datos es sencilla y debida

a J. Hadamard. De forma precisa es la siguiente.

Se consideran los datos en (2.2.3.1) como funciones definidas en R? x R, independientes

de x5, es decir,

f (1,22, %3) = f(%1,%2)
{g(x1,xz,X3) = g(xl’xz)’ (2.2.3.2)

y se calcula la solucion de la ecuacion de ondas en tres dimensiones espaciales con los datos

(2.2.3.2). Tal solucion viene dada por la expresion
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v(x,t)=% ﬁ ff(x+tv)da) +% fg(x+tv)dw, (2.2.3.3)

[v|=1 lv[=1

La no dependencia de f y § de la variablex;, motiva que v sea independiente de
x3, €n particular entonces vy, ,, = 0. Por tanto, v es solucion de la ecuacion del problema

(2,2.3.2).
Con estas ideas, la solucion de (2.2.3.1) viene expresada por

u(xq, xp,t) =

o[t

2L [ o+ s b v o) |+

[v|2=1

(2.2.3.4)

t

e f g (X1 + tvy,x; + tvy x3 + tvz) dw,

[v|2=1

y vamos a expresar las medias esféricas tridimensionales en términos bidimensionales.

Para ello observemos que, por ejemplo,

t

t = -
= f f G+ tog, 2 + tvg X5 + tvg) do = f f@)do ), (2.2.35)

vi+vitvi=1 lx—y|=1

En consecuencia hemos de integrar sobre la esfera

(01 —y1)? + (g —y)* +y5 = t2

Por tanto, escribiendo

Y3 = i\/tz — (X, = y1)? — (x3 — ¥2)?

el elemento de area es
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tdy,dy,
(2 = (x; — y1)% — (% — y2)2)1/?

do(y) =

Llamado |x — y| = (t? — (x; — y1)? — (x, — y,)?)'/? se tiene que (2.2.3.5) se transforma

t . 2 tdy,dys
Py f fda(y) = e f f1y2) (t2 — |x —y|2)V/
lx—y[=1 [x=y|=1
t ~ t ~
I f f (1 + vy, X + vy x5 + tvg) dw = i f f(da(y), (2.2.3.6)
vZ+vi+vi=1 [x—y|=1

Con este planteamiento podemos formular el teorema de existencia y unicidad para dimension

espacial dos que se obtienen del teorema (2.2.2.1).

Teorema 2.2.3.1 Sean f € C3(R?) y g € C?(R?),entonces la solucién Unica del problema

(2.2.3.1) viene dada por la expresion siguiente

u(xy, xz,t) =

1 f1y2)dyidy, 1 91, ¥2)dy1dy,
s f 24 f 2 (2237)

E-yi=e (82 =[x =y[?)2 Z-yl=t (€2 —|x = ¥[?)2

Ademas la solucién depende continuamente de los datos en el mismo sentido que en el teorema
(2.2.2.2).

El método de Hadamard que hemos estudiado se conoce como método de descenso, nombre
gue resulta ahora transparente. Lo que quiere decir es que resolviendo la ecuacion en dimension
3, se puede "descender" a dimensién dos por simple reinterpretacion de las férmulas explicitas.
Este método se aplica en todas las dimensiones pares. De hecho, se resuelve el problema de
Cauchy en las dimensiones impares y a partir de dichas soluciones se obtiene la solucion en
dimensiones pares por el método de Hadamard. Las demas propiedades que pueden concluirse

de (2.2.3.7) se estudian en la seccién 2.2.5.
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2.2.4. Laecuacion de onda no homogénea

Se considera el problema

ue(x, £) — Aulx, t) = w(x, t)(x,t) € RV xR
u(x,00=0, x€eRN (2.2.4.1)
u(x,0) =0, x €RV,

donde w € C>(RN xR)y N = 1,2 0 3.

Es evidente que si se resuelve el problema (2.2.4.1), con los resultados de las secciones

anteriores y la linealidad de la ecuacion, se habra resuelto el problema general

e (x, £) — Au(x, t) = w(x, t)(x,t) € RV xR
u(x,0) = f(x), x€RVN (2.2.4.2)
u(x,0) = g(x), x €RV,

La idea de como obtener la solucion de (2.2.4.1) es sugerida por el método de variacién de las
constantes de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, que se ve complicado aqui por el
hecho de que el espacio de soluciones de la ecuacién homogénea no es de dimension finita.
Desde un punto de vista fisico se puede obtener el método por la siguiente idea: Puesto que el
impulso, es decir, la fuerza por unidad de tiempo, es igual a la masa por la velocidad, o cantidad
de movimiento, entonces la solucién del problema (2.2.4.1) parece que debe poder expresarse
como una "suma" de soluciones de los problemas.

u (x,t,s) — Au(x, t,s) =0
u(x,s,s) =0 (2.2.4.3)
u:(x,s,s) = w(x,s),

Esta estrategia es la seguida por Duhamel y la recogemos en el siguiente proceso:..
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Teorema 2.2.4.1Sea w € C?(RY x R), entonces la solucién de (2.2.4.1) es
t

u(x,t) = fv(x, t,s) ds (2.2.4.4)
0

Demostracion. Se tiene que u(x,0) =0,y
t t

u:(x, t) = ve(x, t, t) + f ve(x,t,s)ds = fvt(x, t,s)ds (2.2.4.5)
0 0

por ser solucion de (2.2.4.3), entonces también se tiene que u;(x,0) = 0. Por

otro lado, derivando respecto a t en (2.2.4.5) resulta

t
U (x, ) = ve(x, t,t) + f v (x,t,5) ds
0 (2.2.4.6)

t t

= w(x,t) +fAv(x,t,s) ds =w(x,t)+A fv(x, t,s)ds | =
0 0

= w(x,t) + Au(x, t),

es decir, u es solucién

Como tenemos férmulas precisas para los problemas (2.2.4.3) en dimensiones N =1,2 y 3,
podemos obtener explicitamente la solucién de (2.2.4.1). Haremos una primera observacion que
implicara los céalculos posteriores. Como la ecuacion de ondas es invariante por traslaciones, si

se define U(x,t,s) = v(x,t + s,s), entonces se verifica

Ui (x,t,s) —AU(x,t,s) =0
U(x,0,s) =0 (2.2.4.7)
Ui (x,0,s) = w(x,s).

Por lo tanto, en virtud de (2.2.1.14), (2.2.3.7) y (2.2.2.20), respectivamente, se tiene
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x+t

1
5 f w(y,s)dy, siN =1

x—t

1 ,s)d
{ = f M siN=1 (2.2.4.8)

2 2 _ |+ _ 2
pyjee VE T =

w(x,s)do(y), si N=3.

4t
[x—-y|=t

Segun el teorema (2.2.4.1) ha de ser
t t

u(x,t) = jv(x,t,s)ds EJU(x,t—s,s)ds,

0 0

y entonces la férmula para la solucion de (2.2.4.1) de acuerdo con la dimension es

( t x+(t-s)
1
Ef f w(y,s)dy, siN =1
0 x—(t-s)
t
1 g d
| 2 f e siN =1 (2.2.4.9)
0 |x—y|5(t_s)\/(t - S)Z - Ix — y|2
t
1 1
41t _[ t—s J w(xl S)do'(}’)> ds si N=3.
0

[x=y|=(t-s)

2.2.5. Energia y unicidad de solucién del problema de Cauchy

Considera el problema

upe(x, t) — Au(x, t) =0 (x,t) ERY xR
u(x,0) = f(x), x€RN (2.2.5.1)
u(x,0) = g(x), xeRV,N=1,2,3
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y supongamos que f y g verifican las hipotesis de regularidad de los teoremas de existencia
probados en las secciones anteriores, y que tienen soporte compacto, es decir, son cero fuera
de una bola B(0,R).

De acuerdo con las férmulas explicitas obtenidas para la solucion u(x, t) de (2.2.5.1) el soporte
de u satisface para cada t fijo

sop u(x,t) € B(0O,R + |t]).

Si se multiplica la ecuacién por u; se tiene
N

N
1 1
0 = (e (6, 6) = AuCx, ) =5 (UF +3 ) [ [2 = D () =
i=1

i=1

(2.2.5.2)

d1
55{1‘,? + |qu|2} - le {(uxiut)izl,...,N}’

donde V, denota el gradiente respecto a las variables espaciales. Integrando (2.2.5.2) sobre una

bola B(0,p) € R? con p > R + |t,| para t, fijado

1 J 2
0=5 f 3¢ (e G to) + [Vaulx, to)1*}dx —
B(0,p)
(2.2.5.3)
div {(uxi(x. to)ue(x, to)) . }dx,
B(0,p) -

llamando S(0, p) a la frontera de la bola B(0, p) y v a su normal exterior, por el teorema de la

divergencia obtenemos

— f div {(uxi(x, to)ut(x, to)) }dx =
i=1,..,.N
B(0,p)
(2.2.5.4)

— f ((uxi(x, to)u:(x, to)) ,v)do - 0 para p — o,
5(0,0) o
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en efecto, la integral es cero si p > R + |t,|. Por tanto, a partir de (2.2.5.3) y (2.2.5.4) se concluye

4l
T dt2

f {ug (x, to) + |V,u(x, to)[*}dx. (2.2.5.3)
B(0,p)

La expresion
1
60 =3 [ W)+ Wt to)Pax.

B(0,p)

representa la energia, de forma que (2.2.5.5) se traduce diciendo que la energia es constante

en el tiempo, o bien que

1
€M =£0) =5 f{lg(x)|+|fo(x)|2}dx- (2.2.5.4)
B(0,p)

Es evidente que el resultado que acabamos de obtener sobre la conservacion de la energia,

implica la unicidad de solucion del problema de Cauchy

vy —Av =0 (x,t) ER' xR
v(x,0) = f(x), x€RN (2.2.5.5)
v, =9g(x), x€RNV,N=1,2,3

y segun (2.2.5.6)

() =% f (g Cx, 0) |2 + [V, v(x, 0)[2}dx
B(0,p)

de donde, v:(x,t) = 0y V,v(x,t) = 0, es decir, v es constante y como v(x,0) = 0,

v(x,t) = 0,0 bien, u;(x,t) = uy(x,t).

Observamos que el argumento anterior sigue siendo valido en cualquier dimensién

y para cualquier solucion con energia finita.
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2.2.6. Propiedades de la solucion de la ecuacion de onda de acuerdo a la

dimension espacial

Por el mismo tipo de técnica que hemos usado para establecer la unicidad, vas a analizar lo
relativo a la velocidad de propagacion de las ondas. Este estudio te dara las bases para

estudiar también el comportamiento de la propagacion de las ondas segun la dimension.

Teorema.2.2.6.1 Seau € C2*(R"N x [0,T]) y tal que uy(x,t) — Au(x,t) = 0sobre la region
RN x [0,T].Sup6n que u(x,0) = u,(x,0) = 0 sobre

B ={(x,0)]|x—x| <tp}, para algun t, € (0, t).
Entonces u = 0 sobre la regién canonica
C={(xt))0<t<t, |x — xo| <ty —t}
Demostracion. Para 0 < t; < t, se considera el tronco de cono como
C={(xt)]0<st<t, [x — xo| <ty —t}

Se integra la identidad 0 = u,(u.(x, t) — Au(x, t)) sobre C,, es decir

0= J u;(Au — uyp)dxdt =
G,

N
01
| (Z(uﬁut)xi — =z {lul? + |vxu|2})dxdt
i=1

Ctl

(2.2.6.1)
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y aplicando el teorema de Gauss se tiene

N
1 1
o= | (—5({|ut|2+|vxu|2})vo+;uxiutvi>da<y)—Bf S ({ucl? + VulPPdx - (2.2.6.2)

S t1

siendo B, el circulo superior del tronco de cono, S es la superficie lateral, da(y) es el elemento

de areaen Sy v = (vy,v4,..,vy) €S la normal unitaria exterior a S. Observa que la base del

tronco de cono no aparece en (2.2.5.9) por suponerse los datos nulosen t = 0.

Se calcula la integral sobre la superficie lateral S. En primer término, se tiene

2 1 . . .
Quev = (g,v1 ..,vy)yentonces YN v =1—-vi = > en segundo lugar si [; designa la integral

sobre S en (2.2.6.2) se tiene

i=1

N N
-1 1
== (u? (vo — Z vf) + V—OZ(vxivo — upv;)? >d6(y) <0
3 i=1

N
1
L= (—Euum + 19,y + Zuxiutvi) do(y)
(2.2.6.3)

i=1

como resulta por ser suma de cuadrados. De esta forma (2.2.6.2) y (2.2.6.3) permiten concluir

1
0=5 [ el + 1wl ax (2.26.4)

Btl

Laregularidad de u 'y (2.2.6.4) implican que u;(x,t;) = 0y Vyu(x,t;) = 0 paracualquier x € By,
y cualquier 0 < t; < T.Portanto u es constante en la regién cénica C y como en la base de C,

es decir, sobret = 0y x € B,u(x,0) = 0, resulta u(x,t) = 0 para (x,t) €C.m

2.2.6.1 Definicion
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i) Dada una bola B = {x € RY| |x —x,| < r} el dominio de determinacién C(x,,7) es el conjunto
de puntos (x t) € RN x R para los que se determina de manera Gnica la solucion del problema

de Cauchy para la ecuaciéon de ondas con datos en B.

if) Dada una bola B en el plano t = 0 llamamos dominio de influencia de B al conjunto de puntos
en RY x Ren los que el valor de la solucion del problema de Cauchy para la ecuacién de ondas

depende de los datos en B. Lo notaremos por B (B).

2.2.6.2 Definicion.

Dado un punto (x,,t,) € RY xR el dominio de dependencia Ay(x,t,0) es el conjunto de
puntos (x, 0) € RY x {0} tales que la solucion del problema de Cauchy para la ecuacion de ondas

en el punto (x,, t,) depende de los valores de los datos en Ay (xg, t)

El teorema anterior junto con las férmulas (2.2.1.14), (2.2.2.20) y (2.2.3.7), permiten determinar

C(xy,7) como el doble cono

Clxg, ) ={(, ORY X R |x —xo| =7 = [t|}N =123,

A las superficies canénicas

S(xo,r) = {(x, )] |x = xo| = 7 — |t]},

Se les llama conos caracteristicos por coincidir con las caracteristicas de la ecuacion de ondas
estudiadas en la tema 2.2.3. En otras palabras, los conos caracteristicos son las fronteras de los

dominios de determinacion.
De esta forma dada una bola B en el plano t = 0, el dominio de anuencia B(B) es

el conjunto de RY x R tal que los conos caracteristicos con vértice en B(B) cortan a
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B.

El mismo célculo hecho para la ecuacion de ondas en una dimension en la tema

2.2.1, demuestra en general que la velocidad de propagacién es 1.

De nuevo consideramos las férmulas (2.2.1.14), (2.2.2.20) y (2.2.3.7). Se aprecia una diferencia
sustancial entre lo que ocurre en dimensiones 1y 2 y lo que ocurre en dimensién 3. En efecto,

en el caso de dimensiones N =1y N = 2 el dominio de dependencia de un punto (xy,t,) €s

An(xo, to) = {(x, 0] [x —xo < [to]} N =123

Mientras que en dimensién N = 3 el dominio de dependencia es

Az (xg,to) = {(x,0)] |x — x| < [to]}.

En dimension espacial tres resulta que el dominio de dependencia es la interseccién del cono

caracteristico con el plano t = 0, es decir, si tomamos el cono caracteristico

S3(xo, [to]) con vértice en (x,, ty), Se tiene

A3 (xg,to) = S3(x0, [to]) N {(x, 0)|x € R3}. (2.2.6.5)
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Por el contrario en dimensiones 1y 2 el dominio de dependencia es toda la bola y la interseccion

del cono caracteristico con t = 0 es sélo la frontera de A;(xq,ty) Y Ay(x0,t;) en RVy R,

respectivamente.

La propiedad que expresa (2.2.5.12) se refiere diciendo que la ecuacion de ondas en dimension
3 satisface el principio fuerte de Huygens. Asi pues la ecuacion de ondas en dimensiones 1y

2 no satisface el principio fuerte de Huygens.

Analizaremos que significa el principio fuerte de Huygens. Supongamos los datos en el problema

de Cauchy (2.2.6.5) soportados en una bola B ¢ RV.

En el caso de no verificarse el principio fuerte de Huygens, el dominio de influencia de una bola
B es el tronco de cono con base B y superficie lateral generada por las caracteristicas pasando
por la frontera de B. Esto quiere decir que si tomamos un punto x, € RY existe un tiempo ¢, en
el cual el dominio de determinacion C(x,,t,) corta a B ent = 0. Pero entonces es claro que a
partir de ese instante continua verificAndose que C(x,,ty) corta a B sit > t,. En este sentido
una propagacién de ondas en dimensiones 1y 2 con sefal inicial de soporte compacto, tiene la
propiedad que cuando la perturbacion alcanza un punto permanece perturbandole para todo
tiempo posterior. Piénsese en las ondas de agua de un estanque como ejemplo. Si el agua vuelve

al reposo es por rozamiento y otras perturbaciones externas.

Si se verifica el principio fuerte de Huygens, es decir si estamos en R3 X R, y se toma un punto
Xo € R; entonces los tiempos t que verifican que el cono caracteristico con vértice en (x,t)

interseca B es un intervalo acotado.

Esto quiere decir que el dominio de influencia de una bola B es el tronco de cono con base B,

menos un cono interior.

Es decir, en tres dimensiones espaciales una perturbacion de soporte compacto, llega a cada
punto y después de un tiempo desaparece. El principio de Huygens fuerte permite que puedan

emitirse sonidos y que posteriormente se vuelva al silencio.

¢Puede imaginar el lector un espacio fisico sin principio de Huygens?, ¢Como podrian

comunicarse los individuos en un espacio fisico sin principio de Huygens?
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2.3. El problema de Cauchy para la ecuacion de calor

La ecuacion de calor,
u; —Au = F(x,t) (2.3.0.1)

Es un modelo méas sencillo de ecuacion de difusién, la cual revisaste en la Unidad 1,
especificamente en el subtema 1.2.1, en esta unidad la viste como el problema de Cauchy para

la ecuacién de calor con los datos en t = 0, lo cual lo convierte en un problema caracteristico.

A diferencia de la ecuacién de ondas que permanece inalterable al cambiar t por —t, en la
ecuacion del calor aparece un signo menos delante de la derivada con respecto al tiempo. Esto
dice que la ecuacion del calor describe fendbmenos irreversibles. Por otra parte, como se vera en
la Unidad 3, al efectuar este cambio de variables en la ecuacién del calor el decaimiento

exponencial de la solucién con respecto al tiempo se convierte en crecimiento exponencial.

En este tema se proyecta estudiar el problema de Cauchy en RM comprobando que es
compatible, si bien es necesaria una condicion unilateral para obtener solucién Unica, por ser

caracteristico.

Al fin de poder demostrar resultados de unicidad se establecera el principio del maximo para

la ecuacion del calor.

Iniciaras con el estudio de algunos resultados basicos relativos a la transformada de Fourier de
funciones integrales definidas en todo el espacio, lo cual seran indispensables para obtener la

solucion fundamental de la ecuacion del calor.
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El propdsito fundamental es obtener la solucion fundamental. Con ella se obtendra una solucion

del problema de Cauchy homogéneo. También revisaras un contraejemplo de Tychonoff que
pone de manifiesto la no unicidad. Ademas de exponer sin demostracion el resultado general de
unicidad de Widder.

Estudiaras el principio del méximo en dominios acotados y a los teoremas de unicidad mas

simples.

Al final del tema revisaras la solucion del problema no homogéneo la cual se dedica a un analisis
comparativo de las propiedades de la solucion del problema de Cauchy para la ecuacién de

ondas y la ecuacioén del calor.

2.3.1. Nucleo de Gauss. Solucion del problema de Cauchy

Se tratara de obtener las soluciones de la ecuacion del calor que son singulares en el origen.

Para empezar, se presentan algunos resultados de la teoria de la transformada de Fourier para
funciones integrables en R" ya que es necesaria para poder dar la estructura del niucleo de

Gauss. Se comienza con la definicion siguiente:

Definicion. [Transformada de Fourier]

Sea f una funcion integrable en R, es decir, tal que

f F(®)ldt < o

Se define la transformada de Fourier de f por
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F) = j e 2T £ (1) dt 2311)

—00

En calidad de ejemplo y, como se verd méas adelante, por su importancia para la obtencién de la
transformada inversa de Fourier en la clase de las funciones temperadas, se calculara la

transformada de Fourier de la funcién gaussiana, es decir, la transformada de Fourier de

glx) = g—anlxl*) a>0.

Escribiendo la formula (2.3.1.1) para la funcion g se tiene

[ee)

g = f g—2mité g—anlx|* gt (2.3.1.2)
colocando
Vs z T
mat? + 2mit§ = <\/ant+i\/£f> +E§2
resulta

g = ea’ fe_<ﬁt+i\/%> dt (2.3.1.3)

— 00

Calculando la integral que se tiene en (2.3.1.3) usando variable compleja. Fijado ¢ y para cada

R > 0 consideramos la trayectoria I' definida por el segmento del eje real que va de —R +i0 a

R +i0, el segmento vertical que une el punto R + i0 y el punto R + i\/g ¢, el segmento horizontal
uniendo el punto R + i\/gf con el punto —R + i\Ef y por ultimo, el segmento vertical uniendo el

punto —R + i\/gf con R +i0. El interior de T es un rectangulo que se denotara Ry, donde la

funcién de variable compleja h(z) = e, es analitica. El teorema de Cauchy implica entonces que

fe‘zzdz =0
r

Como ademas
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1
™

(5)2f . N\2
lim J e~(VamR+is)" g5| = 0
0

R—o

resulta que
2
0 . |TT o [oe]
f e_<ﬁt+l\/;€> dt = f e’ dt = f e Y _ 1 (2.3.14)
—oo oo o Vam Va
Dado que
f edy =+u
sustituyendo en (2.3.1.3) obtenemos
1 T2
5 — <
=—¢ a 2.3.1.5
g 7a ( )
gue muestra como la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana.
Dado el éxito obtenido con la gaussiana, se destacan algunas de sus propiedades;
fundamentalmente en las dos siguientes:
1) Toda gaussiana, g € C*(R).
2) Dada una gaussiana g y dados enteros no negativos n y m se verifica
md"g | < (2.3.1.6)
fclelug X ()] < c(m,n) 3.1

donde c(m,n) es una constante dependiendo de n y m.

Ambas propiedades se obtienen por célculo directo. Es posible agrupar en una familia a todas

las funciones verificando las propiedades 1) y 2) de la gaussiana. Tal clase de funciones se suele
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designar como por S(R) en honor a Laurent Schwartz, quien por primera vez la introdujo,

llamandola clase de las funciones temperadas. El nombre es bastante afortunado pues quiere
decir que estd en S(R) si ella y cualquier derivada suya tiende a cero en el infinito mas
rapidamente que cualquier polinomio. Formalmente la clase §(R) se da de la siguiente forma:

d"f
m
x dxn

S(R) = {f € C*(R): sup (x)| < Cpn <0, MM E N} (2.3.1.7)

x€ER

De la propia definicion de § se sigue que:

a) Sif,geSya,pER, entonces af + g €S.
b) Sif,g €S, entonces fg €S.

Ademas si f es una funcion temperada, tomando en la ecuacién (2.3.1.6) n =0y m = 2 se tiene

que
1+ xI2)f() <M (2.3.1.8)
por lo tanto,
@ © dx
f If()ldx < Mf T32<® (2.3.1.9)

es decir, f es integrable.

La observacion anterior implica, en particular, que la transformada de Fourier de f € S(R) ésta

bien definida pues

f& = fwe‘z”"tff(t)dt, (2.3.1.10)

y la integral es finita. De (2.3.1.10) y (2.3.1.9) se concluye

sup|f (&) Sf If(©)dt < oo (2.3.1.11)
EER —o0
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es gue la transformada de Fourier de una funcién integrable es acotada y entonces, en particular,

esto es cierto si f € S(R).

Las propiedades mas elementales de la transformada de Fourier de funciones temperadas ponen
de manifiesto como serén las aplicaciones de ella a las ecuaciones en derivadas parciales. El

siguiente teorema da algunas de estas propiedades.

Teorema.

Sea f € S(R), entonces

1) f € C®(R)y ademas
s
dék

(&) = §(&), siendo g(x) = (—2mix)*f(x) (2.3.1.12)
2) 7 (x) € S(R), ademés

@ = 2mid)kf (2.3.1.13)
(O = @i (©)

3) Si se supone también que g es una funcién integrable y se define

h(x) = f fglx —t)dt=f * g (x) (2.3.1.14)

integral de convolucién de f y g, se tiene que h es integrable y que

(&) = f(©)F(©) (2.3.1.15)
4) f eS(R).
La demostracion de este teorema puede hacerse de manera directa realizando la transformada
de Fourier, integrando por partes y aplicando el teorema de Fubini.

Se puede resumir el teorema anterior como sigue:
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a) Latransformada de Fourier aplica § en §, es decir, ™:§ - S§.

b) La transformada de Fourier transforma derivacién en multiplicacién por monomios como se
indica en la expresion (2.3.1.13).

c) La derivacion de la transformada por Fourier es la transformada de Fourier del producto de
un monomio por la funcién, como precisa la férmula (2.3.1.12).

d) El producto de convolucién es transformado en el producto de las transformadas de Fourier,

como expresa (2.3.1.15).

Observaciones.

1) La transformada de Fourier se extiende a RY por la formula

FO = foericdar

donde (,) es el producto escalar en RV.
2) La transformacidon de Fourier permite que un problema diferencial se convierta en un
problema algebraico, por ejemplo, si se quiere resolver el problema
Au = f,en R? (2.3.1.17)

se transforma en

—4m?|E120(8) = £(§) O

Para que la estrategia expuesta culmine con éxito el calculo de una solucién de (2.3.1.17), es
necesario saber si es posible recuperar una funcion a partir de su transformada de Fourier, es
decir, se necesita saber invertir la transformada de Fourier. Para ello se debe tomar en cuenta

lo siguiente:

El apartado 4) del teorema 2.3.1.2 tiene como caso particular que

lim |f(®)|=0 (2.3.1.18)

[§]—c0

gue puede verse como una extensién a la transformada de Fourier del teorema de Riemann-

Lebesgue demostrado para series de Fourier, es decir, se tiene un resultado de localizacion.
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Realmente el resultado, que es conocido también como teorema de Riemann-Lebesgue, es para

funciones integrables y puede obtenerse de (2.3.1.18) por un argumento de densidad de § en las

funciones integrables.

Teorema [Riemann-Lebesgue]

Sea f funcion integrable en R, es decir, ffooolfldx < oo, entonces

Jm [f] =0

Demostracion.

Para f funcion integrable y € > 0 existe g € § tal que

f|f—g|dx<e

Entonces

7| < |[F© - §©| + 19| < f If — gldx + 1§,

gue teniendo en cuenta (2.3.1.18), implica que para todo € > 0.

lim |f(§)] <e

Rl
Lo que prueba el resultado.
|

A continuacién se presenta un resultado importante.

Lema

Sean f, g € S(R). Entonces

[ io9aay = [ rog0aay

Demostracion.

Basta utilizar el teorema de Fubini,
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fwf(f) (fooez’f“fg(t)dt> ¢ = foog(t) (fez"“ff(f)ds‘>dt

gue prueba el resultado.
|
Este resultado y el hecho que la transformada de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana
seran los elementos fundamentales de la prueba del teorema de inversion.
Si f € S se tiene que f € S, entonces tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion [Transformada inversa de Fourier]

Sea f transformada de Fourier de f € S se define:

o)

(A = j e2mUE £ (£)dE

La conjetura es que (f) = f. El resultado siguiente prueba esta conjetura.
Teorema [Inversion de la transformada de Fourier]
Si f € S(R), entonces (f)" = f.

[ |

La demostracion, no compete a los objetivos de esta unidad, dado que corresponde a
transformaciones lineales, el resultado importante de esto es que es posible regresar a la funcion
original dada la transformada de Fourier, por lo que dadas las propiedades de continuidad de la
transformada es posible resolver una ecuacion diferencial respecto de su transformada y luego

aplicar la transformada de Fourier inversa para obtener la funcién que es la solucién buscada.

El teorema de inversién de la transformada de Fourier tiene una consecuencia interesante que

se presenta en el siguiente teorema.

Teorema [Identidad de Plancherel]

Sii f € S se verifica:

If1lz = NI£1l,

Demostracion.

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 58



cuaciones diferenciales parciales

Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden

Sea g(x) = f(—x)y, por tanto, §(&) = f(&). Las propiedades de la transformada de Fourier

demostradas en el teorema 2.3.1.2 permiten escribir la siguiente cadena de identidades

1718 = [ rCrGadx=£+g(0) =

o)

- [o©d = [ feOg©d -

= [IF©la = I7I;

n
Observacion

La densidad de S en L? y el teorema anterior, permite definir la transformada de Fourier sobre L2.

En efecto, sea f € L? y supongamos {g, },ey C S tal que

lim |lg, = fll2 = 0
n—oo
Se define:

£() = lim G (©).

De esta manera la transformada de Fourier es inversible en L? verificandose ademas que es una

isometria en L? pues se tiene la extension de la identidad de Plancherel a L?, es decir,

Ifllz = [If] vfelL?

Continuando con el Nucleo de Gauss, el trabajo de realizar la transformada de Fourier permite

2)
resolver las dimensiones para las cuales no es posible aplicar el método de obtener el nucleo,

esto se explica adelante.

Se empieza por el caso dimensional espacial uno que es mas sencillo de describir y en el que
usaremos un argumento de homogeneidad fuerte al cambio de escala, que reduce el problema

a una ecuacioén ordinaria.
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El uso de la transformacion de Fourier permitird obtener la solucién fundamental en

dimensiones mayores.

A) En el caso de dimensién N = 1, hay un camino muy elemental para obtener la solucién

fundamental.

Se buscan soluciones autosemejantes, es decir, soluciones que al cambiar la escala
“convenientemente” permanecen invariantes. Mas precisamente, la escala “conveniente” queda
determinada observando que en la ecuacion del calor hay una derivada en el tiempo y dos en el
espacio. Con esta observacion, se hace el cambio de escala x = 1%y, t = Afs y consideramos

para una solucion u,

v(y,s) = u(/lay, Aﬁs) =u(x,t)

Para que v sea solucién se debe tener,
Vs —Vyy, =0
al calcular,

Vs — Vyy = APu — 12%u,,

de manera que si § = 2a se tiene que,
Vg — Vyy = M u— ) =0

Como consecuencia, parece natural buscar soluciones que respeten la homogeneidad
X

. La forma de una de estas
Vt

observada, es decir, soluciones que dependen de la variable ¢ =

funciones es:

u(x, t) = t*f (%)

Imponiendo que u verifique la ecuacién, u; — u,, = 0, se debe tener,
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PO+ PO —ar@ =0

Donde ¢ = % Desde el punto de vista fisico se sabe que hay que imponer la conservacion de la
cantidad de calor. Normalizando se tiene que:

[oe]

Ju(x,t) dx = ft“f(%)dx= 1

— 00

es decir,
f t“f(x)d £4*2 jf( )dy = 1
—_— X = =
NG yiay
por lo tanto, necesariamente se debe tener a = —%. La ecuacion ordinaria puede escribirse
como

@f' +§f)'=0

Tomando en particular las soluciones de

|x|?
2f" +éf = 0,es decir, f(§) = ce™ 4t
gue para que tenga integral uno, debe ser,

L _lx?
u(x, t) = (4nt) ze 4t

nucleo de Gauss, que es la solucién fundamental buscada. La justificacion del nombre
guedard clara en unas cuantas lineas. El método es sensible a mas dimensiones. Se omiten mas

detalles, pues se tiene un método alternativo que se estudia a continuacion

B) Consideremos el problema

{ u—Au=0, xeRY, t>0

u(x,0) = f(x), x€ RN, feSMRN) (2.3.1.21)

Donde § es el espacio de funciones temperadas que se introdujo al empezar el subtema, en el
cual la transformacién de Fourier se comporta bien. Si se aplica la transformacion de Fourier en
las variables espaciales, es decir,
ac,t) = f e 2T Sy (x, t)dx
RN

se tiene
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0. (&, t) + 4m?|é)2a,t) =0, ¢EeRY, t>0
{ a(¢,0) = £(§)

(2.3.1.22)

Integrando la ecuacion ordinaria en t, considerando ¢ como paradmetro, se obtiene:

~ £ - 2

(¢, 1) = f(§e*mklt
Como se trata de una funcién gaussiana podemos calcular su transformada de Fourier, como
se hizo anteriormente, resultando otra gaussiana a la que llamamos nlcleo de Gauss. Mas

precisamente

. 2 1 |x|2
f eZm(x,E)e—Mrlfl tdf — m e 4t
RN

(4mt)z
Por lo tanto, por el apartado 3) del teorema 2.3.1.2 se tiene

1 lx—y|?
u(x,£) = —— f e T f(y)dy (231.23)
(4mt)z 'RV

que al ser f € S(RM), esta bien definida.

Llamando
1 |x]?
K(x) = @ 2
(4m)z
y definiendo
1 X
K.(x) ==K (—),
t t% \/E
es decir,
1 _lx?
K:(x) = e 4t,
(4mt)2z
se verifica

1) K,(x) > 0, paratodo x € R",
2) [pnKe()dx =1

3) lim f|x|>6>0 K:(x)dx =0
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Las tres propiedades se comprueban de forma inmediata por céalculo directo.

A K, (x) es llamada solucion fundamental de la ecuacion del calor. El siguiente resultado justifica

esta denominacion.

Nota que la formula (2.3.1.23) tiene sentido también si, por ejemplo, se supone que f € C(RV) y

esta acotada. Por eso se formula el resultado en el contexto de las funciones continuas.

Teorema

Sea f € C(RM) tal que |f(x)| < M si x € RN. Entonces, u(x, t) definida por (2.3.1.23) verifica
1) ue (RN x (0,)),

2) uu—Au=0sixeR",t>0,

3) %irr(} u(xy,t) = f(xo) siendo la convergencia uniforme,

4) |u(x,t)] < sup |f(x)], (x,t) € RN x (0, ).

x€RN

Demostracion.
La demostracion es una consecuencia de que K;(t) es una aproximacion de la identidad. En
efecto, los apartados 1) y 2) resultan de la deduccién de K; y pueden comprobarse también por
calculo directo sin grandes dificultades. La conclusion 4) resulta directamente de la propiedad 2)

para el nucleo de Gauss K;.

En cuanto a 3) para x, € R", se tiene

o

f K: (o — ) (FO) = Fxo))dy

— 00

lu(xo, t) — f(x0)| = : (2.3.1.24)

Por la continuidad de f, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |y — xo| < 6, |f(y) — f(xp)| < ¢&;

entonces en (2.3.1.24) resulta

WG O = fE)l=¢ [ Ko-ndy+2suwlf@l | Ko~ »dy
lxo-yI<é LR |xo-yl<d (2.3.1.25)

< 2¢
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esto debido a las propiedades del nicleo K.

Como se estudié en el subtema 2.1.4, el problema 2.3.1.7 es caracteristico, por lo que sin
condiciones adicionales no es de esperar unicidad. Asi lo pone de manifiesto el ejemplo debido
a Tychonoff que se analiza a continuacién sin demostracion.

Consideremos el problema

U — Uy =0, (x,t) € RX (0,0)
2.3.1.26
{ u(x,0) =0 ( )
este tiene la solucion cero. La idea es usar el problema no caracteristico,
Uy = Ug, (x,t) € R?
u(0,t) = g(v), teR (2.3.1.27)
ux(O, t) = Ol
para buscar soluciones de (2.3.1.26).
Se puede demostrar que si se toma
e t™® t>0
t) = 2
9@® { 0, t<0 )

para a > 1, entonces la correspondiente solucion u(x, t) del problema no caracteristico es una
solucién no nula del problema caracteristico, con lo cual se obtiene la no unicidad mencionada.
Es posible mostrar que la solucion obtenida del problema de Cauchy no es acotada en
R x (0, ). Este hecho sugiere que para obtener resultados de unicidad de solucion del problema

de Cauchy, es conveniente imponer condiciones al crecimiento de la solucién en infinito.

Un importante resultado del propio Tychonoff dice que si la solucion del problema de Cauchy
homogéneo con condicién inicial nula satisface la acotacion |u(x,t)| < Aeall* para (x,t) €

RM x (0,T), entonces ella tiene que ser identicamente nula en este dominio.

Sin embargo, hay un resultado de D. Widder, mucho mas interesante, no sélo desde el punto de

vista matematico sino también por su significado fisico.
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Una de las consecuencias del Segundo Principio de la Termodinamica es que la temperatura

absoluta es siempre positiva. Este hecho sugiere que la condicién natural a verificar por las

soluciones de la ecuacion del calor es la condicidn unilateral u > 0.

Evidentemente es lo mismo suponer u = H, pues el cambio en la escala de temperaturas v =
u — H, conduce al caso v = 0. Widder prueba que con la condicién fisicamente natural de que
la temperatura sea positiva, el problema de Cauchy para la ecuacion del calor tiene una Unica

solucion.

2.3.2. El principio del maximo. Resultados clasicos de unicidad

Comenzaras esta seccion estableciendo el principio del méaximo débil para el problema de
Dirichlet. Como consecuencia, se tiene la prueba de unicidad para el problema que se estudiara

mas adelante.
Sea O c R" un dominio acotado con frontera regular 0Q,y sea 0 < T < oo,
Se define D = Q% (0,T) y la frontera parabélica de Dy

Ip:=(Qx{0}) u(@Qx][0,T]

Teorema

Sea u € C(Dr), tal que uy, Uy, € C(Dr U (X {T),i,j = 1,2,.., Ny
u —Au < 0enDry.

Entonces

maxu = maxu
I Dr

Demostracion.

Si se hace la hipétesis adicional
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u—Au<0enDyp (2.3.2.1)

el resultado es inmediato. En efecto, si se tuviese que el maximo se alcanza en un punto
(x0,t0) €D =% (0,T), T' < T, habria de verificarse que

up (X9, to) = 0,Au(xg,tg) < 0,

con lo cual se contradice con el teorema. Por consiguiente, en la hipétesis el maximo no se
puede alcanzar en D, para cualquier T’ < T. Si el maximo se alcanzase en (x,,T) € Q X {T}
se tendria

u;(xg,tg) =0, Au(xg,ty) <0,
gue contradice también el teorema, por lo tanto, en la hip6tesis el maximo se alcanza en I'p.

Se trata ahora de quitar la hip6tesis adicional. Para ello se considera para cada ¢ > 0 la funcién
v(x,t) = ulx, t) + €|x|?.
La funcién v tiene la misma regularidad que la funcion u, verificandose, ademas
ve—Av=u; —Au—2Ne <0
de acuerdo con las hipétesis sobre u. Entonces puesto que v verifica la hip6tesis concluimos
que

maxv = maxv.
Tp Dr

Pero entonces,

maxu < max v = max v < maxu + & max|x|?.
Dr Dr e i Q

Como esto es para € > 0 arbitrario, se tiene

maxu < maxu
Dr T'p

gue con la desigualdad obvia

maxu < maxu
Tp Dr

prueba el resultado.
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Observa que el principio del maximo para la ecuacion del calor excluye parte de la frontera,

justamente la frontera temporal en la direccién del tiempo creciente.

Este principio de maximo se llama débil porque no excluye que el maximo se tome en un punto

interior.

Se tiene un enunciado mas fuerte debido a L. Nirenberg, el cual se vera sin demostracién. Lo
cual te recomiendo que leas el libro M.H. Protter, H.F. Weinberger, (1984) "Maximum Principles

in Differential Equations" Ed. Springer Verlag

Principio del maximo fuerte
Sea u verificando las hipétesis del teorema 2.3.2.1 en D;. Si existe (x4,t;) € Dy tal que

u(xy,t;) =M = maxu,
Dr

entonces u = M.

A continuacion, se aplica el principio del maximo débil a la obtencion de algunos resultados de

unicidad.

Sea como antes Q ¢ R¥ un dominio acotado con la frontera regular Q. Consideremos el

problema

us — Au = 0, x €Q, t>0
u(x,t) =0, x € 0Q, t>0 (2.3.2.2)
u(x,0) =0, x € Q.

Por aplicacion directa del principio del maximo se tiene el siguiente corolario, el cual establece la

unicidad para el problema de la ecuacion (2.3.2.2).

Corolario
Sea u € C(Dr), tal que ug, Uy, € C(Dr U (@ %x{T}),i,j = 1,2,..., N solucién del problema de la

ecuacion (2.3.2.2). Entonces u = 0.
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Menos obvia es la segunda consecuencia del principio del maximo débil.

Como se ha visto en subtema anterior el problema de Cauchy (2.3.1.21), en general, puede tener
mas de una solucién. No obstante, si se restringe a ciertas clases de funciones, se va a poder
demostrar la unicidad. Este subtema se limita al ejemplo, muy interesante, de funciones

acotadas.

Se demostrara que, dentro de la clase de funciones acotadas, el problema (2.3.1.21) tiene una

Unica solucion.

La prueba de este resultado se basa en el principio del maximo; la dificultad esta en que en el
problema de Cauchy se tiene todo RY y no un dominio acotado. En otras palabras, sobre la
"frontera lateral" de la frontera parabdlica, no se tienen condiciones. Esta dificultad se resolvera
con el conocimiento de ciertas soluciones explicitas de la ecuacién del calor, con las cuales se

hard un proceso de comparacion.

Es claro que cualquier funcioén de la forma
|x|?
wy(x,t) =a 2t+T , a ER,
es una solucion de la ecuacion del calor en R" x [0, ). Estas son las soluciones de la
ecuacion del calor que se usaran para comparatr.

Es posible pasar a establecer el resultado de unicidad con precision.

2.3.2.3 Teorema

Sean u4, u, soluciones acotadas del problema

—Au=0, € RV, t>0
{ e 7 A x (2.3.2.3)

u(x,0) = f(x), x € RV, f continua y acotada en RV,

Entonces u; = u,.

Demostracion.
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si |u;(x, )| < My y |uy(x, t)| < My, llamamos M = max{M;, M, }. La funcion v = u; — u, verifica
el problema

{vt—Av=0, x € RV, t>0
u(x,0) =0, x € RV,

La idea es aplicar a v el principio del maximo como en el corolario 2.3.2.3. Directamente esto no
es posible dado que el dominio es todo R"; para resolver esta dificultad se considera para cada

R > 0labola |x] < Ry la funcion

2NM |x]?
’LU’R(X,t)= R2 2t+T ,RER,

gue como se ha visto satisface la ecuacion de calor, en particular en |x| < R,t > 0.

Ademas
wi(x,0) = |v(x,0)] =0, wir(y,t) = 2M = |v(y,t)], sily|]=R,t>0

Aplicando el principio del méximo en el cilindro |y| <R, t € [0,T] av —wyg y a wy — v, resulta

que
—wir(x,t) < v(x, t) < wg(x,t) (2.3.2.4)

para cada (x,t) talque |[x| <R, 0 <t <T.
Dejando fijo (x, t), la desigualdad (2.3.2.4) es valida si R > |x|. Entonces tomando limite para
R — oo se tiene

v(x,t) =0

Como (x, t) es arbitrario se concluye que

cOmo se queria.

Como consecuencia inmediata podemos formular el importante resultado que sigue.
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Corolario.

La Unica solucion acotada del problema (2.3.1.21) con dato acotado, es dada por la férmula
(2.3.1.23).

2.3.3. El problema de Cauchy no homogéneo

Nos vamos a ocupar del problema

— Au = F(x,t), ERN, t>0
{uf u=Fe0,  x (2.3.3.1)

u(x,0) = f(x), x €RN

donde la regularidad de los datos F y f se supone, por el momento, suficiente para que sean
ciertos los céalculos que vamos a realizar. Mas tarde se estudiaran cuales son las condiciones de

regularidad suficientes.

Se vera que un papel importante lo jugara la solucion fundamental. Ahora vamos a escribir la

solucién fundamental con la singularidad desplazada, es decir, consideramos

v(x, t,y,s) = Ki_s(x — y), es decir

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 70



cuaciones diferenciales parciales
Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden

1 lx — yI?
v(x, t,y,s) = Wexp <m) t>s. (2.33.2)

Por calculo directo, o bien, por los argumentos en el tema 2.3.1 se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.3.3.1 Sea v definida por (2.3.3.2), entonces,

Dve—Ayv=0sit>s.

v, +Ayv=0sit>s.

El apartado i) se puede traducir diciendo que fuera de la singularidad la soluciéon fundamental
verifica la ecuacion del calor respecto a t y a y, mientras que el apartado ii) establece que la
funcién v virica la ecuacion del calor "retrograda” como funcion de s, y, lo cual es claro por tener
s el signo contrario a t. Obsérvese, por ultimo, que el laplaciano se puede tomar también con

respecto a x y se sigue cumpliendo el lema.

Un cambio de coordenadas y lo visto en el tema 2.3.1 permiten escribir la siguiente propiedad

importante de la funcién v.

Lema 2.3.3.2 Sea v definida por (2.3.3.2), entonces

f v(x,t,y,s)dy =1 paracadax E RN yt > s.
]RN
Lema 2.3.3. Sean v definida por (2.3.3.2) y Q € RY un dominio, entonces

Vix,t—s)= fv(x, t,y,s)dy
Q

Verifica

1, xeO
0,xgQ ’

(Basta aplicar el teorema (2.3.1.1) a la funcion caracteristica de Q).

limOV(x, t—s)= {

t—s—

Supongamos ahora que u es una solucion regular del problema (2.3.3.1) y sea B; c R la bola

de centro el origen y radio R.

Se observa que llamando (y, s) las variables de espacio y tiempo respectivamente, se tiene
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(uv)s = usv + vu = vAu — uAv (2.3.3.3)

De acuerdo con el apartado el apartado ii) del lema 2.3.3.1.
Teniendo en cuenta (2.3.3.3), integrando en B, x (0,t) y utilizando la formula de

Green en la integral de espacio, obtenemos la siguiente identidad

t

t
J j vFdyds = f {(u(vs + Av) — v(Au — ug))dyds =

Br

(23.3.4)

S—t~
Bgr Br 0 0Bp

t
I d 1'fd+ff(au av)d d
im | uvdy— lim | uvdy van Uz o(y)ds
donde n es la normal exterior a Bz y da(y) el elemento de superficies sobre dBg.

. . d .
Si se supone, por ejemplo, que u es acotada, como v y ﬁ decaen exponencialmente cuando

R — oo, pasando al limite en (2.3.3.4) se obtiene

f vadyds = lim fuv dy — lim fuv dy (2.3.3.5)
s—t s-0%
B B
Se observa que segun el teorema 2.3.1.7

lim f u(, s)v(x, t,y,s)dy = u(x, t), (2.3.3.6)

Y también, por el mismo resultado,

11m Ju(y, s)v(x, t,y,s)dy = fu(y, 0)v(x,t,y,0)dy =
Br

(2.3.3.7)
[ rowe ey,
Br
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Sustituimos (2.3.3.6) y (2.3.3.7) en (2.3.3.5), luego :

Si u es solucion regular del problema (2.3.3.1), entonces

t
u(x, t) =f fv(x,t,y, 0)F(y,s)dyds + ff(y)v(x,t,y, 0)dy (2.3.3.8)
0 Bp Br

Sustituyendo el valor de v se tiene

|x —yI2
u(x,t) = <— >F(y, s)dyd +

(2.3.3.9)

2
(4nt)N/2 ff(y) P (l 43’| )dy

Una vez hecha la conjetura de cédmo escribir la solucién sélo falta un resultado de regularidad en
funcién de la regularidad de F y f que nos permita concluir que la funcién u definida por (2.3.3.9)

es solucién clasica del problema (2.3.3.1).

El resultado que se presenta a continuacion da condiciones suficientes para la existencia de
solucion clasica del problema no homogéneo (2.3.3.1). Al igual que ocurre en la ecuacion de
Laplace la sola continuidad del segundo miembro de la ecuacidn no es suficiente para que la

solucién tenga derivadas segundas.

Recordamos que la solucion fundamental para la ecuacion del calor es

1
Ki(x) = ———exp <— —), t>0 (2.3.3.10)
(4mt) /2
El siguiente teorema requiere de algunos resultados sobre diferenciacion de funciones definidas

por integrales a los que no haremos mencion explicita. Puedes deducir estos resultados a partir

de los que se encuentran en el libro de Analisis Matematico de Tom Apostol.
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Teorema 2.3.3.5 Sea f(x) una funcién continua y acotada en RY y sean F(x,t) y

1, ..., N funciones continuas y acotadas en R" x (0,T), para algin T > 0.

Entonces la funcion u(x, t) definida para (x,t) € R x [0,T) por

t

umw=fm@—wﬂww+fjk@@@—wmﬁﬂww,

RN 0 RN

Verifica

(1) uec(RY x[0,T))

ou 9%u o
(2) 57 € C(RY x (0, T))'Bxiaxj e ¢(RY x (0,T)),i,j = 1,..,N

(3) u es la Unica solucién acotada del problema (2.3.3.1)

Demostracion.

Llamamos

1Mmﬂ=f&&—wﬂww

RN

t

uy(x,t) =f fK(t_S)F(y,s)dyds
0 RN

Por el teorema 2.3.1.7 la funcion u, verifica 1) y 2). En particular, de 1) resulta que

u; (x,0) = f(x), y por tanto u, es solucion del problema homogéneo,

{ut—Au=0, x €RVN, t>0
u(x,0) = f(x), xRV

Basta entonces demostrar que u, verifica 1) y 2) y es solucion del problema

{ut—Au=F(x,t), x €ERN, t>0
u(x,0) =0, xe RN
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Haciendo el cambio de variables espaciales 2\/% =z en la integral (2.3.3.12) resulta

t

0 (x,6) = f f Koy = Y)F(,s) =
0 RN
(6.3.3.13)

f f Ky (2)F(x + 2zt — 5,5)dzds.
0

RN

El integrando, h(x,z,t,s) = K;(z)F(x + 2z\/t —s,s), escontinuoenx,z€ RNy 0 < s < t

verificando ademas que V,h(x, z, t,s) es continuo y que

2 sup

1
|h(x, 2, t, )| = |ky(2)F(x + 224/t = 5,5)| < —72 eIl 5.0 € RN x [0,7)FO» DI (6.33.14)
Siendo también
V.h <L ~lz? - F 6.3.3.15
| X (X,Z,t,S)|_W|Z|e (y,T)ERNX[O,T)l (y'T)l b

donde se ha sustituido el valor de K; (z). Es decir, tanto h como su gradiente respecto a x estan
mayorados por funciones integrables. Se puede comprobar a partir de estas propiedades que la

funcion definida por la integral.

g(x.t,5) = f K, (2)F (x, 22T =5, 5)dz (2.3.3.16)
]RN

Resulta que es continua y acotada en RN x [0, T), mas concretamente.

sup

|g(x,t,s)| <M= (y',[) € RN x [O,T)lF(y'T)ll

Ademas, aplicar el teorema 2.3.1.7 para s — t, resulta g(x, t,t) = F(x,t).

Por consiguiente, se tiene,

UnADM | DCEIT | MT | MEDP 75



cuaciones diferenciales parciales

Unidad 2. El Problema de Cauchy para EDP de Segundo Orden
u, € (RN x [0,T))
u,(x,0) =0

La funcion u, es acotada, siendo

sup

(y,7) € RN X [o,T)|u2(xr t)| < MT

Se tiene que la funcion u, tiene derivadas primeras continuas verificandose

t

ou 1 1 oF

—Z(x, t) = J - ds f e—l7? —(x + 2zt — s, s)dzds.

X t—s J 0x;
0 R

Integrando por partes resulta

t
auz 1 1 2
—— (1) = — f— ds fe-lzl ziF (x + 22/t — s,5)dzds. (2.3.3.17)
) /2 — t

0x; 2T . Vt—s o

Por (2.3.3.15) se puede demostrar que es posible derivar la expresion (2.3.3.17) obteniéndose

que u, tiene derivadas segundas respecto a x continuas en RY x (0,T) y en particular se verifica

t
1 1
Au,(x,t) = N7z f —mds f e‘|Z|zziF(x + 22/t — 5,5)dzds (2.3.3.18)

0 RN

Por otro lado, para calcular la derivada con respecto al tiempo t escribimos

u(x, t+ k) —up(x,t)

k
t+k t
%f g(x,t + k,s)ds + fg(x, L k,s; —9@Ls) ds =L (k) +I;(k)
t 0
Por el teorema fundamental del célculo
lim 1,(k) = g(x, t,6) = F(x, ©). (2.3.3.19)

la funcién g(x, t, s) tiene derivada respecto a t ya que F tiene derivadas parciales respecto a x,

ademas
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oF
gi(x, t,s) = ~lzI? g(x + 2zt — s, s)dz
i

1
— | e
nN/2\t —s f

RN

y por lo tanto, por (2.3.3.15) se concluye que

T[N/Z —5
RN

]

t
1 1 oF
’lcirr(1) (k) = f f ezl Fo (x + 2zt —s,5)dzds. (2.3.3.20)
- i
0

De las igualdades (2.3.3.18), (.2.3.3.19) y (2.3.3.20), se concluye que u, verifica la ecuacion del

calor no homogénea, es decir,

du,
W=Au2 +F,

Como se queria demostrar.

2.3.3. Comparacion entre las soluciones del problema de Cauchy para la

ecuacion de onday la ecuacion de calor

Las ecuaciones de ondas y del calor son sin duda dos de los modelos mas simples y
fundamentales en la teoria de EDP. El andlisis anterior de los mismos indica que se trata de
modelos con propiedades cualitativas muy distintas o, incluso, contrapuestas. Se mencionan aqui

algunas de ellas:

* Reversibilidad temporal

La ecuacién de ondas es reversible en tiempo. Basta para ello hacer el cambio de variable
temporal t' = —t. Se comprueba que el operador de d’Alembert se mantiene invariante por incluir
términos en los que s6lo aparece un namero par de derivadas. Esto no es asi en el caso de la
ecuacion del calor. Por ofra parte, la formula de d’Alembert para la soluciéon de la ecuacién de
ondas es también perfectamente reversible en tiempo. En particular, predice que las soluciones

son igualmente regulares en el pasado que en el futuro. Esto es exactamente lo contrario de lo
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gue ocurre con la ecuacion del calor en la que, a causa de un efecto regularizante sumamente

fuerte, basta que el dato inicial sea integrable para que en todos los tiempos t > 0 la solucién

pertenezca a BC*(R).

» Conservacion de energia

Las diferencias antes mencionadas se observan también el comportamiento temporal de la

energia de las soluciones.

En efecto mientras que en la ecuacion de ondas de energia

1
B =5 [0 + 1 0lax
R
se conserva, en la ecuacion del calor la energia correspondiente

1
e(t) = Ef u?dx
R
se disipa, tal y como se ve, segun la ley
de(t)
dt

—f|ux(x,t)|2dx.
R

* Velocidad infinita de propagacion

En la ecuacién de ondas la velocidad de propagacion es finita. Esto queda claramente de

manifiesto en la férmula de d’Alembert para la solucion:

x+t

u(x,t) = %[f(x I +% f Ak

x—t

De esta férmula se deduce que el valor de la solucién en el punto (x,t) depende exclusivamente

del valor de los datos iniciales en el intervalo [x — t, x + t] denominado dominio de dependencia.
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Del mismo, el valor de los datos iniciales en el punto x, en el instante t =0 se perciben

exclusivamente en el cono: |x — x,| < t, denominado region de influencia.

Estos dos hechos confirman que la velocidad de propagacion en la ecuaciéon de ondas

considerada es de hecho la unidad.

Sin embargo, en la ecuacion del calor, el hecho de que la solucién fundamental o nicleo de
Gauss G sea estrictamente positivo en todos los puntos hace que la velocidad de propagacion
sea infinita de modo que una perturbacion del dato inicial en cualquier punto es instantdneamente

percibida en todos los puntos de la recta real.

Cierre de la unidad

Durante esta unidad revisaste la clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)
de segundo orden, su forma candnica, coeficientes constantes y en diferentes caracteristicas, es

necesario que repases dichos contenidos y sus aplicaciones.

Revisaste como utilizando las EDP, podemos encontrar la solucién al problema de Cauchy,
tomando como bases las Ecuacion de ondas en dimension uno y dimensién espacial, tomando
como bases la Formula Dé Alembert, Método de descenso de Hadamard, DE las medias

esféricas.

Es de tuinterés que revises como el problema de Cauchy, y sus diversas aplicaciones e, diversos
contextos de la Fisica, asi como revisar ejercicios o problemas que tenga relacion con este tipo
de contenidos, los cuales te ayudaran para complementar los conocimientos obtenidos durante

la unidad tres.
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Para saber mas

Para que puedas auxiliarte con
algunos contenidos, referentes
a la unidad y te sirva de apoyo
a las actividades sugeridas, te
recomiendo que revises este
documento, que seria un

apoyo extra a los contenidos.

Ramirez, A. (2012). Introduccién a
EDP: Ecuaciones elipticas. Dpto.
Matematicas, Universidad de
Guanajuato.

https://www.cimat.mx/~joaquin/mnl

1/clase25.pdf

El siguiente documento es
interesante, dado que muestra
ciertas aplicaciones de la EDP,
en diversos contextos, te
permitira relacionar las EDP
con otras asignaturas, y tener
un panorama amplio de los

alcances de la EDP.

Ecuaciones
parciales.
Matematicas

Zamora. A.
diferenciales
Departamento  de
Aplicas y Sistemas. Universidad
Autébnoma Metropolitana.
http://www.cua.uam.mx/pdfs/conoce
/libroselec/Notas Ecuaciones_Difer
enciales Parciales.pdf

(2012).
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