Matematicas

Topologia General

62 Semestre

Unidad 3. Conexidad por trayectorias y compacidad

Clave
05143635

Universidad Abierta y a Distancia de México

$ DCEIT




Topologia General
Unidad 3. Conexidad por trayectorias y compacidad

indice

Presentacion de 1@ UNIAAA ..........oouiiiiiiie e et nnnee e 3
CoMPEtENCIA ESPECIIICA. . uuiiiii it e e e e e e e e e e 4
0 T o | (0 1 T 4
ESpPacios CONEX0S POI trAYECIONIAS ......uuvviiiiie e e et ce e et e e e e e e e e e e e e e s s sareraereaaeeeeaaans 4
COMPONENEES AICO-COMEBXAS . ..eiiiiiurrreerrtaeeasaanrrrrereaeessaaaasnrr e eeaaesssaaanr s rrreeeeeesssaanrrrereeeeasssaannnnrnnes 7
Compacidad, Cubiertas abiertas y compacidad ..........cccooceeveeeiiiiiiiiiiieee e 11
Cierre de 1@ UNIAAU .......oooiiiiiiieii et e e e e e e e e e e e s anrreeean 19
FUBNTES 0@ CONSUITA ... ittt e e et e e e st e e e e e e e e nnnees 20

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 2




AN)

Topologia General
Unidad 3. Conexidad por trayectorias y compacidad

Presentacién de la unidad

En las dos unidades anteriores has estudiado los espacios topolégicos y las funciones que
aparecen naturalmente entre ellos, las funciones continuas. En otras palabras has estudiado los
objetos y las funciones de la topologia. También pudiste revisar la definicion de propiedad

topoldgica y su utilidad para distinguir espacios topologicos, es decir, para clasificarlos.

En ésta, la tercera y Ultima unidad del curso, podras familiarizarte con dos propiedades
topoldgicas: la conexidad por trayectorias, también conocida como arco-conexidad, y la

compacidad.

De estas dos propiedades, la arco-conexidad es la mas sencilla e intuitiva. Se trata, hablando
informalmente, del nimero de pedazos del que esta hecho un espacio. Un pedazo de un
espacio es un subconjunto en el que un punto del espacio podria viajar liboremente. Si un
espacio tiene un solo pedazo se dice que es arco-conexo. Si No es arco-conexo, se puede
saber de cuantos pedazos esta hecho. Para que dos espacios sean homeomorfos es necesario
(aunque no suficiente) que estén hechos del mismo nimero de pedazos. Con la teoria que se
desarrollara el problema de clasificar espacios topol6égicos queda reducido a clasificar los que

Son arco-conexos.

La compacidad es menos intuitiva que la conexidad y también es mas dificil de definir. La
compacidad es una especie de “finitud”. Si en un espacio compacto se tiene una forma de medir
distancias, los elementos del espacio no pueden alejarse mucho, es decir las distancias entre
puntos del espacio estarian acotadas. Otra forma de decir esto es que si viviéramos en un
espacio compacto y comenzaramos un viaje, no podriamos alejarnos de nuestro lugar de origen
tanto como quisiéramos. La diferencia entre un espacio compacto y uno no compacto es la
misma que habria entre vivir en un planeta como el nuestro, que es una esfera, y un planeta

cuya superficie fuera un plano infinito.
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Competencia Especifica

Distinguir espacios topolégicos para simplificar problemas geométricos, analiticos o algebraicos

utilizando las propiedades topoldgicas de conexidad por trayectorias y compacidad.

Logros

e Analizar el concepto de conexidad para determinar conjuntos conexos de manera visual.
e Analizar las diferentes definiciones de compacidad para conocer su relacion con otros
conceptos topolégicos.

o Realizar ejemplos de compacidad, cubiertas abiertas y compacidad.

Espacios conexos por trayectorias

En esta seccion se introduce el concepto de conexidad por trayectorias, una de las dos
propiedades topoldgicas que se mencionaron en la seccidon anterior. La conexidad por trayectoria
es un concepto muy intuitivo y sirve para distinguir espacios topoldgicos de acuerdo al nUmero

de “pedazos” por los que estan constituidos.

Definicion 1.Sea X un espacio topoldgico y a y b dos puntos en X. Una trayectoria de a ab en

X es una funcién continua f:[0,1] - X tal quef(0) = ay f(1) = b.

Definicion 2. Un espacio topolégico X es conexo por trayectorias si para cualesquiera a,b €
X existe una trayectoria en X de a a b. Dicho con simbolos, X es conexo por trayectorias si
VabeX3f:[0,1] » Xtalque f(0) =a,f(1) =b.

Definicion 3. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias en X

si es conexo por trayectorias utilizando la topologia que le hereda X.

Ejemplos:
() R™es conexo por trayectoriasV n € N. Si a, b € R™ entonces una trayectoria que une a con
benR"es f:[0,1] » R™ dada por f(t) = a — t(a — b). Observa que la imagen de la funcion

f es el segmento que une a con b.

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 4



Topologia General
Unidad 3. Conexidad por trayectorias y compacidad

(ii)

(iii)

Q

La bola abierta (y la cerrada) en R™ de radio r y centro en x es conexa por trayectorias en
R™ paratodo x € R", r € R y n € N. La trayectoria del ejemploi) funciona también para este
caso.

No es dificil ver que si “se hace un agujero” a un plano, el espacio resultante es conexo por
trayectorias. Es decir R? \ {p} es conexo por trayectorias para todo p € R?. Sean a 'y b dos
puntos en R? \ {p}; si p no estd en el segmento que une a con b entonces la trayectoria en
R? \ {p} que une a con b es f(t) = a — t(a — b); si p estd en el segmento entre a 'y b, se
construye una trayectoria que evite a p eligiendo un tercer punto ¢ que no esté en la linea
recta que pasa por a,b y p y tomando los dos segmentos que unen a con c y ¢ con b; esta

trayectoria esta dada por la funcién

a—2t(a—>b) OStS%

) =
g 2c—b-2t(c—b)y<t<1

Se deja como ejercicio verificar que la funcion g es continua. Observa la llustracion 1 para que
tengas una idea geométrica de la funcion g. Se puede hacer la misma construccion para cada

n = 2 lo cual muestra que R™ \ {p}es conexo por trayectorias para cada p € R™.

5083 iy 3
o3 ories 13 B S S A

o R? \ {p}es conexo

El siguiente teorema dice que la imagen de un espacio conexo por trayectorias bajo una funcion
continua es también conexa por trayectorias. Esto implica que la conexidad por trayectorias
se preserva bajo homeomorfismos (los homeomorfismos son funciones continuas) y por lo

tanto es una propiedad topoldgica.
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Teorema 4. Sean X y Y dos espacios topoldgicos. Si f: X — Y es continua y X es conexo por

trayectorias, entonces f(X) es conexo por trayectorias en Y.

Prueba: Seanpy q dos puntos en f(X). Seax € f~({p}) cXyye f1({q}) c X. Como X es
conexo por trayectorias, existe una trayectoria g: [0,1] - Xtal que g(0) = x yg(1) = y. Entonces
f o g es una trayectoria de p a q. La ultimaafirmacion se sigue de que la composicion de

funciones continuas es una funcién continua, asi que f o g:[0,1] = Y es continua, f o g(0) =

fla®)=f)=pyfog)=f(g)=f@)=q =

Este teorema, ademas de probar que la conexidad por trayectorias es propiedad topolégica, nos
proporciona una manera sencilla de probar que un espacio es conexo por trayectorias si
sabemos que es la imagen de una funcién continua definida en un dominio conexo por

trayectorias. Esto es lo que vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

(iv)  Elcirculoy la esfera son conexos por trayectorias. El circulo es la imagen de R bajo la
funcion continua u - (cos u, sinu) y la esfera es la imagen de R? bajo la funcién continua
(u,v) - (sinucosv,sinusinv,cosu).

(v)  Eltoro (S x S) es conexo por trayectorias porque es la imagen de R? bajo la funcién
continua (u,v) — (cosu,sinu, cosv,sinv).

(vi)  Una forma mas sencilla (que la del ejemplo (iii)) de probar que el plano agujerado (R? \
{(0,0)}) es conexo por trayectorias es observar que es la imagen de R? bajo la funcién

continua (x,y) — e*(cosy,siny).

No todos los espacios topoldgicos son conexos por trayectorias, como lo muestran los

siguientes ejemplos:

Ejemplos:
(vii)  Sea S =R\ {0}. Cualquier trayectoria que una el 1 con el —1 debe pasar por el 0. Por esto,
S no es conexo por trayectorias. Tenemos asi el primer ejemplo de un espacio que no es

conexo por trayectorias y por fin una prueba de que dos espacios no son homeomorfos: S
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no es homeomorfo a R porque S no es conexo y R si. S tampoco es homeomorfo a ninguno
de los espacios de los ejemplos (i) — (vi).

Sea T la union de los semiejes positivos de R?{(0,y):y > 0}y {(x,0) : x > 0} (observa la
llustracion 2). T no es conexo por trayectorias porque cualquier trayectoria en el plano que
una un punto en un semieje con un punto en el otro semieje debe pasar por la recta y = x.
Pero T no intersecta a esa recta, por lo que no puede haber una trayectoria de ese tipo
contenida en T. Otra forma de probar que T no es conexo es probar que es homeomorfo al

conjunto S del ejemplo (vii).

llustracién 2. El conjunto T

Ya logramos distinguir algunos espacios topolégicos de otros usando la conexidad por
trayectorias, seguimos sin poder distinguir al circulo de un intervalo, pues ambos son arco-

conexos. En la siguiente sub-seccién se desarrollan herramientas para hacer mas distinciones.

Componentes arco-conexas.

No todos los espacios son conexos por trayectorias, pero todos los espacios pueden ser
divididos en subconjuntos maximales que son conexos por trayectorias. A tales subconjuntos se

les conoce como las componentes arco-conexas del espacio.
Para definir las componentes arco-conexas se utiliza una relacién de equivalencia. Dado un
espacio topolégico X y dos puntos x y y, en €l, decimos que x esta arco-relacionado con y si

existe una trayectoria en X entre x y y. Esta relacion se denota porx ~,y.

Afirmacion. ~,es una relacién de equivalencia.

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 7
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Prueba: Recuerda que lo que define a una relacion de equivalencia es que tenga tres

caracteristicas: que sea reflexiva, simétrica y transitiva. Eso es lo que se mostrara.

a) Reflexividad: x ~, x porque podemos tomar la trayectoria constante f:[0,1] = X
dada por f(t) = x Vt.
b) Simetria: x ~, y implica que y ~, x porque si f:[0,1] = X es una trayectoria de x

a y, entonces g:[0,1] - X definida como g(t) = f(1 — t) es una trayectoria de y
ax.

C) Transitividad: x ~, yy y ~, z implica que x ~, z porque si f es una trayectoria de
x ayy g esunatrayectoria de y a z se puede formar una trayectoria de x a z

definida como:

Esta funcion es continua porque f(1) = y = g(}) y ambas, f y g son continuas. Ademas

tenemos que h(0) = f(0) =xy h(1) = g(1) =y.
Por lo tanto, ~, es una relacién de equivalencia. m

Ejemplo:
(ix) SeaT c R?launion de {(0,y):y > 0}y todo el eje X. Cada punto en T puede ser unido
en T con el origen (0,0). Entonces todos los puntos en T estan arco-relacionados con el
origen y, por transitividad, todos los puntos estan arco-relacionados. Por lo tanto Tes arco-

conexo.

Como todas las relaciones de equivalencia, ~, divide a X en clases de equivalencia, que son

subconjuntos disjuntos de elementos relacionados entre si.

Definicion: Las clases de equivalencia bajo la relacion ~, se llaman las componentes arco-

conexas de X.
Por supuesto las componentes arco-conexas de un espacio X son conexas por trayectorias. No

es dificil ver que cualquier subconjunto de X conexo por trayectorias es subconjunto de alguna
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de las componentes arco-conexas de X. Es por esto que se dice que las componentes arco-

conexas de X son los subconjuntos conexos por trayectorias maximales de X.

Los conjuntos con diferente nimero de componentes arco-conexas no son homeomorfos. Esto

se prueba en el siguiente teorema.
Teorema. Los espacios homeomorfos tienen el mismo nimero de componentes arco-conexas.

Prueba: Sea f:S — T un homeomorfismo y supdén que a es una trayectoria que une p y
g enS. Entonces t — f(a(t)) es una trayectoria que une f(p) con f(q) en T. Entonces
los puntos que estan arco-relacionados en S son enviados por f a puntos que estan
relacionados en T. Ademas, si dos puntos no estan arco-relacionados en S sus
imagenes bajo f tampoco estan arco-relacionadas en T, porque si estuvieran querria
decir que £~ envia puntos arco-relacionados a puntos que no estan arco-relacionados,
pero eso no es posible porque f~! también es un homeomorfismo. Por lo tanto, la
imagen de una componente de S es una componente de T y las imagenes de

componentes distintas de S son componentes distintas de T. Esto completa la prueba. m

El teorema anterior nos sirve para distinguir entre los siguientes espacios: S = [0,1] U [2,3] U
[4,5] y T =[1,2] U [3,4] porque uno tiene tres componentes arco-conexas mientras que el otro
solo tiene dos. Ademas, se observa en la prueba que las componentes son apareadas con sus

imagenes bajo el homeomorfismo f, por lo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema. Las componentes arco-conexas de espacios homeomorfos son homeomorfas por

parejas.
Ahora podemos distinguir entre los espacios S = [0,1] U [2,3] y T = [0,1] U {2}, porque aunque
ambos tienen dos componentes conexas, {2}, que es una de las componentes de T, no es

homeomorfa a ninguna de las componentes de S.

El siguiente concepto nos permitira distinguir el circulo del intervalo:

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 9
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Definicion: Sea S un espacio arco-conexo. Llamamos a p € S un n — punto de S si S \ {p}
tiene n componentes arco-conexas. Es decir, si quitando p pasamos de un espacio con una
componente arco-conexa a otro con n componentes arco-conexas. Al punto p también se le
llama un punto de corte de tipo n. Observa que un 1 — punto s un punto que no separa a S,

por lo que también se le llama un punto no separante.

Ejemplos(ver llustracion 3):

(x) Cada punto del intervalo (0,1) es un punto de corte de tipo 2. O lo que es lo mismo, si
removemos de (0,1) cualquier punto, obtenemos un conjunto con dos componentes arco-
conexas.

(xi) En el intervalo [0,1] los extremos 0 y 1 son puntos no separantes, puesto que [0,1] \ {1} =
[0,1) es un conjunto arco-conexo (lo mismo para [0,1] \ {0}). Todos los demas puntos (los
interiores) son puntos de corte de tipo 2.

(xii) El intervalo semi-abierto [0,1) tiene un 1 — punto, el 0, y todos los demas puntos son 2 —
puntos.

(xiii) El conjunto Tdel ejemplo (ix) tiene un 3 — punto, el (0,0), y todos sus demas puntos son 2 —

puntos.

(xiv)  El circulo tiene solamente puntos no separantes o 1 — puntos.

N
\__/

llustracion 3. Cinco conjuntos no homeomorfos

(xv) El conjunto de la llustracion 4 es arco-conexo y tiene un namero infinito de puntos no

separantes y exactamente un n — punto para cada n > 2.

llustracién 4. Conjunto con n—puntos paracadan > 0

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 10
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Para probar que ninguno de los conjuntos de la llustracion 3, ejemplos (x) — (xiii), son

homeomorfos se utiliza el siguiente teorema:

Teorema. Los conjuntos homeomorfos tienen la misma cantidad de n — puntos para cadan €
N.
Prueba: Sea f:S — T un homeomorfismo. Se mostrara que f envia cada n — punto de s
aunn — punto de T. Sea p un n — punto de S. Entonces S \ {p} tiene n componentes.
Como la restriccion de un homeomorfismo es un homeomorfismo, S \ {p} es
homeomorfo a f(S\ {p}) =T \ {f(p)}. Por lo tanto, S\ {p} y T \ {f(p)} tienen el mismo
namero de componentes, lo que nos dice que f(p) es un n — punto de T. La biyectividad

de f completa la prueba. m

Con este teorema finalmente se prueba que un circulo no es homeomorfo a un intervalo.

Compacidad, Cubiertas abiertas y compacidad

Has estudiado en la seccién anterior la propiedad topolégica mas intuitiva: la conexidad. En
esta seccion se presenta una segunda propiedad topolégica conocida como compacidad. Este
concepto no es tan intuitivo como la conexidad. En R™ los conjuntos compactos son los
conjuntos cerrados y acotados. Pero en general, en un espacio topolégico, los conjuntos
compactos no pueden ser descritos de forma tan simple. De hecho, establecer una definicién
formal de compacidad le tomé a los topélogos bastante tiempo. Se dieron varias definiciones
durante el desarrollo de la topologia en los primeros afios del siglo XX y finalmente se

establecié como definicion la que se enunciara al inicio de esta seccion.
A lo largo de esta Ultima seccion del curso, se definira compacidad y se presentaran ejemplos y

teoremas sobre el concepto. Se estudiara la compacidad en los espacios euclidianos y al final

se presentaran resultados que pueden ser usados para estudiar las funciones de variable real.
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Considera los subconjuntos de R? mostrados en la llustracion 5 y en la llustracién 6. Todos
ellos con la topologia estandar. Nuestra meta en esta seccion es establecer qué hace distintas,
topolégicamente hablando, a las figuras etiquetadas como “compactas” de las etiquetadas

como “no compactas”.

 RATLE L 4 Shke i3 ]
5. Conjuntos compactos

llustracién 6. Conjuntos no compactos

Iniciamos con algunas definiciones que nos permitiran establecer el concepto de compacidad.

Definicion: Sea A un subconjunto del espacio topoldgico X y sea O una coleccién de

subconjuntos de X.
a) La coleccion 0 es una cubierta de A o se dice que cubre aA, si A esta contenido en la
union de los conjuntos de 0.
b) Si 0 es cubierta de Ay cada conjunto en O es abierto, se dice que 0 es una cubierta
abierta de A. Observa la llustracion 7.
c) Si O es una cubierta de Ay 0’ es una subcoleccion de O que también cubre a A,

entonces a O’ se le llama sub-cubierta de 0.
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llustracion 7. Una cubierta abierta de A
Ejemplos:

(i) Por la definicién de base (seccion 1.3 de la unidad 1), sabemos que cualquier base de
topologia de un espacio topoldgico X es una cubierta abierta de X.
(i)  Las siguientes dos colecciones de intervalos son cubiertas abiertas de R.
a. 0 ={,(-11),(0,2),(13),}y 02 = {(=,1),(0,)}.

Se puede observar en el Gltimo ejemplo que hay cubiertas abiertas con un nimero infinito de
conjuntos y otras con un namero finito de conjuntos. Los espacios compactos son aquellos para
los que cualquier cubierta abierta con un nimero infinito de conjuntos puede ser reducida a una

sub-cubierta con un nimero finito de conjuntos. La siguiente es la definicion formal.

Definicion. Un espacio topolégico X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una sub-

cubierta finita.

Ejemplo. La linea real R con su topologia estandar no es compacta porque
0= { ’ (_111)7 (0:2): (1,3), }

Es una cubierta abierta, pero ninguna sub-coleccion de O cubre a R. ¢ Puedes ver por qué?

Cada numero entero esta cubierto por solo un intervalo en 0, si quitamos cualquier intervalo de

0, descubrimos un entero. Observa la llustracion 8.

UnADM | DCEIT | MT | MTGE 13
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e I e B

-3 -2 -1 0 1 2 3

llustracion 8. Una cubierta abierta de R sin sub-cubiertas finitas

Ejemplo. Sea X = {x4,x;,**, x,} un espacio topoldgico que consiste de un numero finito de
elementos. Entonces X es compacto porque en cualquier topologia de X puede haber a lo mas

un namero finito de conjuntos abiertos, y por lo tanto cualquier cubierta abierta sera finita.

Se extendera ahora la definicion de compacidad para sub-espacios topoldgicos.
Definicion. Sea X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Se dice que A es compacto
en X si A es un espacio compacto con la topologia que le hereda X. En este caso se dice

también que A es un sub-espacio compacto de X.

Equivalente a la anterior definicién tenemos la siguiente forma de comprobar si un subespacio
de X es compacto. Sea A c X, A es compacto en X si cualquier cubierta de A con abiertos de X

tiene una sub-cubierta finita.

Ejemplo. El subconjunto A = {0} U {-~nen} es compacto en R. Para probar esto, sea 0 una
cubierta de A con subconjuntos abiertos de X. Como O cubre a A, entonces hay al menos un
conjunto abierto U, en O que contiene al punto 0. U, contiene a casi todos los puntos de A (casi
todos significa en matematicas todos excepto un numero finito). Sean x;, x5, -+, x,, l0S puntos
gue no cubre U, (observa que puede pasar que U_0 cubra a todos los puntos de 4, pero en ese
caso {U,}sera la sub-cubierta finita de 0). Para cada x; hay un elemento de U; € O que lo cubre.

Entonces, {U,, Uy, -*+, U, } s una sub-cubierta de 0. Por lo tanto A es compacto en R.

! 1

11
4 3

Uy
[ —— W—MWFO# -t

|~

llustracion 9. El conjunto U, contiene a casi todos los puntos de A
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Ejemplo. Considera el intervalo (0,1] como subespacio de R. Este espacio no es compacto
porque la coleccion 0 = {G 2) :n € N} es una cubierta de (0,1] con conjuntos abiertos de R
gue no tiene sub-cubiertas finitas. Para probar esto sup6n que hay una sub-coleccién 0’ de O

que cubre a (0,1]. Sea n, el natural més grande tal que (ni, 2) € O'. Entonces la unién de los
0

=Ny (1

elementos de 0" es U;_; ;,2) = (ni, 2). Entonces el punto ﬁ € (0,1] no esta cubierto por 0O'.
0 0

Por lo tanto, ninguna sub-coleccién finita de O cubre a (0,1].

Igual que con la conexidad, los homeomorfismos preservan la compacidad. De hecho, una

funcién continua también la preserva, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema. Sea f: X — Y una funcioén continua y sea A un subespacio compacto de X. f(A)es

compacto en X.

Prueba: Sea f: X — Y una funcion continua y sea A un subespacio compacto de X. Para
mostrar que f(A) es compacto en Y considera una cubierta O de f(A) con abiertos de Y.
Entonces, como f es continua, f~1(U) es un abierto de X para todo U € 0. Asi que 0’ =
{f~1(U): U € 0} es una cubierta abierta de A con abiertos X. Como A4 es compacto, hay una
sub-coleccidn finita de 0’, digamos {f~1(U,), f~*(U,), -, f~1(U,)}, que cubre a A. Entonces la
sub-coleccion {U;, U,, -+, U, } de O cubre a f(A). Por lo tanto, O tiene una subcubierta finita, lo

cual implica que f(A) es compactoenY. m

De modo que la compacidad es una propiedad topolédgica. Dos espacios homeomorfos son
compactos ambos o ninguno lo es. Un homeomorfismo entre ellos envia cualquier cubierta
abierta O de uno a una cubierta abierta O’ del otro (¢ recuerdas que los homeomorfismos son
biyecciones entre los abiertos de un conjunto?). Ademas, cualquier sub-cubierta finita de O sera

enviada a una sub-cubierta finita de 0’ por el homeomorfismo.

Ejemplos: Como ni R ni (0,1] son compactos, se sigue que todos los intervalos de la forma

(a,b), (—,b), (a, ), [a,b), [a, ), (a,b]o (—, b] tampoco lo son.
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¢ Qué pasa con los intervalos de la forma [a, b]? En la proxima sub-seccion se mostrara que

es0s intervalos si son compactos con la topologia estandar.
El siguiente teorema muestra que ser cerrado y ser compacto son propiedades parecidas.

Teorema. Sea X un espacio topolégico y sea D un subespacio compacto de X. Si C es un

subconjunto de D que es cerrado en X entonces es compacto en X.

Prueba: Sea D un subespacio compacto del espacio topolégico X. Supon que C es un
subconjunto de D cerrado en X. Sea O una cubierta de C que consiste de conjuntos abiertos en
X. El conjunto X \ C es abierto en Xporque C es cerradoen X. Sea 0’ = 0 U (X \ C) (observa la
llustracion 10). O'es una cubierta abierta de X porque X \ C cubre la parte de X que no cubre 0.
Entonces O’ es una cubierta abierta de D ¢ X. Como D es compacto, existe una sub-coleccién
finita de O’ que también cubre a D. Sea 0" tal sub-coleccién finita. 0" cubre a € porque C c D.
Entonces 0" \ (X \ C) también cubre a C y es una sub-coleccion de 0. Esto quiere decir que

existe una sub-coleccion finita de 0 que cubre a C, por lo tanto C es compacto en X. m

llustracién 10. Si se agrega X — C a un cubierta abierta de C se obtiene una cubierta abierta
de X

El teorema anterior establece que un subconjunto cerrado de un espacio compacto también es
compacto. Sin embargo, la relacion inversa no es cierta en general, es decir, hay conjuntos
compactos que no son cerrados. Para dar un ejemplo, se necesita un espacio topolégico con
una topologia rara. En el siguiente ejemplo puedes ver ademas que la compacidad depende de

la topologia que le demos a un conjunto.

Ejemplo. Considera la recta de los nUmeros reales R con una topologia que se conoce como
topologia del complemento finito. En la topologia del complemento finito los conjuntos

abiertos son los que tienen complemento finito. Puedes probar facilmente que los conjuntos de
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complemento finito en R son una topologia usando las herramientas de la unidad 1. Al espacio
topoldgico formado por el conjunto R y la topologia del complemento finito se le denota R.¢. Por
ejemplo, en este espacio,R \ {0} es un conjunto abierto porque su complemento es {0}, un
conjunto finito; pero el intervalo (0,1) no es abierto, porque su complemento R\ (0,1) no es

finito.

En R, todos los subconjuntos son compactos. Esto se debe a que cualquier abierto de R.f
deja sin cubrir solo un nimero finito de puntos del espacio entero, de modo que en cualquier
cubierta de un subconjunto de R.; con abiertos de R, hay una sub-coleccion finita que cubre a

todo R.f, y por lo tanto a cualquiera de sus subconjuntos.

Sin embargo, en R, no todos los subconjuntos son cerrados. De hecho, ningun
subconjunto infinito (excepto R, mismo) es cerrado, pues su complemento no es abierto.
Por lo tanto, en R, no todos los compactos son cerrados. Como ejemplo facil, el conjunto

de los nimeros enteros es compacto en R.; pero no es cerrado.

Ejemplo: También hay conjuntos cerrados que no son compactos. En R? con la topologia
estandar, el eje X es cerrado pero no es compacto (por ser homeomorfo a R con la topologia

estandar).

Entonces, aunque las propiedades de ser cerrado y ser compacto son cercanas, parece dificil
decir cual es la relacion exacta que hay entre estas dos propiedades. Sin embargo, cuando los
espacios topoldgicos en los que trabajamos son los euclidianos, se tienen un teorema que
caracteriza a los conjuntos compactos como cerrados y acotados. Ese es el tema de la proxima

sub-seccion.

Compacidad en R"

En los cursos de calculo o de andlisis real, donde se estudian los espacios euclidianos con la
métrica estandar (y por lo tanto con la topologia estandar), se suele definir a los conjuntos
compactos como los que son cerrados y acotados. Observa que esa definicion solo vale donde
ademas de una estructura topolégica se tiene una estructura métrica, es decir, solo vale para

los espacios donde se puede medir, porque ser acotado es un concepto que necesita la nocién
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de distancia. Sin embargo, si el objeto de estudio son los espacios euclidianos, es una gran
ventaja tener una caracterizacion de los espacios compactos en términos de dos caracteristicas

gue son mas faciles de verificar: ser cerrado y acotado.

Para ello se enuncia el teorema que sustenta tal caracterizacion y se muestran algunos

ejemplos.

El siguiente teorema se conoce como el teorema de Heine-Borel y nos da una caracterizaciéon

completa de los subconjuntos compactos de R™ con su topologia estandar.

Teorema. Un subconjunto A ¢ R™ es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

La prueba de este teorema es muy larga y llena de detalles tediosos por lo que no se incluira en
el texto, pero puede ser revisada en cualquiera de los libros anotados en las Fuentes de

consulta.

Ejemplos:

()  Vuelve a ver la llustracion 5 y la llustracién 6. Usando el teorema de Heine-Borel se
puede decir faciimente por que las figuras de la llustracién 5 representan subconjuntos
compactos de R? ¢verdad? Todas ellas son figuras cerradas y acotadas. Y a las figuras
de la llustracién 6 les falta alguna de esas dos propiedades, por lo que no son
compactas.

(i)  Elintervalo [0,1] es cerrado (se prob6 en la unidad 1) y acotado porque esta contenido
en la bolaB'(0,2) de radio 2 y centro en cero enR (¢ recuerdas la definicién de conjunto
acotado que se estudio en la seccién de propiedades topolédgicas de la unidad 27?). Por
lo tanto el intervalo [0,1] es compacto.

(i)  Es circulo unitario en R? es compacto porque es cerrado y acotado. También puede
probarse este hecho diciendo que el circulo es la imagen del intervalo [0,1] bajo la

funcién continua f: R - R? dada por la regla f(t) = (cost,sint).
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Cierre de la Unidad

Has llegado al final de la unidad 3 y del curso de topologia general. En esta unidad estudiaste a
detalle dos propiedades topoldgicas: la arco-conexidad y la compacidad. Esto te permite

distinguir muchos de los espacios topologicos que estudiaste en la unidad uno.

La arco-conexidad es una propiedad topologica que distingue el nimero de componentes de las
gue esta hecho un espacio topolégico. Usando esta propiedad se puede distinguir todos los
conjuntos finitos dotados con la topologia discreta de acuerdo a su nimero de elementos.
También se pueden distinguir espacios como R y R menos un punto. Haciendo uso de los
puntos de corte, concepto asociado a la arco-conexidad, podemos distinguir un circulo de un

intervalo.

La compacidad es la propiedad que permite distinguir un intervalo abierto de uno cerrado. En
los espacios euclidianos puede ser descrita facilmente como la conjuncién de otras dos
propiedades que no son topoldgicas: ser acotado y cerrado. Esta propiedad se utiliza mucho en

los cursos de andlisis y es base para muchos teoremas de optimizacion.
Con la herramienta desarrollada a lo largo del curso estas listo para abordar el estudio de otros

temas que podras consultar en cualquiera de los libros de referencia que aparecen al final del

texto.
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