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Unidad 1. Légica de enunciados o de proposiciones

Presentacién de la unidad

En esta unidad se introducirdn los conceptos de lenguajes formales, simbolos de légica de
enunciados, reglas y el principio de induccion, que permitiran generar procesos l6gicamente
estructurados en la basqueda de soluciones de problemas en distintas areas, para lo cual se
contara con las herramientas, el lenguaje y el pensamiento l6gico; para determinar si un
enunciado o solucion esté estructurado correctamente y, por lo tanto, si es valido.

Competencia especifica

Aplica el lenguaje de la l6gica de proposiciones mediante el
calculo proposicional para comprender el concepto de sistema
formal.

Logros

e Usar procesos légicos para comprender los
lenguajes formales.

e Utilizar los simbolos de la l6gica para formar
enunciados.

e Utilizar la légica matematica en férmulas
conocidas.

e Utilizar el principio de induccién para validar
enunciados.
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1.1. Ellenguaje de laldgica de enunciados

La l6gica de enunciados o de proposiciones permite traducir proposiciones enunciadas en
lenguaje natural a simbolos légicos o matematicos para analizarlas y asignarles un valor de
verdad o falsedad.

En la lI6gica de enunciados (o l6gica proposicional), se estudia la composicién de enunciados
mediante los conectivos (“y”, “0”, “si..., entonces...”, etcétera), y se fundamenta en el principio
de bivalencia, en el cual todo enunciado en el lenguaje natural tiene un valor de verdad bien
definido, de verdadero o falso, no ambos a la vez.

Para empezar, considera que cada proposicion tiene una forma logica a la que se le da un
nombre, unas se denominan proposiciones atbmicas y otras proposiciones moleculares.

Proposicion atbmica: es una proposicion simple sin términos de enlace.
Proposicion molecular: se forma de una o varias proposiciones atomicas y términos de enlace
(o conectivos).

En lo siguiente, se definirh méas precisamente el lenguaje que se va a usar y cOmo se
determinan los valores.

1.1.1. Introduccion a los lenguajes formales

El uso del lenguaje formal permite escapar de las ambigliedades e imprecisiones de los
lenguajes naturales; sin embargo, los lenguajes formales tienen un grado de expresividad
limitado.

A diferencia de los lenguajes naturales (como el espafiol o el aleman, por mencionar algunos),
éste sera un lenguaje formal, con reglas de precisién y caracteristicas de este lenguaje, para
explicarlo considera el siguiente ejemplo:

Ejemplo

El enunciado “Se observaron rastros de potasio” se puede traducir al lenguaje formal, usando,
digamos, el simbolo K, para el enunciado relacionado “No se observaron rastros de potasio”
se puede utilizar (=K), el simbolo - es el simbolo para la negacion. Para un enunciado que
no esté relacionado "La muestra contenia cloro”, se elige el simbolo C, a partir de estos dos
enunciados, es posible definir enunciados compuestos y representarlos de forma simbdlica de
la siguiente manera:
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El enunciado compuesto “Si se observaron rastros de potasio, entonces la muestra no
contenia cloro” se puede representar como (K — (—C)), donde la flecha es traduccion de
“si..., entonces...”.

En el enunciado “La muestra contenia cloro y se observaron rastros de potasio”, se usara el
simbolo A como traduccién de “y”, es decir:
(CAK)

En el siguiente enunciado se usara el simbolo Vv para la disyuncion “o
“No se observaron rastros de potasio, o la muestra no contenia cloro”

((=K) v (=0))

En el siguiente enunciado hay dos formas alternativas para la traduccién del enunciado que
en el lenguaje natural son entendidas como “lo mismo”.
“Ni la muestra contenia cloro, ni se observaron restos de potasio”

(=(CA K)) o bien ((=C) A (=K))

Un aspecto importante de la descomposicion de los enunciados compuestos es que sabiendo
la verdad o falsedad de las partes atomicas, se puede saber la verdad o falsedad del
compuesto. Considera entonces la siguiente situacion: “El quimico sale de su laboratorio y
anuncia gue observo rastros de potasio pero que la muestra no contenia cloro”; de esta
manera, puedes saber la verdad o falsedad respectivamente de los cuatro enunciados
mencionados, es posible construir la siguiente tabla (Tabla I) para ejemplificar los cuatro
resultados experimentales posibles, la descripcién de este método se dara mas adelante.

Tabla 1
K C (=(cvEK))  ((=0) A (=K))
F F v v
F 4 F F
4 F F F
v v F F

Generalmente se incluyen tres tipos de datos en la descripcién de un lenguaje formal:

1. Especificar el tipo de simbolos (el alfabeto) en la I6gica de enunciado. Algunos simbolos
son (,),—,,A,4,, ...

2. Especificar las reglas de formacion para la sucesiones finitas de simbolos “gramaticalmente
correctas” (éstas se llaman férmulas). Por ejemplo:

Las sucesiones de simbolos (4; - (—=A,)) es una formula, mientras que )) - Az no lo es.

Ciencias Fv:lr‘l':lc’ Inganiarias v; Tecnolo
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3. Indicar las traducciones permisibles entre el espafiol y el lenguaje formal. Los simbolos
Ay, A,,...pueden ser traducciones de enunciados declarativos del espariol.

La tercera parte es en la que se da significado a las férmulas. Este proceso de asignacién de
significado es lo que motiva a hacer todo esto. Aunque también es posible que se realicen
manipulaciones en las férmulas sin tomar en cuenta cualquier significado posible. Si una
persona solo estuviera al tanto de los dos primeros datos de la descripcién del lenguaje, puede
gue realice cualquiera de las cosas que se haran, pero esto no tendria ningun sentido para ella.

Brevemente se examinan algunas clases de lenguajes formales con una importancia muy
grande en la vida moderna.

Una clase de lenguaje formal de interés generalizado hoy en dia son los usados por las
computadoras digitales (o gue al menos estan en conexidn con ellas); existen muchos de estos
lenguajes, una férmula tipica en uno de ellos es:

01101011010100011111000100000111010

En otro, una férmula tipica es:
STEP#ADDIMAZ, A

Un lenguaje de programacion muy conocido es C++ que tiene formulas como ésta:
while(x s + +)
En cada lenguaje formal existe un procedimiento para traducir las féormulas al espafiol y (para una

clase restringida de oraciones del espafiol) un procedimiento para traducir del lenguaje natural al
formal.

1.1.2. Simbolos de lal6gica de enunciados

Se asume que se tiene una sucesion infinita de objetos distintos llamados simbolos, a los
cuales se les da hombre en la tabla siguiente (basada en la que se encuentra en A
Mathematical Introduction to Logic, p. 14). Se asume también que ninguno de estos simbolos es
una sucesion finita de otros.

Tabla #
Simbolo Nombre largo Observaciones
( Paréntesis izquierdo Puntuacion
) Paréntesis derecho Puntuacion
- Simbolo de negacion Espafiol: no
A Simbolo de conjuncion Espafol: y

Ciencias Fv:lr‘l':lc, Inganiarias v; Tecnolo
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Y Simbolo de disyuncion Espafiol: o (inclusivo)

- Simbolo condicional Espafol: si___, entonces __
o Simbolo bicondicional Espafiol: siy solo si

Ay Primer simbolo de enunciado

A, Segundo simbolo de enunciado

A, Enésimo simbolo de enunciado

Considera las siguientes observaciones:

1.

Los simbolos —,A,v, —, & son llamados conectivos de enunciados. La forma en que se
usan es sugerida por la traduccién que se presenta en la tabla. Los conectivos, junto con
los paréntesis, son simbolos l16gicos. Los simbolos de enunciado son los parametros
(o simbolos no légicos), su traduccion no esta fija; mas bien estara abierta a
interpretacion.

Se introdujeron una cantidad numerable de simbolos de enuncuado. La mayor parte de
las cosas que se presentan en este tema se aplican bien, si se considera un conjunto
arbitrario de simbolos de enunciado.

Algunos autores prefieren llamar a A,, el enésimo simbolo de proposicién (y hablar de
l6gica proposicional). Esto porque se quiere que la palabra “enunciado” se refiera a un
tipo particular de oracién y que una proposicion sea lo que un enunciado afirma.

Se denominaron “simbolos”, pero esto es, siendo neutrales, acerca del status ontoldgico
de los simbolos. Por ejemplo 4,5 es un simbolo, a saber el cuadragésimo tercero de
enunciado, (por otra parte, “A,3” es el nombre de éste). El simbolo condicional puede o
no contar con la propiedad geométrica de estar conformado como una flecha, aunque su
nombre “-” si la tiene). Los simbolos pueden ser conjuntos, nimeros, canicas u objetos
pertenecientes a un universo de objetos linglisticos. En este Ultimo caso se puede tener
gue sean de hecho las mismas cosas que los nombres que usamos para ellos. Otra
posibilidad es que los simbolos de enunciados sean férmulas de otro lenguaje.

Al suponer que ningun simbolo es una sucesion finita de otros simbolos se tiene que los
simbolos de la lista son distintos (por ejemplo: A; #<) y se exige que A; # (=, 4,, (). El
proposito de esta descomposicion es asegurar que las sucesiones finitas de simbolos
tengan una descomposicion Unica. Es decir, si:

(alr ey am) = (bll ey bn)

con a; y b; simbolos, entonces m =ny a; = b;.

Una expresidn es una sucesion finita de simbolos. Se puede especificar una expresion
concatenando los nombres de los simbolos; asi, (=A4;) es la sucesion ((, -, 4;,)). Esta notacién

Ciencias-Exactas, Ingenieriasy Tecnolo
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se extiende: si a y B son sucesiones de simbolos, entonces af es la sucesion que consiste en
los simbolos de la sucesion a seguidos de los simbolos de la sucesion S. Por ejemplo, sia y
son las expresiones dadas por las ecuaciones:

a = (—|A1)
B =4

Entonces, la expresion (a — ) es la expresion ((-4;) - 4,).

A continuacion, se presentan dos ejemplos de traducciones de enunciados del lenguaje natural
a expresiones del lenguaje formal. Sean A4, B, ..., Z los primeros 27 simbolos de enunciado.

1. Espafiol: El sospechoso debe ser liberado. Traduccion: R.
Espafiol: La evidencia obtenida es admisible. Traduccion: E.
Espariol: La evidencia obtenida es inadmisible. Traduccion: (—E).
Espafiol: La evidencia obtenida es admisible y el sospechoso puede no ser liberado.
Traduccion: (E A (=R)).
Espafiol: La evidencia obtenida es admisible o el sospechoso debe ser liberado (o
posiblemente ambas cosas). Traduccién: (E V R).
Espafiol: O bien la evidencia obtenida es admisible o el sospechoso debe ser liberado, pero

no ambas cosas. Traduccion: ((E VR)A (ﬂ(E A R))). Siempre se usara el simbolo v como
traduccién de la palabra “0” en su sentido inclusivo “y/o0”.

Espafiol: La evidencia obtenida es inadmisible pero el sospechoso puede no ser liberado.
Traduccion: ((=E) A (=R)). Por otra parte, la expresion ((—E) v (—R)) se traduce al espafiol
como “La evidencia obtenida es inadmisible, o el sospechoso puede no ser liberado”.

2. Espafol: Si mi abuela tuviera ruedas, seria bicicleta. Traduccion: (R - B).
Espariol: Mi abuela tiene ruedas si y soélo si es bicicleta. Traduccion: (R < B).

Con este respecto ten mucho cuidado, no debes confundir un enunciado del lenguaje natural
(Las rosas son rojas) con una traducciéon de dicho enunciado al lenguaje formal (por ejemplo R)
pues son diferentes; el enunciado en espafiol es presuntamente verdadero o falso, pero la
expresion formal es s6lo una sucesiéon de simbolos (si bien es posible darle interpretacion ésta
depende del contexto).

También considera que algunas expresiones no se pueden obtener como traducciones de
ningun enunciado en lenguaje natural, tal como...

((= 4s.

A continuacién se vera como hacer que una férmula esté bien estructurada o tenga sentido para
lo que se esta haciendo.
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1.1.3. Reglas de formacion de férmulas

Las reglas de formacion permiten definir formulas que son expresiones “gramaticalmente
correctas”, excluyendo las que no tienen sentido.

La definicién para la formaciéon de férmulas tendra las siguientes consecuencias:
(a) Todo simbolo de enunciado es una férmula.
(b) Siay B son férmulas, entonces también lo son (= a), (a A B), (a V B), (a = B), (a < B).
(c) Ninguna expresién es férmula a menos que (a) y (b) obliguen a ello.

Se quiere precisar la tercera propiedad. Una formula bien formada es una expresion que se
construye a partir de simbolos de enunciados y de la aplicacion, un numero finito de veces, de
las operaciones de construccion de formulas (sobre las expresiones) definidas por las
ecuaciones.
8_| = (—| CZ),

Enla,B) =(anp),

Ev(a,p) = (aVp),

Es(a,p)=(a-p),

Eol(a,p) = (a = p).

Por ejemplo, la siguiente expresiéon es una férmula que se construye a partir de cuatro simbolos
de enunciados aplicando cinco veces operaciones de construccion de férmulas:

(A1 A 410) > ((~43)V (4g © 45)))

El &rbol muestra cémo se construye la expresion:

((Al AAqp) - ((—' A3)V (Ag © As)))

((" A3)V (Ag < As))

(A1 AN Aqp) (m43) (4g < 45)

/\

Ar Ago 4;  Ag A4

Se puede desarrollar la idea de “construccion” como sigue: Defina una sucesion de
construccidon como una sucesion finita (g4, ..., &,) de expresiones que, para cada i < n, se tiene
al menos uno de los siguientes hechos:

&; es un simbolo de enunciado

Ciencias Fvar‘l':lc, Inganiarias v; Tecnolo
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& = £_(g) paraalgin j < i
& = Eq (g, &) paraalgunos j < i,k <i
Donde o es uno de los conectivos binarios A,v, —, <». De esta manera, las formulas pueden
caracterizarse como las expresiones «, tales que alguna sucesion de construccion termina con

a. Puedes pensar ¢; como la expresion en el estado i del proceso de construccion.

Por ejemplo, para la expresion:
((A1 NAjp) = ((—l A3)V (4g & As)))

Se obtiene una sucesion de construccién al comprimir su arbol genealdgico en un orden lineal.

Una caracteristica en este tipo de construccion es que genera un tipo de induccién.

Ciencias Evactas Ingenierias v Tecnolo
Hehclas =x2e2s —gehieras V— noo
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1.1.4. Principio de induccion

1.1.4.1. Definicion
Un conjunto S es cerrado bajo una funcién f de dos argumentos si cada vez que x, ye S,
entonces f(x,y) € S, y analogamente para funciones de un argumento, etcétera.

1.1.4.1. Teorema. Principio de induccidn

Sea S un conjunto de férmulas que contiene todos los simbolos de enunciado y es cerrado bajo
las cinco operaciones de construccion de formulas, entonces S es el conjunto de todas las
férmulas.

Primera demostracion

Sea a una férmula cualquiera, entonces a se construye mediante simbolos de enunciados al
aplicar un namero finito de veces las operaciones de construccion de férmulas.

Si se explora el arbol geneal6gico hacia arriba, se encontrara que cada expresion que existe en
el arbol pertenece a S; después de un numero finito de pasos se encontrard, en la punta del
arbol, que a € S.

Segunda demostracion

Se usa la misma idea que en la primera demostracion, sélo que no se usaran los arboles.
Considérese una férmula a cualquiera, entonces a es el Gltimo miembro de alguna sucesion de
construccion (g4, ..., &,), por induccion numérica fuerte ordinaria sobre el nimero i se observa
que cada¢; € S, parai <n.

Es decir, supongase como hipétesis de induccion que ¢; € S para toda j < i. Entonces se
verifica que ¢; € S, considerando los diferentes casos. Asi, por induccion fuerte sobre i, se sigue

gue ¢; € S para cada i < n. En particular, el tltimo miembro « pertenece a S.
]

El principio de induccion permite saber si ciertas expresiones no son férmulas.

Ejemplo
Ninguna expresion con mas paréntesis izquierdos que paréntesis derechos es una formula.

Demostracion

La idea es que, al comenzar a construir férmulas, se empieza con simbolos de enunciados
(que tienen cero paréntesis izquierdos y cero paréntesis derechos), luego aplicando las
operaciones de construccién de férmulas, las cuales agregan paréntesis sélo por parejas, uno
izquierdo y uno derecho. El argumento se puede reformular de la siguiente manera: el
conjunto de las férmulas “balanceadas” (las que tienen igual nimero de paréntesis izquierdos
que derechos) tiene como elementos a todos los simbolos de enunciado y es cerrado bajo las
operaciones de construccion de formulas. Es decir, el conjunto de férmulas balanceadas es
inductivo. El principio de induccién asegura, entonces, que todas las formulas son
balanceadas.
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]
Una caracteristica especial de las operaciones de construccion de formulas particulares es que
van hacia arriba y nunca hacia abajo. Esto es: las expresiones £,(a, §) siempre incluyen la
sucesion completa a (y la sucesién completa g) mas otros simbolos. Por ende, es mas largo

que ayp.

Esta caracteristica especial simplifica el problema de determinar para cada férmula ¢ cémo fue
construida exactamente.

Todos los bloques de construccidn, por decirlo asi, estan incluidos como segmento en la
sucesion de construccion de ¢.

1.2. Asignacién de verdad

Se quiere definir lo que significa que una formula del lenguaje se siga l6gicamente de otras
férmulas. Por ejemplo, A; debera seguirse de (4; A A,), ya que, independiente de cémo se
traduzcan los pardmetros A; y A, al espafiol, si la traduccién de (4; A A,) es verdadera,
entonces la traduccion de A, debe ser verdadera. Pero la nocion de todas las posibles
traducciones al espafol es demasiado vaga; sin embargo, es posible expresar esta idea en una
forma simple y precisa.

Se fija un conjunto {V, F} de valores de verdad que consta de dos puntos distintos:

v, llamado verdad
F, llamado falsedad

Al fijar este conjunto no importa qué sean estos puntos, también podrian ser, por ejemplo,
nameros 1, 0. Entonces una asignacion de verdad para un conjunto § de simbolos enunciados
es una funcion:

v:§ - {V,F}

que asigna V o F a cada simbolo en §. Estas asignaciones de verdad se usaran en vez de las
traducciones al lenguaje natural.

Con lo anterior se esta diciendo que se usara una légica bivalente, por supuesto, esto deja la
idea de poder usar tres valores verdad, o quiza un conjunto mas grande de 1000 valores de
verdad, X, valores de verdad o tomar como conjunto de valores de verdad el intervalo [0,1],
todo lo anterior es posible; sin embargo, la I6gica bivalente es la que siempre ha sido de mayor
significacion y en este curso sera nuestro objeto de estudio.

Sea § el conjunto de las férmulas generado a partir de S por las cinco operaciones de
construccion de féormulas. Se quiere una extension v de v,
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v:§ - {V,F}

que asigne el valor correcto de verdad a cada férmula de S y debe satisfacer las siguientes
condiciones:

a) Para cualquier A € §, 7(A) = v(A4).
b) Para cualesquieraayfens:

_ Vsiv(a) =F
1. = ’
v((—mc)) {F en los demds casos.

T A
0. v ) = (5 02 v W =Y (o ambed)
o= O o
5 9@ D)= {5 e demis casos

Como ejemplo de la forma de calcular v, sea «a la formula:

((42 > (41 = 49) & (A2 A A1) > 4q))

y sea v la asignacion de verdad para {A;, A,, A¢} tal que:

v(4)) =V
v(4y,) =V
v(dg) =F

Se quiere calcular 7(a). Mira el siguiente arbol que muestra la construccién de a:

((42 > (41 = 40) & (42 A 41) ~ 45))
/ \

(422 A= 40), (420415 4)

A, (A1 - Ag) (A4, NAp) Ag
v’ F ’ |74 ’ F
A NPAN

A A A A
|/ F’ v’ %4

Si te desplazas de abajo hacia arriba puedes asignar a cada vértice B del arbol el valor 7(B). Se
puede escribir esto de manera mas concisa y en una sola linea:

(D
()

Ciencias Evactas Ingenierias v Tecnolo
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(A2 2 (A1 46)) © (A2 A Ay) — Ag))
vV FVFFV vVVv F F

De esta forma se tiene una asignacion de verdad a las férmulas de S , el siguiente teorema
habla de la unicidad de esta extension para la funcién asignacién de verdad.

Teorema
Si v es una asignacion de verdad para el conjunto S, entonces existe una Unica funcion 7: § —
{V, F} que satisface las condiciones anteriores en los incisos a) y b).

Este teorema se sigue del teorema de recursion, que se dara en temas siguientes, y del
teorema de unicidad de la lectura de formulas, pero te debe parecer claro después del ejemplo.
Al demostrar la existencia de 7, el punto importante es, esencialmente, la unicidad de los
arboles mencionados en el ejemplo.

Se dice que una asignacion de verdad v satisface ¢ sii 7(¢) = V. Evidentemente, esto significa
que todos los simbolos de enunciado de ¢ deben pertenecer al dominio de v.

1.2.1. Implicacién tautolégica

Considera ahora un conjunto X de formulas que juegan el papel de hipétesis y otra formula 7, la
posible conclusion.

1.2.1.1. Definicion

X implica tautoldégicamente a T (2 E t) ssi (si y s6lo si) toda asignacion de verdad para los
simbolos de enunciado que ocurren en Xy en 1, que satisfaga a todos los elementos de X
también satisface t.

Esta definicion esta relacionada con la idea que se tiene de que una conclusién se sigue de un
conjunto de hipotesis, que si se suponen verdaderas esto garantiza la verdad de la conclusion.

Se mencionan ahora algunos casos especiales de concepto de implicacién tautol6gica. Primero
considera el caso especial en el que X es el conjunto @. En este caso se tiene que es cierto por
vacuidad que toda asignacion de verdad satisface a todos los elementos de @ (esto puedes
verlo preguntandote ¢cdédmo podria ser esto falso? La respuesta es que existiera algin elemento
en @ que no satisfaga la propiedad, lo cual es absurdo). Por tanto, se tiene: @ &= t ssi toda
asignacion de verdad (para los simbolos de enunciado que ocurren en 7) satisface t. En este
caso se dice que 7 es tautologia (= 7). En el ejemplo que se presentd antes, la férmula:

((AZ - (41— 4g)) © (A2 A A - Aé))
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se satisface con cualquiera de los ocho posibles valores de verdad para {4,,4,,4}, es decir,
sin importar los valores de verdad que se le asignen a los elementos de {A4;,4,,4.} el
enunciado siempre es verdadero, por tanto es una tautologia.

Otro caso especial es aquel en gue ninguna asignacion de verdad satisface a todos los
elementos de X. Entonces, para toda t es cierto por vacuidad que X & 7. Por ejemplo, considera:
{4,(=A4)} E B.

Se presenta el siguiente ejemplo sobre implicacion tautoldgica.

Ejemplo

Considera {4, (A - B)} £ B. Existen cuatro posibles asignaciones de verdad para {A, B}.
Puedes verificar, al calcular los valores de verdad de cada parte, que sélo una de estas
cuatro posibilidades satisface tanto a A como a (A — B); ésta es la v para la cual v(4) =
v(B) = V.Y claramente esta v también satisface B.

Si X es un conjunto unitario de la férmula o, £ = {o}, entonces se escribe “o = t” en lugar de
“fo} ET.

1.2.2. Equivalencia tautoldgica

1.2.2.1 Definicién

Sialavezo E Ty 1 E 0, entonces oy 7 se llaman tautolégicamente equivalentes (o = 7).
Por ejemplo, cuando se tienen las formulas (=(C v K)) y ((=C) A (=K)) como traducciones
equivalentes de una oracion en espafiol, se afirma que entonces son tautolégicamente
equivalentes.

Se puede enunciar sin demostracion, por ahora, un hecho realmente importante y no trivial.
1.2.2.1. Teorema [teorema de compacidad]

Sea X un conjunto infinito de férmulas tal que para todo subconjunto finito X, de X existe una
asignacion de verdad que satisface a todos los elementos de X,. Entonces existe una

asignacion de verdad que satisface a todos los elementos de X.

Se puede reformular el teorema anterior de una manera mas sencilla como sigue: Si todo
subconjunto finito de T es satisfactible, entonces X es satisfactible.

1.2.3. Tablas de verdad
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Existe un procedimiento sistematico para verificar, dadas las formulas gy, ..., 0% Y T, Si

{01, ...,0¢} E T 0 no. En particular, cuando k = 0, el procedimiento decidir4, dada una férmula, si
es tautologia o no. Como primer ejemplo, se vera que

(=(AAB)) E ((=4) v (=B)).

Para esto, considera todas las asignaciones de verdad para {A, B}, puedes ver que para un
conjunto de n simbolos hay 2™ asignaciones de verdad, las cuatro asignaciones en este caso se
pueden escribir en una tabla:

RS IR SR S« N
T <Tm<W

Esta tabla se puede extender para que incluya a (—(4 A B)) y ((=A4) v (=B)). Para cada
férmula se calculan los valores de V' y F, como se dijo, escribiendo el valor de verdad debajo de
la conectiva correcta, esto se presenta en la siguiente tabla:

A B (-(AAB)) ((=4) v (=B))
|4 |4 FVVV FV FFV
|4 F VVFF FV VVF
F 4 VFFV VF VFV
F F VFFF VF VVF

Puedes ver que todas las asignaciones de verdad que satisfacen a (ﬂ(A A B)), y que son tres,
tambien satisfacen a ((—.A) % (—.B)). También es cierta la conversa y, por tanto, son
tautologicamente equivalentes (=(4 A B)) E=l ((=4) vV (=B)).

Para probar que (=(4 A B)) # ((=4) A (=B)) puedes construir una tabla de la misma manera.
Pero sélo una linea de la tabla es necesaria para establecer que realmente existe una
asignacion de verdad que satisface a (—|(A A B)) y no a((—|A) A (—|B)).

Este método suele ser aplicable pero puede ser un procedimiento poco eficiente, pues para
probar una férmula con varios simbolos, la cantidad de renglones en la tabla crece demasiado.
Pero haciendo observaciones puedes reducir el nUmero de operaciones que debes hacer.
Existen algunos valores de verdad para los simbolos que “dominan” los valores del resto de la
formula. Como ejemplo de lo anterior, considera:

((Av(B/\c))<—>((AvB)/\(AvC)))
vV vV VV VVV
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FFFF V. FFFFF
Fvvvv Vv FVVVFVYV

1.2.4. Tautologias

A continuacion se presenta una lista de las tautologias comunes y Utiles en demostraciones.
1.

2.

Ciencias Evactas Ingenierias v Tecnolo
Hehclas =x2e2s —gehieras y—-echoeo

AR

Leyes asociativas y conmutativas para AV, <.

Leyes distributivas:

(Ar@BVO) & (ArB)VAAC))
((Av (BAC)) « ((AVB) A (AvC)))

Negacion:

((~(~1) & 4)
(- B) & (An(-B)))
(e m) o (ArEB)v (- AB)))

Leyes de De Morgan:

((-@anB) & ((~A) v (=B)))
((~avB) & ((~4) A (=B)))

Otras
Tercero excluido: (A Vv (-4)).

Contradiccion: (—|(A v (—|A))).
Contraposicién: ((4 - B) & ((=B) - (~4))).
Exportacion: (((A AB)->C)o (A-> (B~ C))).

17
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1.3. Induccidén y recursion

A continuacion se presentaran dos métodos de construccién usados en la légica y en varias
areas de la matemética que son de vital importancia por presentar una manera de obtener, en
un principio, conjuntos que cumplen ciertas propiedades: induccién y recursién. Debes tener
cuidado, pues aunque los nombres de estos métodos de construccion son conocidos fuera del
contexto matematico, el significado aqui es distinto al usual.

1.3.1. Teoremas generales de induccion y recursion

Induccidn

Hay un tipo especial de construccién que es usando en la l6gica y en otras areas de las
matematicas. Se puede querer construir un cierto subconjunto de un conjunto U, empezando
con algunos elementos iniciales de U y aplicando ciertas operaciones una y otra vez. El
conjunto buscado sera el mas pequefio que contenga a los elementos iniciales y se cerrara bajo
las operaciones. Los elementos seran elementos de U que puedan ser construidos por los
elementos iniciales aplicando las operaciones un nimero finito de veces.

En particular cuando U es el conjunto de las expresiones, los elementos iniciales son los
simbolos de enunciado y las operaciones £_, &,, etcétera. El conjunto resultante es el conjunto
de las formulas. Se encontraran, posteriormente, otros casos especiales y sera de ayuda
estudiar de manera abstracta esta construccion.

Para simplificar la discusién, considera un conjunto inicial B € U y una clase F de funciones con
so6lo dos elementos f y g, donde:
f:UxU-U, g:u-U.

Asi, f es una operacion binaria en U y g es una operacion unaria (por el momento F esta
siendo considerada finita, pero esto no es necesario y se vera por qué el argumento puede ser
extendido a una situacién mas general).

Siay b pertenecen a B, entonces el conjunto C que se quiere construir tendrd, por ejemplo, los
elementos:

b,f(b,b), g(a), f(9(@), f (b, b)), g (f(g(@), f(b,b))).
Por supuesto, estos elementos pueden no ser distintos.

Al definir ¢ méas formalmente, se puede escoger entre dos definiciones como sigue:

1. De “arriba hacia abajo”: se dice que un subconjunto S de U es cerrado bajo fy g sii
siempre que los elementos x, y pertenezcan a S, entonces también f(x,y) y g(x)
pertenecen a S. El conjunto S inductivo siiB € Sy S es cerrado bajo f y g. Sea C* la
interseccion de todos loa subconjuntos inductivos de U; asi x € C* sii x pertenece a todo
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subconjunto inductivo de U. Se puede ver que C* es inductivo, y que C* es el conjunto
inductivo mas pequefio, pues esta contenido en todos los deméas conjuntos inductivos.

2. De “abajo hacia arriba”: esta definicién es equivalente a la primera. En este caso se

quiere gue los elementos de C, sean todas las cosas que pueden ser alcanzadas desde
B aplicando f y g un numero finito de veces. Se define una sucesiéon de construccién
como una sucesion finita (x,, ... x,,) de elementos de U tales que para cada i < n se
cumple por lo menos una de las siguientes condiciones:

x; € B,

x; = f(x;,x;) paraalgunos j < i,k <i

x; = g(x;) paraalgin j < i.

En otras palabras, cada miembro de la sucesion esta en B, o resulta de los elementos
anteriores aplicando f 0 g.

Sean C, el conjunto de todos los puntos x tales que alguna sucesion de construccion termina
con x y C, el conjunto de todos los puntos x tales que alguna sucesion de construccién de

longitud n termina con x. Entonces C; = B,

C]_ QCZ gC3 c .-

y C, =U,, C,. Porejemplo, g (f(a,f(b, b))) pertenece a Cy y por lo tanto a C,, como puedes ver
en el siguiente arbol:

g (f(a,|f(b. b))

f(a, (b, b))
a, f(b,b)
b, b

Al aplanar este arbol hasta convertirlo en un orden lineal se obtiene una sucesion de
construccion de g (f(a,f(b, b))).

Ejemplo
1. Los numeros naturales
Sea U el conjunto de todos los niUmeros reales y sea B = {0}. Considera una operacion

(sucesor) S, donde S(x) = x + 1. Entonces:

¢, ={0,1,23,..}
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El conjunto C, de los niumeros naturales tiene como elementos exactamente aquellos
numeros que se pueden obtener a partir de 0 aplicando repetidamente la operacion sucesora.

2. Los enteros
Sean U el conjunto de todos los numeros reales y B = {0}. Esta vez considera las
operaciones sucesoras S y la operacion predecesor P:

S(x)=x+1, P(x) =x—1.
Ahora C, es el conjunto de todos los enteros:
c.={.,-2,-1012,..}

En este caso, observa que es posible obtener el 2 como elemento de C,, ya que S(S(O)) =

2=15 (P (5(5(0)))).

3. Las férmulas

Sea U el conjunto de todas las expresiones y B el conjunto de los simbolos de enunciado.
Sea F el conjunto de las operaciones £_,&,,E,, €. Y €. Entonces C, es el conjunto de todas
las formulas.

Ahora se verificara que las dos definiciones son equivalentes, es decir que C* = C,.

Para empezar se va a demostrar que C* < C, y para ello sélo se necesita verificar que C, es
inductivo, es decir, que B < C, y que C, es cerrado bajo las funciones. Claramente, B = C; C C,.
Si x,y estan en C,, entonces es posible concatenar sus sucesiones de construccion y agregar al
final f(x,y) para obtener una sucesion de construccion que coloca a f(x,y) en C, y de la misma
forma es cerrado bajo g.

Finalmente, para probar que C, € C* considera un elemento de C, y una sucesion de
construccion (x,, ..., x,,) para él. Por induccion, como la que comunmente has usado, sobre i, se
puede ver que x; € C*, sii < n. En primer lugar, x, € B € C*. Para el paso inductivo se usa el
hecho de que C* es cerrado bajo las funciones. De esta manera se tiene que:

U C,=C.=C"= ﬂ{S:S es inductivo}
n

Como C* = C,, se denomina a este conjunto C simplemente, y se refiere a él como el conjunto
generado a partir de B por las funciones que pertenecen a F. A continuacién se presenta un
resultado muy utilizado para demostraciones de muchos teoremas:
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1.3.1.1. Teorema [principio de induccién]

Sea C el conjunto generado a partir de B por las funciones que pertenecen a F. Si S es un
subconjunto de C que contiene a B y es cerrado bajo las funciones en F, entonces S = C.

Demostracion
S es inductivo, por lo que C = C* € S. La otra contencion se tiene en las hipotesis. ]

El caso espacial que es de interés por esta ocasion, es el que se presenta en el punto 4 del
ejemplo, donde C es la clase de las férmulas generadas a partir del conjunto de los simbolos de
enunciado por las operaciones de construcciéon de férmulas.

Recursion

Se presenta ahora de nuevo el caso abstracto, considera un conjunto U (como el conjunto de
todas las expresiones), un subconjunto B de U (como el conjunto de los simbolos de enunciado)
y dos funciones f y g, donde:

frUuxU->U, g:u-U
C es el conjunto generado a partir de B por fy g.

Ahora se quiere definir recursivamente una funcién en C. Esto es, suponiendo que han sido
dadas:

1. Reglas para calcular h(x) para x € B.
2. Reglas para calcular:
a. h(f(x,y)) usando h(x) y h(y).
b. h(g(x)) usando h(x).

No es dificil ver que, a lo méas, puede haber una funcién h en C que satisfaga todas las
condiciones dadas.

Pero es posible que no exista tal funcién, por ejemplo, al usar reglas contradictorias. Para ver
esto considera:
U = el conjunto de los numeros reales,

B = {0},
fe,y)=x-y,
glx) =x+1.

En este caso C es el conjunto de los nimeros naturales. Supdngase que se imponen las
siguientes condiciones a h:

1. h(0) = 0.
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2.

a h(fy) = f (R, hG)),
b. E(g(x)) =h(x)+2

Entonces no puede existir una tal funcion h.

Se dice que C esté libremente generado a partir de B por f y g sii ademas de las condiciones
para que esté generado se tiene (considerando f, g las restricciones de fy g a C):

1. fc Y gc son uno a uno

2. El rango de f., el rango de g, y el conjunto B son ajenos dos a dos.

1.3.1.2. Teorema [de la reclusién]
Supodngase que el subconjunto C de U esta libremente generado a partir de B por fy g, donde:

f:UxU->U, g:u-U
Supongase que V es un conjunto y F,G y h son funciones tales que:

h:B->V
F:VxV -V
G:V-V

Entonces existe una Unica funcién h: ¢ — V tal que:
i. Vx € B, h(x) = h(x),
ii. Para x,y € C,

a. h(f(x,) =F (hG), ),

b. R(g(x)) =G (h(x)).
Analizando esto desde el algebra moderna, la conclusién del teorema dice que cualquier
funcion h de B en V se puede extender a un homomorfismo h de C (con las operaciones f y g)

en V (con las operaciones F y G).

Para comprender un poco mas cémo funciona este teorema, considera huevamente los
ejemplos que se presentaron anteriormente para la induccion:

Ejemplo (condiciones en el teorema de recursion)

1. B = {0} con la operacion de sucesor S. Entonces C es el conjunto N de los nimeros
naturales. Como la operacion sucesora es uno a uno, esto se presenta en los axiomas
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de Peano, C es libremente generado a partir de {0} por S. Por lo tanto, por el teorema
de recursion, dado cualquier conjunto V, cualquier a € V, y cualquier F:V — V existe

una unica h:N - V tal que h(0) = ay h(S(x)) = F (E(x)) para cada x € N. Por

ejemplo, existe una unica h: N - N tal que h(0) = 0y h(S(x)) = 1 — h(x). Esta funcién
toma el valor 0 en los nimeros pares y el valor 1 en los nimeros impares.

2. Los numeros enteros estan generados a partir de {0} por las operaciones de sucesor y
predecesor, pero no libremente.

3. Las férmulas estan libremente generadas, a partir de los simbolos de enunciado, por
las cinco operaciones de construccion de formulas; en el subtema se vera a fondo
esta afirmacion. Se sigue de esto, por ejemplo, que hay una Gnica funcién h definida
en el conjunto de las férmulas tal que:

h(A) = 1, si es un simbolo de enunciado,
h((=a)) =3 + h(a),
h((a AB)) =3 + k(@) + h(B),

y similarmente para Vv, -, y <. Esta funcion da la longitud de cada férmula.

Demostracion del teorema de recursion. La idea es construir h como la unién de muchas
funciones que aproximan cada vez mas lo que se quiere lograr. Por el momento considera una
funcién v que va de un subconjunto C en V, que sea aceptable si satisface las condiciones i. y
ii. que se impusieron a h. Mas precisamente, v es aceptable sii el dominio de v es un
subconjunto de C, su rango un subconjunto de V' y

i Six € BN Dom v, entonces v(x) = h(x).
i, Si f(x,y) € Dom v, entonces x, y también pertenecen a Dom v, y v(f(x,y)) =
F(v(x),v(y)). Si g(x) € Dom v, entonces también x € Dom v, y v(g(x)) = G(v(x)).

Sea K la coleccion de todas las funciones aceptables y h la uniéon de K. Por lo tanto:
(x,y) € hsii v(x) = y para alguna v € K.

A continuacion se presentan algunas ideas de la demostracidn; debes resolver los detalles
considerando ideas conjuntistas y de algebra previas a este curso.

1. Se tiene que h es una funcion. Sea:

S = {x € C: para alo mas una y,(x,y) € h}
= {x € C:todas las funciones aceptables definidas en x coinciden}
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Usando las condiciones i’. y ii’. puedes ver que el conjunto S es inductivo, porlotanto S = Cy h
es una funcion.

2. Se tiene también que h € K; es decir, que h es una funcion aceptable. Esto se sigue de la
definicion de h y el hecho de que es funcion.

3. Se tiene que h estéa definida en todo C. Basta probar que el dominio de h es inductivo. Esto
se sigue de la hipotesis de que C es libremente generado. Por ejemplo, un caso es el

siguiente: Supon que x esta en el dominio de h. Entonces (g(x), G (l_z(x))) es aceptable. Se

requiere la libertad en la generacion para probar que es una funcién. En consecuencia, g(x)
pertenece al dominio de h.

4. Se afirma que h es Unica. Dadas dos funciones que cumplen las condiciones, sea S el
conjunto en el que coinciden. Entonces S es inductivo, por lo tanto igual a C.

La demostracion, si bien aqui se presenta a grandes rasgos, deja algunas ideas que permiten
comprender un poco mas las condiciones y conclusién del teorema. A manera de ampliar la
vision del teorema, se presentara una manera de describir la demostracién del teorema de
recursion, presentando la funcién h como el conjunto de parejas generado a partir de un
conjunto por ciertas operaciones. Sean:

U=UxV,

B = h, un subconjunto de T,
F((x,u),y,v) = {f(x,y), F(u,v)),
G((x,u) = (g(x), GW)).

De modo que F es la operacion binaria en U que se obtiene como el producto cartesiano de las
operaciones f y F. Sea h el subconjunto de U generado a partir de B por F y G. Entonces se
puede verificar que h tiene las propiedades que se requieren y es necesaria la libertad para
probar que h es funcion.

1.3.2. Unicidad de lectura

En el subtema anterior se mostrd, en particular en la demostracion del teorema de recursion,
que el conjunto de las formulas esta libremente generado por las cinco operaciones a partir del
conjunto de simbolos de enunciado; a continuacion se probaran algunos resultados al respecto.

Para empezar, se va a demostrar que se han usado suficientes paréntesis para eliminar
cualquier ambigtedad al analizar las formulas, esto considerando que la extencion v de v
depende de esta falta de ambigtedad. Considera qué puede pasar cuando no se introducen
paréntesis, la ambigledad que resulta se ilustra en la siguiente formula:

Ciencias Fv:lr‘l':lc, Inganiarias v; Tecnolo

.............................
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Ay VA, A As,

que se puede formular de dos maneras, correspondientes a ((A1 VAN A3) ya
(A1 V (A; AA3)). Siv(4,) =V yv(43) = F, entonces hay un conflicto irresoluble que surge al
tratar de calcular 7(4; V A, A A3).

Se debe probar que con los paréntesis este tipo de ambigtiedad no surge, al contrario, toda
formula se forma de manera Unica. Hay un sentido en el que este hecho no tiene importancia: si
fallara, simplemente se cambia de notacion hasta que fuera cierto. Aunque existen métodos
mas limpios en la construccion de las férmulas que evitan la ambigliedad, se vera que no son
necesarios pues basta con lo que se ha hecho. Para esto se presentan los siguientes lemas.

1.3.2.1. Lema
Toda formula tiene el mismo nimero de paréntesis izquierdos que de derechos.

La demostracion de este lema se basa en lo visto en el subtema 1.1.

1.3.2.2. Lema
Cualquier segmento inicial propio de una férmula tiene un exceso de paréntesis izquierdos; asi
ningun segmento inicial propio de una formula puede ser, a su vez, una formula.

Demostracion

Se probaréa que el conjutno S de férmulas, con la propiedad de que sus segmentos iniciales
propios tienen mas paréntesis izquierdos, es inductivo. Una férmula que consista en un solo
simbolo de enunciado no tiene segmentos iniciales propios, por lo tanto esta en S por vacuidad.
Para verificar que S es cerrado bajo &€,, considera dos elementos a y § de S. Los segmentos
iniciales propios son:

¢

(ag, donde a, es un segmento inicial propio de «,
(a,

(a A,

(a A By, donde B, es un segmento inicial propio de g,

(aAB.

o gk wbdNPRE

Al aplicar la hip6tesis inductiva de que a y 8 estan en S, se tiene la conclusion.

1.3.2.3. Teorema [de unicidad de la lectura de férmulas]

Las cinco operaciones de construccion de formulas, restringidas al conjunto de férmulas:
a) tienen rangos disjuntos entre si y disjuntos del conjunto de los simbolos de enunciado
b) son inyectivas.
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(Es decir, como se menciond, el conjunto de las formulas es libremente generado.)

Demostracion
Para probar que la restriccion de €, es inyectiva, supon que:

(@np) = Aé)
Borrando el primer simbolo se tiene que:
aAB)=yAb)

Entonces se debe tener que a = y, a menos que uno de ellos sea un segmento inicial propio del
otro, lo que contradice al lema 1.3.2.2. Y entonces se sigue que § = §. De manera similar, este
argumento se aplicaa &,,E_, E.y E_.

Para demostrar que las operaciones tienen rangos disjuntos considera, por ejemplo, si:
(@anp) = -9),

donde a, B,y y 6 son formulas, entonces, de forma similar a lo anterior, se tiene a = y. Pero
esto implica que A=-, lo cual contradice lo que se planted sobre los simbolos desde un inicio,
siendo que éstos son distintos. Por lo tanto, €, y €_, restringidas a las férmulas tienen rangos
disjuntos. De manera similar sucede para las otras parejas binarias.

Para los casos restantes considera lo siguiente: Si, por ejemplo, (—a) = (8 Ay), entonces B
comienza con —, lo cual contradice que S es una formula. Ademas los rangos de las
operaciones son disjuntos del conjunto de simbolos de enunciado, ya que ningun simbolo de
enunciado es una sucesion de simbolos que comienza por (.

Al regresar al problema de definir una extension de una asignacién de verdad v a v, considera
primero el caso en el que v es una asignacion de verdad para el conjunto de todos los simbolos
de enunciado. Entonces, aplicando los teoremas de unicidad de lectura y el de recursion
presentados en el subtema 1.3.1, se concluye que existe una Unica extension v al conjunto de
todas las férmulas con las propiedades que se requieren.

De manera general, considera una asignacién de verdad v para un conjunto F de simbolos de
enunciado. El conjunto F generado a partir de F por las cinco operaciones de construccion de
férmulas esta libremente generado, esto por el teorema de unicidad de lectura. Entonces, por el
teorema de recursién, existe una Unica extensioén v de v a ese conjunto con las propiedades
que se piden.

Algoritmo
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La demostracién del teorema de unicidad de la lectura se puede convertir de una prueba en un
algoritmo que, dada una formula, producira su Unico arbol genealdgico; pero si le asigna una
expresion que no es férmula detecta este hecho.

Si se da una expresion, inicialmente ella es el anico vértice del arbol y por lo tanto el minimo,
pero mientras continda el procedimiento, el arbol bajara a partir de la expresién dada.

1.

Si todos los vértices minimales tienen simbolos de enunciado, entonces el procedimiento
ha terminado. De otra forma, se escoge un vértice minimal que tenga alguna expresion
gue no sea un simbolo de enunciado.

El primer simbolo debe ser (, de no ser asi no es una férmula. Si el segundo simbolo es
el simbolo de negacion, se va al paso 4.

Se recorre la expresion desde la izquierda hasta llegar a (a, donde a es una expresion
con igual niumero de paréntesis izquierdos que de derechos, en el caso en que se llegue
al final de la expresién antes de encontrar este a entonces la expresién original no era
una férmula. Entonces «a es el primer componente. El siguiente simbolo debe ser AV, -
0 <y es la conectiva principal. El resto de la expresion, ), debe consistir en una
expresion B y un paréntesis derecho o de manera similar a como sucede en 2, no seria
una férmula. El segundo componente es . Esto completa la descomposicién de la
expresion elegida; entonces se regresa al paso 1.

Si el segundo simbolo es el simbolo de negacion, entonces ésa es la conectiva principal.
El resto de la expresion, ), debe consistir en una expresion g y un paréntesis derecho.
B es el componente. Esto completa la descomposicion de la expresion elegida; se
regresa al paso 1.

Existen algunas observaciones que se deben hacer respecto del algoritmo:

a)

b)

Ciencias-Exactas, Ingenieriasy Tecnolo

Dada cualquier expresion, el procedimiento termina después de un numero finito de
pasos. Esto es porgque cualquier vértice contiene una expresion mas corta que la que
esta arriba de él, asi la profundidad del arbol esta acotada por la longitud de la expresion
dada.

El procedimiento es Unico. Por ejemplo, en el paso 3 se llega a una expresion a, no es
posible usar menos de a como componente, ya que no habria un balance entre
paréntesis derechos e izquierdos; no se puede usar mas de a porque esto contendria el
segmento inicial propio a que estaba balanceado. Por lo tanto sélo es posible usar a a.
Asi, la eleccion de la conectiva principal es inevitable.

Si la expresion dada es tal que el procedimiento no la rechaza, entonces, recorriendo el
arbol de abajo hacia arriba, se tiene inductivamente que todo vértice tiene una férmula,
incluyendo al vértice superior (que tiene la expresion dada).
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d) También se puede usar el arbol para ver como se obtiene v(a). Para cualquier formula «
existe un unico arbol que la construye. Recorriendo este arbol de abajo hacia arriba se
llega sin ambigtedades al valor de v(a).

En lo sucesivo, por notacion, al nombrar formulas, no se mencionaran necesariamente todos los
paréntesis. Para establecer una notacibn mas compacta, se adoptan las siguientes
convenciones:

i) El primer y ultimo paréntesis no necesitan ser mencionados. Por ejemplo, cuando
escribas “A A B” te refieres a (A A B).

1)) El simbolo de negacion se aplica a la menor cantidad de simbolos como sea posible.
Por ejemplo, A A B es (—A) A B, de acuerdo con lo anterior esto es ((—.A) A B); que

no es lo mismo que (—(4 A B)).

iii) La conjuncién y la disyuncién se aplican a tan poco como sea posible, siempre y
cuando se observe la condicion 2. Por ejemplo:

AAB > =CVDes ((A/\B)—>((ﬁc)v1)))

iv) Cuando se usa repetidamente un simbolo de conectiva, la agrupacion es hacia la
derecha:
aANBAyesaA(BAy)
a->po>yesa—>(B-y)

Estas convenciones facilitan mucho la escritura de las formulas, porque ahora, en especial, no
se necesita nombrar expresiones que no sean férmulas.

1.4. Conectivos logicos

Hasta ahora s6lo se han usado cinco simbolos de conectivas para la construccion de las
férmulas. Aun en ausencia de una definicidn general de “conectiva”, esta claro que las cinco
conectivas familiares no son las Unicas posibles. En este punto podrias preguntarte si se
obtendria “algo” mas si se aumenta el numero de conectivas al lenguaje o, por el contrario, si
podria perderse “algo” al omitir alguno de ellos. Ahora se hacen precisas estas preguntas y se
dan algunas respuestas.
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1.4.1. Funciones booleanas

Primero considera un ejemplo informal, para empezar agranda el lenguaje mediante un simbolo
de conectiva de tres lugares, #, llamado el simbolo de mayoria. Ahora se permitira que la
expresion sea una férmula cuando «, 8 y y son formulas. En otras palabras, se agrega una
sexta operacién de construccion de férmulas:

Eu(a,B,y) = (Hapy).

Ahora se debe dar la interpretacion de este simbolo. Esto es, se tiene que decir cobmo calcular
7((#aBy)), dados los valores v(a), (8) y ©(y). Se elige la definicion siguiente:

7((#apBy)), coincide con la mayoria de 7(a), 5(8), 5(y)

Lo que aqui se afirma es que esta extension no ha aportado algo, en el siguiente sentido
preciso: para toda formula del lenguaje extendido existe en el lenguaje original, una férmula
tautolégicamente equivalente. (Por otro lado, la férmula del lenguaje original puede ser mucho
mas larga que la del lenguaje extendido.) Se probara esto (en una situacion mucho mas
general) mas adelante; aqui so6lo se hara notar que es tautolégicamente equivalente a...

(@AB)V(aAy)V(BAY).

A manera de argumento, recuerda que el valor de ﬁ((#aﬁy)) debe ser calculable a partir de
(v(a), 7(B), v(y)), ya que esto juega un papel definitivo. En el lenguaje coloquial hay operadores
unarios como “es posible que” o “creo que”. Se puede aplicar uno de estos operadores a un
enunciado, produciendo otro enunciado cuya verdad o falsedad no se puede determinar
solamente con base en la verdad o falsedad del enunciado original.

Al generalizar el ejemplo anterior, el lenguaje formal serd mas un obstaculo que una ayuda. Es
posible reformular el problema al usar sélo funciones.

1.4.1.1. Definicion
Una funcién booleana de k variables es una funcién de {V, F}* en {V, F}.

Una funcién booleana es, entonces, cualquier funcién booleana de k variables para alguna k.
Esto se amplia un poco permitiendo que V' y F sean funciones booleanas de cero variables.
Como ejemplos de funciones booleanas se tienen las definidas por las ecuaciones siguientes
(donde X € {V,F}):

I (X1, X)) = X

N(V)=F, N(F) =1V,
KWV,V)=V, K(F,X) =K(X,F) =F,
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A(F,F)=F, A(WV,X)=AKX, V)=V,
CV,F)=F, CFX)=CX V)=V,
E(X,X)=V, E(V,F)=E(F,V)=F.

A partir de una férmula a se puede obtener una funcién booleana. Por ejemplo, si a es la
formula 4; A A,, entonces puedes hacer una tabla (siguiente). Los 22 renglones de la tabla
corresponden a las 22 asignaciones de verdad para {4;,4,}. Para cada una de las 22 parejas X,
se hace B, (X) igual al valor que a recibe cuando se les dan a sus simbolos de enunciado los

valores indicados por X.

Tabla
Ay A, Ai NA,
F F F B,(F,F)=F
F Vv F B,(F,V)=F
V F F B,(V,F)=F
|4 Vv Vv B,(V,V)=V

En general, supondras que a es una férmula cuyos simbolos de enunciado estan entre
Ag, o Ay

1.4.1.2. Definicion
Se define una funcién booleana de n variables BZ, la funcion booleana realizada por a, como

B} (Xy, ..., Xn) = el valor que recibe a cuando a A, ..., A, les son asignados los valoresXy,.., X,.

En otras palabras: B} (X3, ..., X,) = v(a), donde v es la asignacion de verdad para {44, ..., A, },
para la cual v(4;) = X;. Asi B surge de considerar 7(a) como una funcién de v, con « fija.

Por ejemplo, las funciones booleanas mencionadas se pueden obtener de esta manera:

I' = B,

N = B}'Al'
K= Bﬁl/\Az»
A= B/211VA2'
C =B a,
E =B oa,-

A partir de estas funciones se pueden componer otras. Por ejemplo:

B, (0, X0) = A (N (B0, X)) N (1306,X,))
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En resultados siguientes se llegara a la cuestién de si toda funcion booleana se puede obtener
de esta manera.

Como afirma el teorema siguiente, al cambiar la atencién de las férmulas a las funciones
booleanas que realizan, quedan identificadas entre si las formulas tautoldgicamente
equivalentes. Ordenando el conjunto {V, F} definiendo F < V. (Usualmente se consideralV =1y
F = 0, entonces éste es el orden natural).

1.4.1.1. Teorema
Sean a,  formulas cuyos simbolos de enunciado estan entre A4,, ..., A,. Entonces:

a) a k f ssiparatoda X € {T,F}", B,(X) < Bg(X).
b) « == p ssi B, = Bg.
C) E assiB, es lafuncién constante con valor V.

Demostracion

De (a)

a E B ssi para todas las asignaciones de verdad v para A4, ..,4,, tales que v(a) = V, también
7(B) = V. (Esto es cierto aun si los simbolos de enunciado de a y 8 no incluyen a todos los
simbolos 4,, ..., 4,, considera hacer esto como ejercicio.) Por lo tanto:

a E B ssi para todas las asignaciones v, v(a) =V = v(B) =V,
ssi para todas las n-adas X, B3 (X) =V = B}(X) =V,
ssi para todas las n-adas X, B2 (X) < B (X)
donde F < V.

Ademas de identificar formulas tautolégicamente equivalentes, te has librado del lenguaje
formal. Ahora existe cierta libertad de considerar cualquier funcion booleana, sea o no realizada
por alguna férmula. Pero esta libertad es solo aparente:

1.4.1.2. Teorema

Sea G una funcion booleana de n variables, con n > 1. Es posible encontrar una férmula « tal
que G = BZ, es decir, dicha «a realiza la funcion G.

Demostraciéon

Caso I: si G es la funcidon constante con valor F, considera @ = A; A —4;.
Caso II: de otra forma existen k puntos en los cuales G tiene el valor V, con k > 0. Sea:

X, = <X11'X12; -"rX1n>:
X, = <X21'X22: ""X2n>:

Xk = <Xk1'Xk2' ...,an>.
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una lista de dichos puntos.

Sean:
A] Si XU = V,
Fij = (-4;), siX;=F,
Yi =Bir A A Bin,
a=yiVyV--Vyg

Se afirma que G = B}.

Para comprender un poco mejor la razén de estas construcciones, considera el siguiente
ejemplo. Sea G la siguiente funcion booleana de tres variables.

G(F,F,F)=F,
G(F,F,V) =V,
G(F,V,F) =V,
G(F,V,V) =F,
G(V,F,F)=F,
G(V,F,V) =F,
G(V,V,F)=F,
G(V,V,V) =V.

Entonces, la lista de ternas en las cuales G toma el valor F tiene cuatro elementos:
FFV  —A; A=Ay AAs,
FVF —|A1/\A2 /\ﬂAg,
VFF  A; A=Ay A —A4s,
VVV  A; AA, AAs.

A la derecha de cada terna se han escrito la conjuncién correspondiente y;. Entonces « es la
formula:

(A A=A ANA)V (RALANAZ A=AV (A A=Ay A=AV (A A Ay AA3).
Se tiene que a da una lista explicita de las ternas en las cuales G toma el valor V.

Al regresar a la demostracién, observa que Bg}()?i) =V paral <i < k; esto porque la
asignacion de verdad correspondiente a )?l- satisface y;, por lo tanto satisface a a. Por otra
parte, solo una asignacién de verdad para {4,,.., 4, } satisface y;, de donde sélo k asignaciones
pueden satisfacer a a. Por lo tanto Bg(?) = F para las demds 2" — k n-adas Y. Asi para todos
los casos se tiene B2(Y) = G(Y).
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En el teorema anterior se ha visto que cualquier funcién booleana G es realizable, pero esta
realizacién no es necesariamente Unica, pues cualquier férmula tautol6gicamente equivalente
también realiza a G, para el ejemplo dentro de la demostracién: A; & A, & A; realizaaG.

Como corolario del teorema anterior, se puede concluir que se tienen suficientes conectivas. En
efecto, si se extiende el lenguaje agregandole algunas conectivas nuevas, cualquier férmula ¢
de este lenguaje extendido realiza alguna funcion Bg. Por el teorema anterior, se tiene una
formula a del lenguaje original tal que B; = Bg. Por tanto ¢ y a son tautolégicamente
equivalentes por el teorema 1.4.1.1.

La demostracion del teorema prueba que la forma de «a incluye solo las conectivas AV y —; ésta
es la llamada forma normal disyuntiva. Esto es:

a=y1Vyz V- VY
donde:

Yi=Bir A ABin

Cada g;; es un simbolo de enunciado o la negacion de un simbolo de enunciado. Asi se tiene el
siguiente corolario.

1.4.1.3. Corolario
Para cualquier formula ¢, es posible encontrar una formula tautol6gicamente equivalente a « en
forma normal disyuntiva.

Para cada n existen 22" funciones booleanas de n variables. Por lo tanto, si se identifica cada

conectiva con su funcién booleana, se tiene que hay 22" conectivas n-arias. Ahora se presenta
una clasificacion con n < 2.

Conectivos 0-arias

Existen dos funciones de 0 variables, 'y F. Como simbolos de conectiva correspondientes se
han tomado T y L. Ahora una conectiva n-aria se combina con n férmulas para producir una
nueva formula. Cuando n = 0, se tiene que L es por si mismo una férmula. Difiere de los
simbolos de enunciado en que (1) = F para toda v, es decir, L es un simbolo l6gico al que
siempre se le asigna el valor de F. Similarmente T es una formula'y (T) = V para toda v. Por
ejemplo, A -1 e suma férmula, tautologicamente equivalente a —A.

Conectivas unarias
Hay cuatro conectivas unarias: la negacion, la identidad y las dos funciones constantes.

Conectivas binarias

Hay 16 conectivas binarias, pero sélo las tltimas 10 que aparecen en la tabla siguiente son
“binarias”.
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Simbolo Equivalentes Observaciones
T Constante de dos variables, escencialmente 0-aria
1 Constante de dos variables, escencialmente 0-aria
A Proyeccion, esencialmente unaria
B Proyeccion, esencialmente unaria
-4 Negacion, esencialmente unaria
-B Negacion, esencialmente unaria
A AAB SiV =1yF =0, entonces ésta es la multiplicacion
en el campo {0,1}
\% AVB @]
- A-> B Condicional
o Ao B Bicondacional
= B« A Condicional invertido
+ (AvB)A—=(AAB) O exclusivo
l -(AVB) Nor, no A ni B
| -(AAB) Nand, el simbolo se llama la raya de Sheffer
< (=A)AB El orden usual
> AN (=B) El orden usual

Conectivas ternarias

Hay 256 conectivas ternarias: 2 esencialmente 0-arias, 6 son esencialmente unarias, 30 son
esencialmente binarias y 218 son realmente ternarias. Hasta ahora se ha trabajado con la
conectiva mayoria #.

1.4.2. Conjuntos de conectivos completos

De acuerdo con los teoremas del subtema anterior, dado que toda funcion G: {A,v, =}" - {V, F}
para cada n > 1 puede ser realizada por una formula que usa solo los simbolos de conectiva
del conjutno {A,v, =}, se dice que el conjunto {A,v, =} es completo. Ser completo es en realidad
una propiedad de las funciones booleanas asociadas a esos simbolos.

Los siguientes teoremas exponen conjuntos de conectivos que son completos, es decir, para
cualquier formula ¢ es posible construir una férmula que use sélo las conectivas del conjunto y
que realice B, entonces a = ¢. La completud de {A,v, =} se puede mejorar:

1.4.2.1. Teorema
{A, =}y {Vv, =} son ambos completos.

Demostracién

Se debe demostrar que cualquier funcién booleana G puede ser realizada por una férmula que
use Unicamente, en el primer caso, {A, —}. Sea a que use {A,V, -} y realice G, basta encontrar
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una formula tautélogicamente equivalente a’ que use solamente {A, =}. De acuerdo con la ley

de De Morgan que esta en la lista de tautologias anteriormente:

BVy = a(=B A—y).
Aplicando esta ley repetidamente, es posible eliminar por completo v de a.
De manera formal, es posible demostrar por induccion sobre a que existe una a’
tautoldgicamente equivalente en la que sélo ocurren las conectivas A, =. Los dos casos ho

triviales en el paso inductivo son:

Caso —: Si @ = (=f), considera a’ = (=8").
CasoV:Sia =(BVy),sehace a’' =-(=8" A=y").

Como B’y y' son tautolégicamente equivalentes a f y y respectivamente, entonces:

a'=-a(=p" ' A=y')
E= (=B Ay)

E4BVy
= a.
|
1.4.2.2. Teorema
Los conjuntos siguientes son completos:
a) {I}
b) {i}
¢ {—~-}
d) {L -}
Demostracion
Se presenta la demostracion de {| }; de manera similar, se procede para el resto de los
conjuntos y puedes hacerlo como ejercicio:
—a =4 ala
aVp e (—a)| (=B)
Como {—,v} es completo y —, vV se pueden simular usando solamente |, entonces {| } es
completo.
|

Con respecto al inciso c), se puede notar que de las 10 conectivas realmente binarias que se
mostraron en la tabla que aparece en el tema anterior, 8 de ellas forman un conjunto completo
al agregarle el simbolo —, las que no cumplen esto son + vy .
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1.4.3. Conjuntos de conectivos incompletos

Demostrar que un conjunto dado de conectivos no es completo es, generalmente, mas dificil
que uno que si es completo. El método consiste primero en demostrar, generalmente por
induccidén, que para toda férmula @ que use sélo esas conectivas la funcion BZ tiene una
“peculiaridad”, y después probar que alguna funcion booleana carece de dicha “peculiaridad”.

Considera el siguiente ejemplo para entender como demostrar ese tipo de “peculiaridad”.

1.4.3.1. Proposicion
{A, =} no es completo.

Demostracion
Con estas conectivas, si se asigna V a los simbolos de enunciado, entonces toda formula recibe
el valor V. En particular, no se tiene nada tautolégicamente equivalente a —A.

De manera detallada, es posible probar por induccion que para cualquier formula a que use
s6lo estas conectivas y que tenga A como Unico simbolo de enunciado, se tiene que A E «a, en
términos de funciones se tiene que X < BL(X).

Para reforzar los temas anteriores, resuelve la siguiente actividad.

1.5. Compacidad y efectividad.

Para empezar, se darda la prueba del teorema 1.2.2.1., que se presentd anteriormente, pues ya
se tienen las herramientas necesarias para esto y ademas se plantea un aspecto muy
interesante respecto al método que se dio para evaluar una férmula, el de las tablas de verdad;
ya que éste existe, vale la pena preguntar si se podria tener un método mas eficaz, es decir,
que se lleve a cabo con el uso de menos “recursos”.

1.5.1. Teorema de compacidad
Se dira satisfactible a un conjunto X de formulas ssi existe una asignacion de verdad que
satisface a todos los elementos de X. Asi es posible replantear el teorema 1.2.2.1 de la

siguiente forma.

1.5.1.1. Teorema [teorema de compacidad]
Un conjunto de férmulas es satisfactible ssi todos sus subconjuntos finitos son satisfactibles.
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Por el momento, considera que X es finitamente satisfactible ssi todo subconjunto finito de X
es satisfactible. El teorema de compacidad dice que esta nocién coincide con la de
satisfactibilidad. Las primeras observaciones que se hacen con respecto al teorema son:

a) SiZ es satisfactible, entonces automaticamente es finitamente satisfactible.

b) Si X es finito, la conversa es trivial.

c) La parte no trivial consiste en probar que si un conjunto infinito es finitamente

satisfactible, entonces es satisfactible.

Demostracién del teorema de compacidad

La demostracion se hara en dos partes. En la primera, se toma el conjunto finitamente
satisfactible X y se extendera a un conjunto finitamente satisfactible maximal A. Para la
segunda, se usa A para construir una asignacion de verdad que satisfaga a X.

Parte 1
Sea a4, a,, ... una enumeracion fija de las formulas, esto es posible porque el conjunto de los
simbolos de enunciado, y por lo tanto las expresiones, es numerable. Por recursion sobre los
nameros naturales se define:

Ay =X

A _ {An ; Ane1, Siesto es finitamente satisfactible
n+1 =

Ay —ap 41, Enel otro caso

Donde se tiene que A,; @41 = A, U {a,44}. Por tanto, cada A, es finitamente satisfactible, esto
puedes verificarlo. Sea A = Un A, el limite de las A,,.

Se cumplen, asi, las siguientes propiedades:
1) TcA
2) Paratoda formula a, se tiene que @ € A 0 - € A.
3) A es finitamente satisfactible, pues todo subconjunto finito de A es subconjunto finito de
alguna A, y es, por tanto, satisfactible.

Esto completa la primera parte que se dijo en la demostracion. El conjunto que se creé en

general no es Unico, pero existe al menos uno.

Parte 2
Para esta parte se va a definir una asignacion de verdad v para el conjunto de todos los
simbolos de enunciado:
v(4) =V, ssi A €A,
para cualquier simbolo de enunciado A. Entonces se tiene que para toda féormula

v satisface a ¢, ssi ¢ € A.
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Esto se demuestra por induccion sobre ¢. Como X € A, v debe entonces satisfacer a todos los
elementos de X.

1.5.1.2. Corolario
Si X E 1, entonces existe un subconjunto finito £, € X tal que %, & 7.

Demostracion
Se hace uso del hecho de que X & t ssi ; -t es insatisfactible.
X, ¥ 7 para cualquier conjunto finito £, € X
= X,; -7 es satisfactible para cualquier X, € X finito
= Y; -7 es finitamente satisfactible
= X; =7 es satisfactible
SIHKET
]

De hecho, se tiene que el corolario anterior es equivalente al teorema de compacidad, esto se
deja como ejercicio en la actividad 3.

1.5.2. Efectividad y calculabilidad

Ya se dijo que la existencia del método de las tablas de verdad tiene conclusiones teéricas
interesantes. Para empezar, considera que se tiene un conjunto X de férmulas y el problema es
saber si existe un procedimiento efectivo que, dada una férmula t, decida si o no X & t. Por
supuesto, hay que decir de manera s6lo un poco mas estructurada qué significa que algo sea
efectivo, asi un procedimiento es efectivo cuando satisface las siguientes condiciones:

1. Se deben tener instrucciones exactas (es decir, un programa), de longitud finita, que
expliqguen cémo ejecutar el procedimiento. Estas no deben exigir ningln ingenio de parte
de la persona (o maquina) que haya de seguirlas. La idea es que se pueda ejecutar el
procedimiento siguiendo mecanicamente las instrucciones.

2. Deben ser instrucciones que puedan ser mecanicamente implementadas. El
procedimiento debe evitar medios aleatorios, o cualquier medio tal que, en la practica
s6lo se puede aproximar.

3. En el caso de un procedimiento de decision, como el mencionado en el problema que se
esta considerando, dada una formula t, el procedimiento debe producir una respuesta
de si 0 no después de un nimero finito de pasos (esto es, el procedimiento debe ser un
algoritmo para determinar la respuesta).
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Por otro lado, no hay cotas sobre el tiempo o el nUmero de pasos que se requiere para que se
llegue a la respuesta, mientras éstos sean finitos. Estas dependeran, entre otras cosas, de la
entrada . No es permitido hacer un nimero infinito de pasos y después dar la respuesta.

Para las personas enfocadas en la computacion, o en general trabajos con maquinas, la
efectividad se alcanza cuando es posible tener la respuesta en un periodo “razonable” de
tiempo. Donde la idea de razonable depende de las situaciones.

La definicién que se presento dificilmente puede ser precisa, en lo siguiente se usara la palabra
efectiva en un sentido intuitivo e informal. En lo siguiente se trata de trabajar con la idea de
efectivo, como ya se dijo, desde un punto de vista empirico, de que cuando un procedimiento
parece efectivo para “algunos” en general lo es. Las ideas intuitivas funcionan en buena manera
porgque se considera que el proceso es efectivo. Debido a que se estad tomando el concepto de
manera informal, las definiciones y teoremas que la usen se sefialan con el siguiente teorema*.

*1.5.2.1. Teorema
Existe un procedimietno efectivo que, dada cualqueir expresién «, decide si es una férmula.

Demostracién
Esta basada en el algoritmo presentado cuando se muestra la unicidad de lectura y las
observaciones en éste.

1.5.3. Decidibilidad y ejemplos de enunciados

Del ultimo teorema del subtema anterior y su demostracion puedes notar que se requeria que
una expresion dada fuera sometida al algoritmo; sin embargo, dado que se tiene un lenguaje
con una cantidad infinita de simbolos, podrias preguntar la forma en que se tiene “dada” la
formula e. Para empezar, podrias imaginar que esto es porque alguien pudo escribir los
simbolos de &, uno después del otro. Es imposible que una persona escriba una cantidad infinita
de simbolos. Para evitarlo, se considera el siguiente “formato de entrada y salida”. En lugar de
escribir por ejemplo A5, se usa A", una cadena de cinco simbolos. Asi, el nUmero total de
simbolos en el alfabeto es sélo 9:

(l )l _ll/\lvl _)J (_)l AI '
(Si se identifican estos nueve simbolos con los digitos 1-9, se obtienen expresiones que
parecen particularmente familiarizados en los entornos computacionales. Puedes tomar el digito

0 para las expresiones de separacion.)

El siguiente teorema establece que el conjunto de las formulas es decidible en el sentido de la
definicion a continuacion.
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*1.5.3.1. Definicién [decidible]

Un conjunto X de expresiones es decidible si y sélo si existe un procedimiento eficaz que, dada
una expresion a, decidirasia €2 o a ¢ X.

Por ejemplo, cualquier conjunto finito es decidible. (Las instrucciones pueden simplemente listar
los elementos del conjunto. Entonces el algoritmo puede comprobar la entrada contra cada
miembro de la lista). Algunos conjuntos infinitos son decidibles, pero no todos. Por un lado, hay
conjuntos de expresiones no mumerables (2%0); por otro, s6lo puede haber una cantidad
numerable de procedimientos eficaces. Esto es porque el procedimiento estd completamente
determinado por sus intrucciones, las cuales son sélo un nimero finito. S6lo hay X, sucesiones
finitas de letras y las instrucciones, cuando se escriben hacia fuera, forman una sucesion finita
de letras.

*1.5.3.1. Teorema
Hay un procedimiento efectivo que, dado un conjunto Z; t de férmulas, decidira si £ = 7 0 no.

Demostracion
El procedimiento de tablas de verdad expuesto cumple con estos requerimientos. m

En este teorema se especifica la finitud de £; 7, ya que no se puede tener “dado” de manera
directa o efectiva la totalidad de un objeto infinito.

*1.5.3.2. Corolario
Dado un conjunto finito Z, el conjunto de las consecuencias tautoldgicas de X es decidible. En
particular, el conjunto de las tautologias es decidible.

Si X es un conjunto infinito decidible, entonces, por lo general, el conjunto de sus consecuencias
tautoldgicas no es decidible, esto se vera en temas mas adelante. Pero es posible obtener un
resultado mas débil, que en cierto sentido da la mitad de la decidibilidad.

1.5.3.2. Definicion [efectivamente enumerable]

Se llamaré a un conjunto A de expresiones efectivamente enumerable ssi existe algun
procedimiento efectivo que produce una lista, en algin orden, de los elementos de A. (Si A es
infinito, entonces el procedimiento nunca termina. Pero cualquier elemento particular de A debe,
después de un tiempo finito, aparecer en la lista).

A continaucion se presentan un par de resultados con respecto a esta definicién para tenerla un
poco mas clara.

*1.5.3.3. Teorema
Un conjunto A de expresiones es efectivamente enumerable ssi existe un procedimiento
efectivo que, dada cualquier expresion &, produce la respuesta “si” en el caso de que ¢ € A.
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(Si € ¢ A procedimiento puede producir la respuesta “no”, o puede continuar indefinidamente sin
producir ninguna, pero no debe originar un “si”.)

Demostracion

Si A es efectivamente enumerable, entonces dada cualquier ¢ es posible examinar la lista de los
elementos de A mientras el procedimiento la produce. Y cuando aparezca, se da la respuesta
“si”. (Asi si € € A, no se da ninguna respuesta. Esto es lo que hace que A no sea decidible. Si ¢
no ha ocurrido entre los primeros 10 elementos enumerados de 4, en general no hay manera
de saber si € € A, en cuyo caso se deberia dejar de buscarlo, o si aparecera justamente en el
siguiente paso).

Conversamente, supdn que se tiene el procedimiento descrito en el teorema. Se quiere crear
una lista de los elementos de A. La idea es enumerar todas las expresiones y aplicar el
procedimiento dado a cada una. Pero se debe administrar nuestro tiempo de manera razonable.
Es bastante facil enumerar efectivamente todas las expresiones:

€1,€2, €3 o
Se procede asi:
1. Dedicar un minuto a verificar si ¢; es elemento de A (usando el procedimiento dado).
2. Dedicar dos minutos a verificar ¢, luego dos minutos a .
3. Dedicar tres minutos a &, luego tres minutos a ¢, y tres minutos a &;.

[Pl

Etcétera. Por supuesto que siempre que el procedimiento produzca un “si” se coloca la
expresion aceptada en la lista de salida. De esta manera para todo elemento de A llegara un
momento en que aparecera en la lista. (Aparecera una infinidad de veces a menos que se
modifiquen las instrucciones anteriores para evitar la duplicacién.) =

*1.5.3.4. Teorema
Un conjunto de expresiones es decidible ssi tanto él como su complemento.(con respecto al
conjunto de todas las expresiones) son efectivamente enumerables.

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio en la evidencia de aprendizaje.

Nota que si los conjuntos A y B son efectivamente enumerables, entonces, asimismo, lo son A U
By AnB. La clase de los conjuntos decidibles también es cerrada bajo unién e interseccion y
ademas es cerrada bajo complementacion.

Ahora un resultado mas substancial:

*1.5.3.5. Teorema

Si X es un conjunto decidible de férmulas, entonces el conjunto de las consecuencias
tautoldgicas de X es efectivamente enumerable.
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Demostracion

De hecho basta con que X esté efectivamente enumerado; considera una enumeracion:

01,07,03, ...
Dada cualquier formula 7, es posible verificar (por medio de tablas de verdad) si es que:

DET
{o1}ET
{o1,0,} F 1
{o1,00,03} F T

etcétera. Si alguna de estas condiciones es satisfecha, entonces se contesta “si”. De otra forma,
continta probando. Esto produce una respuesta afirmativa siempre y cuando X & t, por el
corolario al teorema de compacidad.

]

Mas tarde, se querra utilizar procedimientos eficaces para calcular funciones. Se tiene que una
funcion f es efectivamente computable (o simplemente computable) si y sélo si existe un
procedimiento eficaz que, dada una entrada x, a su vez, producira la salida correcta f(x).

Hasta aqui se tienen algunos de los temas mas importantes en la légica de enunciados,
resuelve las actividades a continuacion y considera la seccién Para saber mas.

Cierre de la unidad

Como observaste, esta unidad te permite tener un pensamiento matematico, légico; las
herramientas para estructurar este pensamiento y el lenguaje para poder expresar dicho
pensamiento légico con légica matematica.

Para saber mas

El enfoque que se presentd desde el inicio en este curso de ldgica es, si bien apropiado, algo
distinto a la forma en que usualmente se expone en un curso de légica donde desde el principio
se dan una serie de formalizaciones resultados. En este curso se dieron sélo ideas intuitivas y
bosquejos de muchas demostraciones, para ver una forma alternativa de la presentacion de la
l6gica matematica, revisa los siguientes textos:

Supper, P. y Hill, S. (2005). Introduccion a la I6gica matematica.Méxic, Editorial Reverté.
Rautenberg, W. (2006). A Concise Introduction to Mathematical Logic,EUA, 2a ed. Springer.
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En ambos considera revisar los temas relacionados con la légica de enunciados, es decir, el
capitulo 1.

Fuentes de consulta
Bésica

e Amor, J. A. y Rojas, R. (1991) Sistemas formales. México: Vinculos Matematicos, num.
149, Facultad de Ciencias-UNAM.

e Amor, J. A. (1996). Lbgica proposicional dentro de la l6gica de primer orden. México:
Vinculos Matematicos, nim. 113, Facultad de Ciencias-UNAM.

e Enderton, H., A. (2001). Mathematical Introduction to Logic. EUA: Universidad de
California, Academic Press.

o Kleene, S. C. (2002). Mathematical Logic. Nueva York: Dover Publications.

e Mendelson, E. (1997). Introduction to Mathematical Logic. EUA: Chapman & Hall.
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