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Presentacion

En esta unidad se trabaja con los determinantes; para calcular el determinante de una
matriz, se utilizaran los menores y cofactores de la misma.

También se conoceran y aplicaran las propiedades de los determinantes, las cuales
permitiran resolver de manera mas rapida los calculos. De hecho, si tiene una fila o
columna de ceros, aplicando una de las propiedades de los determinantes y sin realizar
ningun célculo, se puede afirmar que el determinante es cero; el mismo caso ocurre
cuando se tienen dos filas iguales o un multiplo de la otra. La importancia de los
determinantes es que permiten simplificar las operaciones para resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

Posteriormente, estudiaran algunos ejemplos en los que podras ver la utilidad de lo que
has aprendido en el curso de Algebra lineal.

Finalmente, se dara solucion al problema que has venido trabajando a lo largo de la

asignatura: Sustancias que funcionan como super proteinas, ahora por el método de
Cramer.
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Competencia especifica

Utiliza los determinantes para resolver problemas de diversas
Unidad 3 areas por medio de la regla de Cramer.

Propositos

Utilizar las propiedades de los determinantes que te permitiran realizar los
calculos de una forma mas rapida, para resolver problemas de ecuaciones por
medio de la regla de Cramer. De esta forma, podras resolver problemas de
diversas areas utilizando el algebra lineal.

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 5



U3 Algebra lineal
Determinantes

3.1. Bases de los determinantes

De acuerdo con Deivi (2006) los inicios de la teoria de determinantes de matrices datan
del siglo Il a.C., con los mateméticos chinos. La idea de determinante aparecié en
Japoén y Europa casi al mismo tiempo. En Japon, fue Takakasu Seki Kowa (1642-1708)
el primero en publicar un trabajo sobre este tema. En 1683, Seki escribié un manuscrito
titulado Método de resolver los problemas disimulados, en el cual se incluyen algunos
métodos matriciales expuestos en forma de tablas.

De las primeras menciones formales que se hicieron en Europa acerca de los
determinantes, aunque aun bajo otros nombres, se encuentra la de Cardano, quien en
su Ars Magna de 1545, mostro una regla para resolver sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incAgnitas, a la cual llamo regula de modo. Esta regla forma parte de la
gue hoy se conoce como regla de Cramer y se aplica a sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incAgnitas.

Posteriormente, durante el afio 1683, Leibniz, mediante una carta dirigida a Guillaume
de I'Hopital (1661-1704), explicé que cierto sistema de ecuaciones lineales tiene
solucion; utilizé la palabra “resultante” para ciertas sumas combinatorias de términos de
un determinante y probd varios resultados sobre estos resultantes, incluyendo uno que,
en esencia, se retoma en la regla de Cramer.

El matematico escocés Colin Maclaurin (1698-1746) utilizd determinantes en su Treatise
of Geometry, para resolver sistemas de ecuaciones lineales de cuatro incognitas. Este
tratado fue publicado postumamente en 1748. Su método fue popularizado dos afios
después por el mateméatico suizo Gabriel Cramer como Regla de Cramer, quien en 1750
la publicé en su Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques.

En esta seccidn se definiran los determinantes, estudiaras sus propiedades mas
importantes y como éstas hacen mas sencillo el calculo de aquéllos. También
conocerds algunos conceptos relacionados, como el de menor y cofactor.
Posteriormente, revisaras como resolver sistemas de ecuaciones lineales por medio de
los determinantes y finalizaras atendiendo algunos ejemplos de aplicaciones del algebra
lineal en diferentes éareas.
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¢ Sabias que...?

Gerolamo Cardano era médico de profesién y fue el pionero en la descripcion de la
fiebre tifoidea.

Cardano naci6 el 24 de septiembre de 1501, en Mildn y murio6 el 21 de septiembre de
1576, en Roma. Su padre, Fazio Cardano, era abogado con una amplia experiencia en
matematicas, a tal grado que dio clases de geometria en la Universidad de Pavia,
donde Leonardo da Vinci, al parecer amigo suyo, llegd a consultarlo sobre algunos
temas de esta area.

El joven Gerolamo aprendié matematicas con su padre al trabajar como asistente para
él. Posteriormente, se decidié a estudiar medicina y se gradué en 1525, obteniendo una
excelente reputacion y reconocimiento.

Segun una leyenda, Cardano predijo el dia de su muerte utilizando la astrologia y
llegado el dia se suicido para hacer correcta la prediccion.

En la actualidad, Gerolamo Cardano es mas conocido por sus trabajos en diversas
areas de las matematicas, tales como algebra y probabilidad.

3.1.1. Introduccién a los determinantes

Los determinantes estan definidos para matrices cuadradas, es decir, de nxn. El
determinante de una matriz cuadrada es un escalar (nUmero). Se apoya en las matrices
de 2x2 para describir como se obtienen los determinantes de matrices de orden
superior.

a a . . .
Sead = (ai a;z)’ se define el determinante de Ay se denota por |A] como sigue:

‘111;3012
|A| = a | = (a1105; — ay10a45)

azq 22

Esta es la forma general en la que se define el determinante de una matriz de 2x2, que
es el resultado de una multiplicacién cruzada de los elementos de la matriz. Aqui
puedes observar que el determinante de una matriz es un escalar. Dicho escalar
permite obtener informacién sobre la matriz a partir de la cual se obtuvo; por ejemplo, el
determinante de una matriz puede indicar si una matriz es invertible o no.

Para obtener el determinante de una matriz de 3 x 3, se utilizara la siguiente definicion:
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a1 Q12 413
SealamatrizAde3x3igualad = (a21 azz a23>, entonces, se define el
az1 Q32 dszz
determinante de A (JA|]) como sigue:

ai; A12  A4g3

|A] = [az21 a2z a3

az; a3z d04z3

iy |azz azs| — ay, |a21 a23| s |az1 a22|
a3z azz az; daszs az; 0aszp

= a41(Az2033 — A32033)—a12(A21a33 — A31023)+a13(A21a32 — A310372)

Ahora, se mostraran ejemplos del calculo de determinantes para comprender mejor la
definicion.

Ejemplo

3 5

Sea A = (4 9

); calcula el determinante de A.

Para encontrar el determinante se va a utilizar la definicidon; en este caso, se esta
trabajando con un determinante de 2x2, por lo cual se utilizara la primera definicion.
Para ello, se debe identificar en la matriz cada elemento de la definicion; los elementos
son:

a11=3 a12=5 a21=4 a22=9

Una vez que se han identificado los elementos que corresponden a la definicién, se
desarrollara el determinante, tal y como se muestra a continuacion.

A=l 22=13 =1 - @o)
= [27 — 20]
=7

Por lo tanto, el determinante de la matriz A es 7.
Ahora, se va a calcular el determinante de una matriz de 3 x 3.

3 2 7
Sea la matriz A = (1 5 2). Calcula su determinante.
3 9 4

Nuevamente, se indican los elementos de la matriz que corresponden a la definicion, de
la siguiente manera:
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a11:3 a12:2 a13=7
a21=1 a22=5 a23=2
a31=3 a32=9 a33=4

Se aplica la definicién y se encuentra el determinante de A, como sigue:

N R IS

3 2 7
1 5 2
3 9 4

Se resuelven los determinantes de 2 x 2 para poder completar el determinante de
3 x 3, taly como se muestra a continuacion:

|A] =3[(5)(4) — (9)(2)] - 2[(D@) — R)()] + 7[(1)(9) — 3)(B)]
= 3[20—18] — 2[4 — 6] + 7[9 — 15]
=3[2] — 2[-2] + 7[-6]
=6+4—42
= —32

Al observar este resultado, se debe tener en cuenta que en una matriz A el simbolo |A|
no significa el valor absoluto de la matriz A, ya que el valor absoluto de un nimero
siempre es positivo y por su parte, el determinante de una matriz puede ser tanto
positivo como negativo.

El método mediante el cual se resolvié el determinante es conocido como método de
expansioén por cofactores. Mas adelante se daran los detalles de la definicion de dicho
método.

Para resolver una matriz de 4 x 4, se tienen que resolver 4 determinantes de 3 x 3; de la
misma manera, al resolver un determinante de 5 x 5, se tienen que resolver 5
determinantes de 4 x 4 e inductivamente se desarrollan los demas determinantes, de tal
manera que al realizar un determinante de n x n con n = 3 se deben de realizar n
determinantes de (n-1) x (n-1).

¢ Sabias que...?

Pese a que hace mas de dos mil afios los matematicos chinos habian descubierto ya un
método de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales equivalente al método de
Gauss y por lo tanto empleaban tablas con nUmeros que actualmente se conciben como
arreglos de matrices y determinantes, la aparicion formal de los determinantes en las
matematicas, fue hasta el siglo XVI, jmas de un siglo antes que las matrices! cuyo
tratamiento formal vio la luz hasta el siglo XIX. El término matriz fue creado por James
Joseph Sylvester, tratando de dar a entender que era “la madre de los determinantes”.
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3.1.2. Menores y cofactores de un determinante

Sea A una matriz cuadrada de n x ny sea M;; la matriz de (n-1) x (n-1) que se obtiene
eliminando de A lafilaiy la columna j, a M;; se le conoce como el menor ij de la matriz
A.

Al desarrollar un determinante de la matriz A de n x n con n = 3 siempre se van a

encontrar con al menos 3 de los menores de A; por ejemplo, cuando se calcula el
determinante de la matriz

3 2 7
A= (1 5 2), se encuentran con los siguientes tres menores:

3 9 4
My, = |g i
My, = |§ i|
Myz = |; g|

Aungue estos no son los Unicos menores de A.

Debe de observarse que en una matriz de n x n con n > 2, se encuentran n x n
menores.

Existe un concepto muy importante dentro de las matrices, especificamente hablando
de los determinantes, el cual esta intimamente ligado al concepto de menores; dicho
concepto es el de cofactor, el cual tiene la siguiente definicion.

Definicion de cofactor

Sea A una matriz de n x n. El cofactor ij de A, denotado por 4;;, se obtiene de la

siguiente manera:
Ajj = (=DM

Esto significa que el cofactor ij de A se obtiene multiplicando (—1)**/ por el
determinante del menor ij.
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Como puedes ver, el signo del menor se cambia si la suma i + j es impar y se conserva
si es par, ya que (—1)*/ da un negativo cuando i + j es impar, y da un positivo cuando i
+j es par.

Ahora, estan preparados para conocer como se define el método de expansion por
cofactores.

Sea A una matriz de n x n, entonces, para obtener el determinante de A se realizan las
siguientes operaciones:

|Al = a;1411 + a12412 + ag3453 + - + agpAin

A la expresion anterior se le conoce como método de expansion por cofactores. Este
método es el mas utilizado en la mayoria de los textos para el célculo del determinante
de las matrices. Y aungue en algunos textos no hacen referencia a él, implicitamente lo
utilizan ya que, si te fijas, utilizar los cofactores de A es igual que remitirte al
determinante del menor cuando tapas la primera fila y vas recorriendo la columna.

En el calculo del determinante de la matriz A de 3 x 3 del subtema anterior, se utilizaron
3 cofactores, los cuales son los siguientes:

3 27
[Al=[1 5 2
3 9 4

An = CDMIM, = D) 2= 0@0-18) = (D@ =2

Ay = (FDWM| = (1P 5= (-DE-6) = (D2 =2

Ay = (DMl = CDHL = 0O -15) = W6 = -6

Dichos cofactores se multiplican por los numeros que forman la primera fila.
Si observas, estas haciendo lo mismo que al resolver los determinantes menores.

Al =

327 5 2 1 2 15
-3 -2
égi |9 4| |3 4|+7|3 9

Revisa otro ejemplo mas, para comprender como obtener el menor cofactor y el
determinante de una matriz.
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Ejemplo
1 7 9 0

Sea la matriz 4 = g é ? g , calcula su determinante indicando los menores y
1 6 5 2

cofactores que utilices para ello.

Se va a desarrollar el determinante de A, utilizando los menores y cofactores de A; para
esto, primero se obtiene los menores de la siguiente manera:

2 5 4 4 5 4
My;=(6 1 3 M,=1|8 1 3
6 5 2 1 5 2
4 2 4 4 2 5
1\413=863 M14=861
1 6 2 1 6 5

Una vez que se tiene los menores, se va a obtener el determinante de cada uno de ellos
como sigue:

Ml = 2] 5[ =s[g Sf+efe g
= 2[2 — 15] — 5[12 — 18] + 4[30 — 6]

— —26+30+96
|My,] = 100
11 3 .8 3 8 1
|M12|_4|5 2| 5|1 2|+41 5

= 4[2 — 15] — 5[16 — 3] + 4[40 — 1]
— —52 65+ 156
6 |§412|=8393 8 6
|M13|=4|6 2|_21 2|+41 6
= 4[12 — 18] — 2[16 — 3] + 4[48 — 6]
— _24-26+168
IMys| = 118
1 1
|M14|=4|2 5|_2|i13 5|+5|£13 2
— 4[30 — 6] — 2[40 — 1] + 5[48 — 6]
— 96— 78 + 210
My, = 228

Ahora que se ha encontrado el determinante de cada uno de los menores, se van a

obtener los cofactores correspondientes a dichos menores, tal y como se muestra a
continuacion.
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Ay = (D" |My)
A = (DM™(IMy4))
A1 = (—1)2(100)
Aq; = (1)(100)
A1 =100
Agp = (—1)1+2(|M12|)
A = (—1)3(39)
A, = (=1D(39)
A, = -39
Az = (—1)1+3(|M13|)
Az = (—1)4(118)
A3 = (1)(118)
A3 =118
Ay = (DM(IMy,l)
Ay = (—1)°(228)
Ay = (—1)(228)
Ay = —228

Una vez que se obtiene los cofactores, se aplica el método de expansion por cofactores
para encontrar el determinante de A.

Primero, se coloca la ecuacion para calcular el determinante de A, a partir de sus
cofactores, la cual es la siguiente:

|Al = a11411 + a12412 + a13413 + ag44q,
Unicamente se toman cuatro elementos debido a que A es una matriz de 4 x 4; la forma
de expansion por cofactores se refiere a una matriz de n x ny en este caso n = 4, de ahi

gue suceda esto.

Entonces, los elementos que hacen falta para aplicar la formula anterior son:
a11=1 a12=7 a13=9 a14_=0

Ahora que se tienen todos los elementos se aplica la formula de expansion por
cofactores de la siguiente manera:

[A] = (1)(100) + (7)(=39) + (9)(118) + (0)(—228)
=100—-273+1062+0
= 889

Advierte que mientras mayor es la matriz, mayor es el nimero de operaciones que
tienes que realizar para encontrar su determinante; en este caso, se calcul6 a partir de
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los menores que se obtuvieron utilizando la primera fila; debes tener en cuenta que los
menores se pueden obtener utilizando cualquier fila o cualquier columna de una matriz;
quizas los calculos sean diferentes, pero el resultado final siempre seré el mismo.

Esto significa que puedes obtener el determinante a partir de cualquier fila 0 columna de
la matriz y no necesariamente a partir de la primera fila, como se desarroll6 aqui.

3.1.3. Propiedades de los determinantes

Existen diferentes situaciones por las cuales muy a menudo pasan, por ejemplo, si
tuvieran que subir a un edificio de 4 pisos, simplemente utilizando las escaleras. Sin
embargo, si tuvieran que subir a la azotea de un edificio de 70 pisos, subir por las
escaleras sera algo demasiado agotador y causaria una gran pérdida de tiempo. Por
esta razon, la gente prefiere utilizar un elevador para estos casos, ya que eso facilita el
trabajo de la subida.

De la misma manera ocurre con los determinantes; como ya se percataron, realizar un
determinante de 3 x 3 implica una gran cantidad de operaciones, realizar un
determinante de 4 x 4 requiere al menos el cuadruple de las operaciones que se usaron
para obtener un determinante de 3 x 3. jImagina si quisieras obtener un determinante
de 30 x 30! Serian necesarios varios dias para realizarlo. Ademas, en caso de un error
en algun calculo, habria que volver a realizar las operaciones en mas de una ocasion;
para esos casos, se pueden ayudar con las propiedades que poseen los determinantes,
lo cual se presenta a continuacion.

Las propiedades de los determinantes se utilizan para facilitar su calculo y minimizando
el trabajo a realizar para obtenerlo.

Se tienen las siguientes propiedades de los mismos:
Propiedad 1.
Sea A una matriz de n x n; si A tiene una fila o una columna de ceros, entonces |A|= 0.

Para ejemplificar esta propiedad se va a desarrollar el siguiente determinante.
5 9 1

SealamatrizA= (4 6 5 |. Calcula su determinante.
0 0 O

De entrada, por la propiedad anterior, se sabe que el determinante de esta matriz es
cero. Para probar esto se va a desarrollar por medio de la expansién por cofactores
como sigue.
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Se encuentra el determinante de los menores; en esta ocasion utilizando la fila 3, de la
siguiente manera:

_9 1
Msil = ¢
=45-6
|M34| = 39

5 1
|M32| = |4 5

=25-4
|M3,| = 21

|M33| = |Z 2|

=30-36
|M33] = —6

A continuacion, se calculan los respectivos cofactores, los cuales son los siguientes:

Azy = (=13 (IM34))
Az; = (1)(39)
Ayy =39
Aszy = (—1)3+2(|M32|)
Az = (—1)(21)
Az, = =21
Azz = (=1)3*3(|M33))
Az = (1)(—6)
Azz = —6

Ahora se toman los elementos de la tercera fila de A para desarrollar la expansion por
cofactores, los cuales son los nimeros cero.

a31:0 a32:0 a33:0
Finalmente, se calcula el determinante de A tal y como se muestra a continuacion:

|A] = az1431 + azaAsz; + azzAss
|4l = (0)(39) + (0)(=21) + (0)(—6)
|JAl=04+0+0
|Al =0
De igual manera, si se utilizara cualquier otra fila o columna de A, se obtendria de
nueva cuenta el mismo resultado. A su vez, si A tuviera cualquier otra fila o cualquier
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otra columna completa de ceros, su determinante seria cero. Lo Unico que se requeriria
hacer es tomar dicha fila o dicha columna de ceros, como en este caso.

Propiedad 2.

Sea A una matriz de n x n; si se multiplica a una fila o columna de A por un escalar c,
entonces el determinante de A se multiplicaria por c.

Para comprender esta propiedad, se tiene el siguiente ejemplo.

-1 3 5

Sead = ( 2 -1 4); se van a comparar los determinantes de la matriz Ay de la
-7 6 2

matriz B, donde B es la matriz que se obtiene de multiplicar la segunda columna de A

por 3, dicho de otra manera.
-1 9 5
B=|2 -3 4
-7 18 2

Ahora que conoces el método de expansion por cofactores, queda a tu disposicion la
mejor manera para reducir tus operaciones. De ahora en adelante se realizara sin
explicaciones detalladas y con la reduccion de operaciones, tal y como sigue.

2 4 15 -1 5
4l=3- |5, [+ o[ Hl+eEn [ g
14] = —3(32) — 1(33) — 6(—14)
|A| = —96 — 33 + 84
|A] = —45

Mientras que:
ol 2 4 _ -1 5 |1 5
Bl=9-1| 5 S|+ |55 Jf+senfy g
|B] = —9(32) —3(33) — 18(—14)
|B| = —288 — 99 + 252
|B| = —135

Al comparar los determinantes de Ay B y por la propiedad anterior, se tiene que se
debe de cumplir que el determinante de B sea igual a tres veces el determinante de A,
es decir,

|B| = 3|A|
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U3 Algebra lineal
Determinantes

Lo anterior quiere decir que, si se sustituye el valor del determinante de Ay elde B en la
ecuacion anterior, se debe de llegar a una identidad; se hacen las sustituciones
correspondientes para verificar tal identidad:

|B| = 3|A|
—135 = 3(—45)
~135=—135

Tal y como se esperaba, se llegd a una identidad, lo cual da una idea de cédmo
comprobar la segunda propiedad de los determinantes, la idea de esta propiedad no es
la de crear una matriz con valores mas grandes, sino encontrar algun divisor de la
matriz que permita hacer mas pequefios a los elementos de la misma.

Si observas, lo que se hizo fue obtener los determinantes a partir de la columna que se
multiplico por tres. Esto es como multiplicar cada menor de A por 3, dandote una idea
de qué es lo que sucede en un caso general.

Propiedad 3.
Sean A, By C tres matrices con las mismas dimensiones. Si A, By C son iguales,
excepto por una columna, o fila, y dicha columna, o fila, en C es la suma de las mismas
columnas, o filas, en Ay B, entonces

IC| = |A] +|B|
Dicho de otra manera, si la columna, o fila, j de C es la suma de la columna, o fila, j de A
mas la columna, o fila, j de B, entonces el determinante de C es la suma de los
determinantes de Ay B, siempre y cuando las demas columnas, o filas, de las tres
matrices sean idénticas.
Se va a realizar un ejemplo de esta propiedad para observar la ayuda en cuanto a
ahorro de tiempo y de operaciones que permite el utilizarla, cuando se cumplen las

condiciones necesarias para su aplicacion.

Sean Ay B dos matrices, donde

1 6 4 1 6 5
A=(7 2 1) B=(7 2 3
311 311

Calcula la suma del determinante de A con el determinante de B.
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Para encontrar la suma de los determinantes, primeramente, se tiene que calcular el
determinante de cada una de las matrices, tal y como sigue:

=4} [+l SHwf; 5

|A]l = 4(7 —6) — 1(1 — 18) + 1(2 — 42)
A =4+ 17 — 40
1Al = —19

7 2 1 6 1 6
|B|=5(1)|3 1|+3(—1)|3 1|+1(1)|7 2|
IB] = 5(7 — 6) — 3(1 — 18) + 1(2 — 42)
|B| = 5+ 51 — 40
IB] = 16

Se tiene entonces que la suma de los determinantes de Ay B esta dada por

Al + |B] = =19 + 16
=-3

Debido a que las operaciones fueron simplificadas, no se distingue la gran cantidad de
operaciones gue se realizaron para encontrar esta suma. Sin embargo, aun cuando la
suma anterior puede verse mucho mas simple si se aplica la propiedad 3 de los
determinantes, para esto, o que se hace es por inspeccion distinguir dos filas o
columnas de Ay B que sean idénticas, si existen; entonces, se forma una nueva matriz
con estas dos filas o columnas y a continuacion se construye la que haga falta medio de
la suma de la fila o columna de A y B que son distintas; aplicando esto, se puede
construir para éste ejemplo la siguiente matriz:

1 6 9
C=|7 2 4
31 2
De la cual, al obtener su determinante, éste debe de ser igual a la suma de los
determinantes de Ay B.

ci=om [y |+ Jl+2wl;

IC] = 9(7 — 6) — 4(1 — 18) + 2(2 — 42)
IC] =9+ 68—80
ICl = -3

Tal y como puede observarse, el proceso de obtener la suma de los determinantes de
dos o0 mas matrices puede simplificarse, siempre y cuando las matrices que se utilizan
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cumplan las condiciones que pide la propiedad 3; de ser asi, permiten un ahorro de
tiempo y esfuerzo.

Si te das cuenta, lo que se hizo fue obtener los determinantes a partir de la columna que
era diferente. Por ello, todos los menores quedaron igual y lo que variaba era el nUmero
por el cual se iban multiplicando los menores. Asi, la obtencion del determinante de la
matriz C es como sumar las entradas de la columna diferente para Ay B y multiplicarlas
por el menor, el cual no cambia. Esto debe darte una idea de qué es lo que sucede en
un caso general.

Propiedad 4.

Si A es una matriz de n x n, al intercambiar dos filas o columnas distintas de A, su
determinante cambia de signo.

Uno de los usos que se le puede dar a esta propiedad es el de establecer un saldo en
contra, ya sea en cuanto a capital 0 en cuanto a materia prima.

Se va a realizar el siguiente ejemplo, para dar uso a esta propiedad.
Sean Ay B dos matrices de 3 x 3, donde:
3 =2 4
<—1 2 1)
1 5 3

-1 2 1
A= 3 =2 4 B
1 5 3
Lo primero que se hace es calcular el determinante de Ay el de B:

Encuentra los determinantes de Ay de B y comparalos.

|A|=1(1)|_22 41}|+5(—1)|_31 411|+3(1)|_31 _22|
|Al=1(8+2) - 5(-4—3)+3(2-6)
|A| = 10 + 35 — 12
4] = 33
Bl =1 i|+sen |2 H+3m]2 T

IBl=1(-2—-8)—53 +4)+3(6—2)
|B| = =10 — 35 + 12
|B| = —33

Advierte que, las matrices A y B son idénticas, con la diferencia de que la primera'y
segunda columnas estan intercambiadas entre una y otra matriz; debido a esto, el signo
del determinante de las matrices es distinto.
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Como podras darte cuenta, lo que se hizo fue obtener los determinantes a partir de la
fila que permanecié estable. Como las otras filas se intercambiaron, resulté que todos
los menores quedaron iguales en cuanto a sus cantidades, pero con signos contrarios.
Por ello, los determinantes son iguales en valor absoluto, pero tienen signos contrarios.
Esto debe darte una idea de qué es lo que sucede en un caso general.

Propiedad 5.

Sea A una matriz de n x n; si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces su
determinante es cero.

Cuando se encuentra la inversa de una matriz que posea dos filas o columnas iguales,
se identifica al instante que su determinante es cero; gracias a esta propiedad, se puede
establecer de inmediato que dicha matriz no es invertible, por lo cual no tiene inversa.
Observen el siguiente ejemplo.

Sea A una matriz de 3 x 3, donde

9 7 15
A=142 16 99

42 16 99

El valor de los elementos de A es mas grande de los que cominmente sea realizado
hasta el momento; van a resolver esta matriz como en los ejemplos anteriores,
aplicando la expansion por cofactores; obviamente por la propiedad que se acaba de
anunciar el determinante de esta matriz es cero.

Ahora van a desarrollar el determinante de A como sigue:

16 99 42 99 42 16
14l = (9) |16 99| -y 99| +05) [ 16
4] = (9)(1584 — 1584) — (7)(4158 — 4158) + (15)(672 — 672)
|A] =9(0) — (7)(0) + (15)(0)
Al =0—0+0
14| = 0

Noten la diferencia que existe entre utilizar la propiedad 4 y calcular el determinante de
A por medio de la expansion por cofactores; obviamente es mucho mas rapido decir que
el determinante es cero por medio de la propiedad, que descubrirlo por medio de las
operaciones. Este ejemplo visualiza el hecho de que se simplifica el obtener un
determinante si dos columnas o filas de una matriz son iguales.

Si prestas atencion, lo que se hizo fue obtener el determinante a partir de la fila que era
diferente. Como las otras dos filas eran iguales, y los menores se obtienen multiplicando
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cruzado, entonces se obtienen cantidades absolutamente iguales, pero con signos
contrarios. Por ello, todos los menores quedaron iguales a cero. Para obtener el
determinante de una matriz de dimension mayor a 3X3 se van utilizando los renglones o
las columnas que sean distintas. Al final se llega a las columnas o filas iguales. Esos
menores dan cero, y como multiplican otros nimeros, entonces los resultados van
dando ceros. Esto debe darte una idea de qué es lo que sucede en un caso general.

Propiedad 6.

Sea A una matriz de n x n; si una fila o columna de A es un multiplo escalar de otra fila o
columna, entonces, el determinante de A es cero.

Esta propiedad, al igual que la anterior, permite hacer un total de cero operaciones para
encontrar el determinante de una matriz que cumpla con las condiciones necesarias
para su aplicacion; al respecto, se tiene el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Sea A una matriz de 3 x 3, donde

-9 4 12
A=|11 21 63

6 -3 -9

Puedes apreciar que la columna 2 multiplicada por 3 es igual a la columna 3. Calcula el
determinante de A.

El determinante de A, es igual a:

4] = (=9)(1) |E§ f?9| +11(=1) |_43 g| +6(1) |241 ég
= (=9)(—189 + 189) — (4)(=36 + 36) + (12)(252 — 252)
= (=9)(0) — 4(0) + (12)(0)
=0-040
|Al =0

Las operaciones efectuadas no fueron demasiadas debido a que se trataba de un
determinante de 3 x 3, pero, aun asi, se pueden resumir a nada; esto se logra
analizando los elementos de la matriz. Si te percatas, existe un parecido entre las
columnas 2 y 3, como ya observaron; la columna 3 resulta de multiplicar a la columna 2
por tres, lo cual hace que A cumpla con las condiciones necesarias para aplicar las
propiedades 1y 5 e identificar de inmediato que el determinante de A es cero.
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Si observas, lo que se hizo fue obtener el determinante a partir de la columna que no
era multiplo. Como las otras dos columnas era un multiplo de la otra, y los menores se
obtienen multiplicando cruzado, entonces se obtienen cantidades absolutamente
iguales, pero con signos contrarios. Por ello, todos los menores quedaron iguales a
cero. Para obtener el determinante de una matriz de dimensién mayor a 3X3 se van
utilizando los renglones o las columnas que no sean mdltiplos. Al final se llega a las
columnas o filas que son mdltiplos. Esos menores dan cero, y como multiplican otros
nameros, entonces los resultados van dando ceros. Esto debe darte una idea de qué es
lo que sucede en un caso general.

Propiedad 7.

Sea A una matriz de n x n. Si se realiza la suma de un multiplo escalar de una fila o
columna de A con otra fila o columna de A, entonces el determinante de A se conserva.

Lo que dice esta propiedad es que si se hace el producto de un escalar por una fila o
columna de una matriz y el resultado lo suman a otra fila 0 columna de la misma matriz,
entonces el determinante se mantiene igual, es decir, no cambia.

Vean el siguiente ejemplo para comprender mas a fondo esta propiedad.
Sea A una matriz de 3 x 3 donde

3 4 12
A=1|17 26 93
-7 =20 -11
Y sea B la matriz que resulta de sumar a la fila 2 el triple de la fila 3, es decir,
3 4 12
B=({—-4 -34 60
-7 =20 -11

Calcula los determinantes de Ay B y compéralos entre si.
Entonces, se calcula el determinante de Ay de B como sigue:

4 12 3 12 3 4
=170 5, |26 |+
|A| = —17(—44 + 240) + 26(—33 + 84) — 93(—60 + 28)
|A] = —17(196) + 26(51) — 93(—32)
|A| = —3332 + 1326 + 2976
|A| =970

4 12 3 12 3 4
Bl = —4(-1) |—20 —11| + (=391 |—7 —11| +60(-1) |—7 —20|
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|B| = 4(—44 + 240) — 34(—33 + 84) — 60(—60 + 28)
|B| = 4(196) — 34(51) — 60(—32)
|B| = 784 — 1734 + 1920
IB| = 970

Como puedes ver, los determinantes de ambas matrices son iguales, de lo cual se
infiere que la propiedad 7 si se cumple para los determinantes de las matrices dadas.

Esta ultima propiedad puede utilizarse para aquellos casos en los cuales por medio de
una operacion con renglones se puede simplificar la matriz y con ello el calculo de su
determinante; de esta manera, se ahorra tiempo y operaciones.

Si bien aprecias lo anterior, lo que se hizo fue obtener el determinante a partir de la fila
gue sufrié los cambios. Como las otras dos filas no se alteran, los menores permanecen
iguales en ambas matrices. Asi, lo que se altera es el renglén de los nimeros que van a
multiplicar a los cofactores. Pero como se obtiene estos multiplicando por el mismo
escalar y sumando los correspondientes nimeros del otro renglén, entonces lo que se
aumenta en una parte se quita en la otra ¢ Lo observaste? Esto debe darte una idea de
gué es lo que sucede en un caso general.

¢ Sabias que...?

Algunos de los mas grandes matematicos de los siglos XVIII y XIX contribuyeron al
desarrollo de las propiedades de los determinantes. La mayoria de los historiadores
coinciden en afirmar que la teoria de los determinantes se originé con el matematico
aleméan Goofried Wilhelm Leibniz (1646-1716) quien fue con Newton, el co inventor del
calculo diferencial e integral. Leibniz empled los determinantes en 1693 en relacion con
los sistemas de ecuaciones lineales simultdneas. No obstante, hay quienes creen que el
matematico japonés Seki Kowa hizo lo mismo unos 10 afios antes.

En 1858, el matematico inglés Arthur Cayley publicé unas “Memorias sobre la teoria de
matrices” en la que daba la definicion de matriz y las operaciones suma de matrices, de
producto de un numero real por una matriz, de producto de matrices y de inversa de una
matriz. Cayley afirma que obtuvo la idea de matriz a través de la de determinante y
también como una forma conveniente de expresar transformaciones geométricas.
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3.2. Solucion de sistemas lineales por
determinantes

En la unidad anterior se estudi6 la forma de resolver sistemas de ecuaciones lineales a
partir de la matriz asociada a tales sistemas.

En este tema se van a resolver algunos sistemas de ecuaciones lineales utilizando un
método que se conoce como la regla de Cramer y esta basado en la obtencion de
ciertos menores y cofactores de algunos determinantes relacionados a matrices
asociadas al sistema de ecuaciones.

La regla de Cramer da solucion a un sistema de ecuaciones lineales en términos de
ciertos determinantes, asociados con la matriz de dicho sistema. Recuerda que recibe
su nombre debido a que éste método fue publicado en 1750 por el matematico suizo
Gabriel Cramer en su libro Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques.

Aunque la regla de Cramer es un método muy Uutil en la solucién de ciertos sistemas de
ecuaciones, su aplicacion resulta ineficiente para matrices grandes, pues es sumamente
laboriosa para sistemas de mas de cuatro incognitas y por ello suele no ser usado en
aplicaciones que involucran muchas ecuaciones.

3.2.1. Regla de Cramer

La regla de Cramer es uno de los métodos mas sencillos que se utilizan para resolver
un sistema de ecuaciones lineales y se utiliza por medio de las matrices y sus
determinantes. Ademas, relaciona la solucion de los sistemas de ecuaciones lineales
con el determinante de la matriz asociada a dicho sistema.

Ya vieron que un sistema de ecuaciones lineales puede representarse como:

Ax=0Db
Para trabajar con la regla de Cramer, a partir de una matriz A, se deben construir otras
matrices, las cuales se denotardn como 4;. Cada A; es idéntica a A, excepto por la
columna i. En cada 4; la columna i sera reemplazada por el vector b. De esta manera,
al obtener los determinantes de cada una de las matrices formadas, se podra aplicar la

regla de Cramer.

Se representan los determinantes obtenidos de las matrices A; como sigue.
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Dy = |A4]

D, = |A,|

Dn = |An|
y

D = |A|

Una vez que ya sean establecidos todos estos elementos, se puede dar a conocer la
regla de Cramer, la cual establece lo siguiente:

Sea A una matriz de n x n tal que |A| # 0, entonces, el sistema Ax=b tiene como Unica
solucion a xq, x5, X3, , Xp.

Donde
D4
D,
D3
D,
Xn = _D

Donde, D;representa el determinante de la matriz A; y D representa el determinante de
A

Veran el siguiente ejemplo, para comprender la regla de Cramer.

Ejemplo:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones utilizando la regla de Cramer.
3xq1 — 2x5 + 5x3 =11
7x1 + x5 — 9x3 = —4

x1+3x2+2x3=5

Lo primero que deben hacer es recordar como se representa un sistema de ecuaciones
por medio de matrices y vectores, es decir, la forma:

Ax=Db
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Para el sistema anterior se tiene que los datos correspondientes son:

3 =2 5
A=(7 1 —9)
1 3 2
X1
()
X3
11
b=(_4)
5
Con esto, se puede representar el sistema de ecuaciones como:
3 -2 5\ /% 11
(k-0
1 3 2 X3 5

Una vez que se tiene la matriz A asociada del sistema y su vector b de constantes, se
pueden encontrar los elementos que se necesitan para aplicar la regla de Cramer.

Primero, se encuentran las submatrices A;; para ello se debe reemplazar en A la
columna i por b, de la siguiente manera:

11 -2 5 3 11 5

A1=<—4 1 —9> A2=(7 —4 —9) Az
5 3 2 1 5 2

3 =2 11

(7 1 —4>

1 3 5

A continuacion, encontraran los determinantes de las submatrices anteriores.

D; = |A4]
=112+ 27) — (=2)(—=8+45) + 5(—-12 - 5)
=319+ 74-85
D; =308
D, =3(—8+45)—11(14+9) + 5(35+ 4)
=111-253+ 195
D, =53
D; =3(5+12)—-(-2)(35+4)+11(21-1)
=51+78+ 220
D3 = 349
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Ahora, se encuentra el determinante de la matriz principal A.

D = 4|
D=32+27)-(-2)(14+9) +5(21-1)
D =87 + 46 + 100
D =233

En este momento, se tiene todos los elementos que se necesitan para aplicar la regla
de Cramer, lo cual se hace a continuacion.

Para una matriz de 3 x 3, la regla de Cramer establece que la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales esta dada por:

X1 = D
Xy = D
X3 = D

De esta manera, para el sistema de ecuaciones lineales, se tiene que la solucién Unica
es:

308
173533
53
2= 533
349
37933

Como ya se habia comentado, la regla de Cramer relaciona un sistema de ecuaciones
con su determinante para encontrar la solucion que satisface las condiciones de dicho
sistema lineal.
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3.3. Ejemplos de aplicacion

El algebra lineal tiene una gran cantidad de aplicaciones en muchos campos del
conocimiento humano, tanto en ciencias sociales como en ingenierias y en las llamadas
ciencias exactas. El objetivo del siguiente tema es, justamente, mostrar esa utilidad del
algebra lineal y en particular de lo que estudiaste a lo largo de este curso, en tu area de
estudio.

Esto se lograra a través del desarrollo de algunos ejemplos de aplicaciones de matrices
y de determinantes. Recuerda que uno de los pilares de las matrices son los vectores. A
su vez, las matrices dan pie al estudio de los determinantes. De esta manera, a través
de los ejemplos que aqui se estudian, podras ver también como interactian y se
complementan todos los temas que viste en esta asignatura.

3.3.1. Aplicacion de matrices
A continuacion, se presentan algunas aplicaciones de matrices.
Ejemplo: graficos de computador

El disefio asistido por computador (CAD) le ahorra a la Ford Motor Company millones
de dédlares cada afio. Adoptados por primera vez por Ford a principios de 1970, CAD y
CAM (fabricacion asistida por computador) han revolucionado la industria
automovilistica. Hoy dia, los graficos por computador constituyen el corazon, y el
algebra lineal el alma del disefio moderno de automoviles.

Muchos meses antes de que se construya un nuevo modelo de automovil, los
ingenieros disefian y construyen un automévil mateméatico: un modelo de alambre que
existe solamente en la memoria de un computador y en las terminales de exhibicién de
graficos. (Arriba se muestra el Lincoln Mark VIII de 1993). Este modelo matematico
organiza e influye en cada paso del disefio y fabricacion del automovil.

Trabajando en mas de 2600 estaciones de trabajo para gréficos, los ingenieros de Ford
perfeccionan el disefio original, esculpen las lineas fluidas de la carroceria, ponen a
prueba la capacidad de las laminas de metal para soportar las deformaciones y los
dobleces necesarios para producir la carroceria, ajustan la colocacion de los asientos
interiores, planean y disponen las partes mecénicas, y producen los planos de
ingenieria para los miles de componentes que los proveedores fabricaran. Los
ingenieros inclusive hacen pruebas de carretera para la suspension del carro
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matematico, colocan al automdvil en un tunel de viento matemético y jhacen repetidas
pruebas de colision del auto en el computador!

El modelo de alambre del automovil se almacena en muchas matrices de datos para
cada componente principal. Cada columna de una matriz enumera las coordenadas de
un punto sobre la superficie del componente. Las demés columnas describen cuéles
puntos se deben conectar con curvas; un escaner tridimensional genera los puntos de
datos originales pasando sensores por un modelo de arcilla de tamafio natural del
automdvil. Las piezas individuales del interior del automévil también se almacenan
como matrices de datos. Los componentes mas pequefios se trazan con software de
gréficos por computador en la pantalla y las piezas mayores se forman ensamblando
matematicamente los componentes mas pequefos.

Posteriormente, los programas matematicos generan mas puntos, curvas y datos de
color para interpretar y dibujar la superficie exterior del automovil, haciendo que éste se
vea tan real en la pantalla que parezca un automovil de verdad en la sala de exhibicion
de un distribuidor. Los clientes potenciales opinan mientras el automovil gira en el “piso
de la sala de exhibicidon”. Si a los clientes no les gusta, el disefio puede cambiarse antes
de que se construya el coche real.

Ya sea que trabajen en el disefio general de la carroceria o modifiquen un componente
pequefio, los ingenieros llevan a cabo varias operaciones basicas sobre imagenes
gréaficas, como cambiar la orientaciéon o la escala de una figura, hacer un acercamiento
de alguna regién pequefia o cambiar entre vistas bi y tridimensionales. El algebra lineal
es en verdad el “alma” del software de graficos porque todas las manipulaciones de
imégenes en la pantalla se logran mediante técnicas de algebra lineal.

Un modelo de alambre en una prueba de colisién. Un cami6n en un tinel de viento matematico.

Se ha visto que los determinantes estan estrechamente ligados con las matrices. Por
ello, casi cualquier problema que pueda ser resuelto mediante matrices podré ser
resuelto mediante determinantes.

Ahora se resolvera un ejercicio.
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Ejercicio: fertilizantes basicos

Un grupo de ingenieros de varias areas esta analizando cinco compuestos que forman
tres tipos de fertilizantes basicos I, Il y lll. Las cantidades se miden en gramos. Pueden
obtenerse fertilizantes especiales resolviendo combinaciones de los tres tipos bésicos.
Es decir, los fertilizantes especiales pertenecen al espacio generado por los tres
vectores que representan los fertilizantes basicos. El objetivo del estudio es crear
nuevos fertilizantes que dafien menos el ambiente y el suelo.

Las cantidades de cada compuesto que forman cada uno de los fertilizantes basicos
estan dado en gramos y se expresan por la siguiente matriz:

Fertilizante | Fertilizante 1| Fertilizante Il
Compuesto
10 20 30
a
B 30 0 20
C 15 50 10
D 25 15 30
E 20 15 10/

Los ingenieros desean obtener un fertilizante con las siguientes cantidades:

2,200 gramos del compuesto A, 1,900 del compuesto B, 1,950 del compuesto C; 2,550
del compuesto D y 1,400 del compuesto E.

Si esto es posible, ¢,qué cantidad de cada fertilizante basico se necesitaria para formar
el fertilizante especial?

Se llamara x1, X2 y X3 a las cantidades que se utilizaran de los fertilizantes basicos I, Il y
I, respectivamente.

Se construye el sistema de ecuaciones a partir de los datos dados y de lo que se desea
obtener:
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Se utilizardn x1, X2 ¥ X3 gramos de los fertilizantes basicos I, Il y Ill, respectivamente, por
compuesto A, B. C, Dy E, para obtener las cantidades deseadas de cada uno en la

mezcla:
Compuesto Fertilizante | Fertilizante Il Fertilizante IlI Cantidades
deseadas por
compuesto
A 10x1 + 20x2 + 30xs = 2200
B 30x1 + 0x2 + 20x3 = 1900
C 15x; + 50x. + 10x3 = 1950
D 25x3 + 15x%, + 30x3 = 2550
E 20x1 + 15x; + 10x3 = 1400
Se obtiene la matriz ampliada asociada al sistema:
10 20 30 2200
30 0 20 1900
15 50 10 1950
25 15 30 2550
20 15 10 1400

La matriz no es una matriz cuadrada, ya que esta asociada a un sistema de cinco
ecuaciones con tres incognitas. Vean qué sucede al aplicar el método de Gauss.

Se realizan operaciones sobre la matriz:

Se divide entre 10 cada renglén, asi se obtiene el primer 1, de la entrada ai1, y se
facilitan las siguientes operaciones:

L 2 3 220
3 0 2 190
% 5 195
% % 3 255

\2 z ! 140

Se multiplica por 3 el primer renglén y al resultado se le resta el segundo renglén. Lo
obtenido se coloca en el segundo renglon:
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3
5 5 195
5 3
2 Z 3 255
2 21 /
2 140
L 3 220
0 7 470
7 135
0 -2 5
5 3 255
7 7 3
3 140
\2 S 1
1 2 3 220
0 6 7 470
7 135
0 -2 5
7 9 295
0 3 3
3 140
\2 71
1 2 3 220
0 6 7 470
7 135
0 -2 5
7 9 295
0 7 3
5 300
0 55 /
220
1 2 3 470
6 ; 135
-2 >
7 9 295
0 7 3
0 1 2 120/
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220
120
135
295
470

1 2 3 |20
01232
15
00 =
7 9 |295
072 2
06 7 a9
1 2 3 220
01 2 120
00 1 50
o L 2 295
2 2
06 7 470
1 2 3 220
01 2 120
00 1 50
07 9 590
06 7 470
1 2 3 220
01 2 120
00 1 50
005 250
0 05 250
1 2 3 220
01 2 120
0 0 1
0 0 1
0 0 1

Se puede observar que para las tres ultimas filas de la matriz son iguales: 0, 0, 1 y 50,
justo en ese orden.
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Por lo tanto, segun el método de Gauss, X3 es siempre igual a 50, de donde se deduce
gue el sistema si tiene solucion y ésta es Unica. Si los valores asociados a xs hubieran
resultado diferentes para las filas 3, 4 y 5, el sistema no tendria solucion.

Segun el método de Gauss:

X3 = 50
De donde
Xo + 2X3 =120
Entonces
X2 + 2(50) =120
X2 + 100 = 120
X2 =120 - 100
X2 = 20
Y
X1 + 2X2 + 3X3 = 220
Entonces

X1 + 2(20) + 3(50) = 220

X1 + 40 + 150= 220

X1+ 190 = 220
X1 =220 - 190
x1 =30

Estos valores cumplen el sistema formado por las tres primeras ecuaciones. Ahora bien,
si fuera posible realizar el fertilizante con las cantidades deseadas de los compuestos,
se requiere que estas soluciones satisfagan también las dos ecuaciones restantes.
Dado que en la matriz resultante las dos ultimas filas son iguales a la tercera, se tiene
gue estos valores satisfacen también las ecuaciones 4 y 5.

Por lo tanto, es posible realizar el fertilizante con una mezcla de las cantidades
deseadas de cada compuesto, a partir de los fertilizantes béasicos. Para ello, se deben
utilizar: 30 gramos del fertilizante I, 20 gramos del fertilizante 11 y 50 gramos del
fertilizante IlI.
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3.3.2. Aplicacion de sistemas de ecuaciones
A continuacién, se presentan algunas aplicaciones de determinantes.
Ejemplo: modelos lineales en economia e ingenieria

Era el final del verano de 1949. El profesor de Harvard, Wassily Leontief, estaba
introduciendo cuidadosamente la Ultima de sus tarjetas perforadas en el computador
Mark Il de la universidad. Las tarjetas contenian informacion sobre la economia de
Estados Unidos y representaban un total de mas de 250, 000 piezas de informacion
producidas por la Agencia de Estadisticas del Trabajo de E.U.A tras dos afios de
intensa labor. Leontief habia dividido la economia estadounidense en 500 “sectores”,
tales como la industria del carbdn, la industria automovilistica, comunicaciones y asi
sucesivamente.

Para cada sector, habia elaborado una ecuacion lineal que describia cémo éste
distribuia sus salidas hacia otros sectores de la economia. Debido a que el Mark I, uno
de dos computadores mas grandes de aquella época, no podia manejar los sistemas
resultantes de 500 ecuaciones con 500 incégnitas. Leontief destil6 el problema a un
sistema de 42 ecuaciones con 42 incognitas.

Programar el computador Mark Il para las 42 ecuaciones de Leontief habia requerido
varios meses de esfuerzo y él estaba ansioso por ver cuanto le llevaria al computador
resolver el problema. El Mark Il zumbo y parpade6 durante 56 horas antes de producir
finalmente una solucion.

Leontief, quien obtuvo el premio Nobel de Economia 1973, abrio la puerta a una nueva
era en modelos matematicos en economia. Sus esfuerzos en Harvard en 1949
marcaron uno de los primeros usos significativos de los computadores para analizar lo
gue entonces era un modelo matematico a gran escala. Desde ese tiempo, los
investigadores en muchos otros campos han usado computadores para analizar
modelos matematicos.

Debido a las cantidades masivas de datos implicados, los modelos generalmente son
lineales; esto es, se describen como sistemas de ecuaciones lineales.

La importancia del algebra lineal para las aplicaciones se ha elevado en proporcién

directa al incremento en la potencia de computo. Con cada nueva generacion de
hardware y software se dispara una demanda de mayor capacidad. La ciencia de
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coémputo estd asi intrincadamente ligada al algebra lineal, a través del crecimiento
explosivo del procesamiento en paralelo y de los calculos en gran escala.

Los cientificos e ingenieros trabajan ahora en problemas mucho mas complejos que los
gue podian imaginarse hace algunas décadas. jHoy, el algebra lineal tiene mas valor
potencial para los estudiantes en muchos campos cientificos y de negocios que
cualquier otra materia de matematicas de licenciatura!

e Prospeccion petrolera. Cuando un barco busca depdsitos petroliferos mar
adentro, sus computadores resuelven miles de sistemas de ecuaciones lineales
independientes diariamente. Los datos sismicos para las ecuaciones se obtienen
de ondas de choque bajo el agua producidas por medio de explosiones con
cafiones de aire. Las ondas rebotan en rocas bajo la superficie y se miden con
geodfonos sujetos a cables de una milla de largo tras del barco.

e Programacion lineal. Hoy en dia muchas decisiones gerenciales importantes se
toman con base en modelos de programacion lineal que utilizan cientos de
variables. La industria de aviacion, por ejemplo, usa programas lineales que
organizan las tripulaciones para los vuelos, registran la ubicacién del aparato
aéreo o planean los diversos programas de servicios de apoyo tales como el
mantenimiento y las operaciones de terminal.

o Redes eléctricas. Los ingenieros utilizan un software de simulacion para disefiar
circuitos eléctricos y microchips que incluyen millones de transistores. El
software depende de técnicas de algebra lineal y de sistemas de ecuaciones
lineales.

Los sistemas de ecuaciones lineales estan en el corazon del Algebra lineal.

Ahora, se retoma el problema Fertilizantes basicos de la seccion anterior, para
resolverlo por el método de determinantes.

Se habia construido el siguiente sistema de ecuaciones:
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Compuesto Fertilizante | Fertilizante Il Fertilizante Il Cantidades
deseadas por
compuesto
A 10x1 + 20x2 + 30x3 = 2200
B 30x1 + 0x2 + 20x3 = 1900
C 15x; + 50x> + 10x3 = 1950
D 25X1 + 15x, + 30x3 = 2550
E 20x1 + 15x5 + 10x3 = 1400

La matriz asociada al sistema esta dada por:

10 20 30
30 0 20

15 50 10
25 15 30
20 15 10

Vean que esta matriz no es cuadrada, ya que surge de un sistema de cinco ecuaciones
con tres incognitas.

Como sélo pueden sacarse determinantes de matrices cuadradas, entonces se debe
hacer cuadrada la matriz asociada. Para ello, se trabajara entonces sélo con tres
incognitas y tres ecuaciones, es decir, se eliminaran las dos ultimas filas del sistema
para obtener la matriz:
10 20 30
(30 0 20)
15 50 10

Ahora si, se puede obtener el determinante de dicha matriz:

10 20 30
D=130 0 20
15 50 10

Este es el determinante del sistema formado por las tres primeras ecuaciones:

10x: + 20x, + 30x; = 2200
30x; + 0 X2 + 203 = 1900
15x, + 50x, + 10 x3 = 1950

Entonces:
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10 20 30
30 0 20
15 50 10

10 20

b= 15 50

_ 30(—1)3|§° 30

0 1ol +0CD* |15 10

5 1o|*'20(_1)5|

= 30(—1)(200 — 1500) + 0 + 20(—1)(500 — 300) = —30(—1300) — 20(200)
= 39000 — 4000 = 35000

Obsérvese que se sacé el determinante a partir de la segunda fila, ya que el cero
simplifica las operaciones.

Ahora se sacan los determinantes asociados a las variables. Recuérdese que las
entradas asociadas a cada variable son sustituidas por las entradas de las constantes:

2200 20 30
D; =1]1900 0 20
1950 50 10

10 2200 30
D, =130 1900 20
15 1950 10

10 20 2200
D; =130 0 1900
15 50 1950

Asociados a xi, X2 Y X3 respectivamente.

2200 20 30
D, =|1900 0 20
1950 50 10

~ 3(20 30], .. 410 30 5]2200 20

= 1900(=1) |50 10|*'0( D |15 1o|*'20( D) |1950 50

= 1900(—1)(200 — 1500) + 0 + 20(—1)(110000 — 39000)
= —1900(—1300) — 20(71000)

= 2470000 — 1420000 = 1050000
10 2200 30

30 1900 20
15 1950 10

D2=
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10 2200
15 1950

10 30
15 10

2200 30

1950 10 | +20(-1)8

=30(-1)*| | +1900(-1)*
= 30(—1)(22000 — 58500) + 1900(100 — 450) + 20(—1)(19500 — 33000)
= —30(—36500) + 1900(—350) — 20(—13500)

= 1095000 — 665000 + 270000 = 700000

10 20 2200
D;=[30 0 1900
15 50 1950
Came 5]20 2200( , . 4|10 2200 5110 20
=30(=D) |50 1950|+0( D |15 1950|+1900( D) |15 50

= 30(—1)(39000 — 110000) + 0 + 1900(—1)(500 — 300)
= —30(—71000) — 1900(200)

= 2130000 — 380000 = 1750000

Asi, se sacan los valores de X1, X2 Y X3 a partir de las correspondientes divisiones:

D, 1050000
1= T 35000
D, 700000 _
*2 =5 T 35000
Dy 1750000
3= T 35000

Los resultados, efectivamente, son los valores de xi, X2 Y X3 que se obtuvieron a partir
del método de Gauss. Ahora bien, si no se supieran los valores de X1, X2 y X3, entonces
se tendrian que aplicar los valores obtenidos a las ecuaciones que no intervinieron en
los determinantes, para comprobar que efectivamente esas soluciones satisfacen las
dos ecuaciones restantes.
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Cierre de la unidad
Se te recomienda resolver todos los ejercicios del cuadernillo que corresponden a esta
unidad, para adquirir mayor habilidad. ElI Cuadernillo de ejercicios lo podras encontrar

en la carpeta Material de apoyo de la primera unidad de esta asignatura.

Ahora ya concluiste con los tépicos de la asignatura, por lo tanto, solo falta que pongas
en practica los conocimientos adquiridos en tu practica profesional.
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Para saber mas

Benitez Lépez, Julio; Breve historia del algebra
matricial [en linea]. Recuperado el 11 de octubre de
2010, de:

http://personales.upv.es/jbenitez/cajon sastre/histam.p
df

Kline, Morris. (1994). El pensamiento matematico de la
antigliedad a nuestros dias |. Madrid: Alianza Editorial.
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Morales, Maria |.; Blog: Mis clases de algebra ll en la
web [en linea] (1994). Recuperado el 11 de octubre de
2010, de:

http://algebra-ii.blogspot.com/
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