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Presentacion de la unidad

Se pretende que, en esta unidad, se revisen las propiedades de los nimeros reales desde
una vista intuitiva, estas a su vez son utiles al momento de operar con diferentes
nameros. Estas propiedades establecen reglas que deberas aplicar durante todo el
desarrollo del curso.

Revisaras los axiomas de la suma, producto o multiplicacion, de distribucién que involucra
a la suma, multiplicacién y division. También veremos los axiomas de orden y completes,
donde a todo conjunto de nimeros reales le corresponde un antecesor y sucesor.

El valor absoluto de un nimero real y los intervalos que puede tomar en un conjunto de
namero y su representacion grafica del valor absoluto de un nimero real. Para terminar,
revisaras el concepto de funcion, su dominio y contradominio, su representacion gréafica
tomando valores que lleguen al limite y sus diferentes operaciones.

En esta unidad revisamos el concepto de limite de una funcién, donde cuyo dominio y el
recorrido son elementos llamados subconjuntos de conjunto de los nimeros reales.

Lo que se pretende en esta unidad, es que conozcas las propiedades del limite, aplicados
a una funcion, su continuidad y las propiedades de una continuidad de los limites. Al
transcurso de la unidad, podras constatar que una funcién, tiene ciertos elementos que
permiten su continuidad de acuerdo, a los valores que tome, la variable dependiente e
independiente.

A partir de estos conceptos, te permitiran demostrar el concepto de limite, su aplicacion
en diversos contextos, para que relaciones los contenidos teéricos con los practicos.
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Competencia especifica

Aplica el concepto de limite para analizar la continuidad y la derivada
Unidad 1 de una funcion, utilizando las propiedades de los nimeros reales, de los
limites y su representacion grafica.

Propdsitos

e |dentificar los axiomas de estructura algebraica de los numeros reales.

e Resolver problemas utilizando los axiomas de orden.

¢ Identificar los conceptos de valor absoluto y los intervalos.

e Determinar el dominio, el contradominio (o codominio), y la imagen de una funcion.

e Operar con funciones y determinar su gréfica.

e |dentificar que el limite es Unico.

e Relacionar el limite con las operaciones de funciones y determinar los limites
unilaterales.

e |dentificar el concepto de continuidad de funciones y su relacién con el limite.

e Aplicar las propiedades de la continuidad de funciones.
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Axiomas de los numeros reales

En esta unidad se presenta al conjunto de los nimeros reales R desde un punto de vista
axiomatico, iniciando con su estructura algebraica, su relacién de orden y la condicion de
completés. Ademas, se estudian los distintos tipos de intervalos que existen, para finalizar
con el estudio del concepto de funcion y de su representacion gréfica.

El campo de los numeros complejos

El primer contacto que tiene un estudiante con los nimeros es por medio de los nimeros
naturales N = {1, 2,3 ...}, en este conjunto existe la operacion de suma, ésta a su vez
induce a la operacion de resta, el problema resulta al observar que no siempre se puede
realizar esta operacion. Este desafortunado hecho motiva la existencia de los nimeros
enteros Z ={...,—2,—-1,0,1, 2, ...}, en este conjunto se pueden sumar, restar y multiplicar;
de manera similar a la suma, la multiplicacién induce la operacién de division, al igual que
para la resta en N, la divisién no siempre se pude llevar a cabo en Z, lo que motiva la

existencia de los nUmeros racionales Q{% a,b € Z,b # 0}, en este conjunto se pueden

realizar las operaciones basicas de la aritmética: sumar, restar, multiplicar y dividir. Lo
anterior presenta la existencia de la siguiente cadena de contencién de sistemas
numeéricos N c Z c Q.

El conjunto de los niUmeros reales R, se construye a partir de los nUmeros racionales, en
consecuencia Q c R y ambos conjuntos poseen una estructura algebraica similar. Un
conjunto que permite realizar las cuatro operaciones fundamentales de la aritmética toma
el nombre de campo, por tal motivo se comienza enunciando las propiedades del campo
de R.

Axiomas de la suma: Para la operacion de suma o adicion se tiene que para cada par
de elementos x,y € R se le asigna un elemento unico X+ Y llamado la suma de x con

y que satisface las siguientes condiciones:

(). Asociatividad: x+(y+z)=(X+Yy)+2z para cualesquiera x,y, z € R.
(ii). Conmutatividad: X+Yy=Yy+X para cualesquierax,y € R.

().  Elemento neutro: Existe 0 € R tal que X+0=X para cualquier x € R.
(iv). Elemento inverso: Dado x € R existe —x € R tal que x+(—x)=0.
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La propiedad (i) permite operar mas de dos elementos y ademas permite eliminar los

paréntesis de la suma, es decir X+ (Y +2) =(X+Y) +Z=X+Yy + z. Como consecuencia
inmediata de los axiomas de la suma anterior se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.1.1. Los elementos 0 y —x son Unicos.

Demostracion: Se procede por contradiccion, supéngase que existe otro elemento neutro
para la suma 0', entonces X+0'=X para cualquier x € R, en particular cuando X=0 se
tiene que 0+0'=0, pero por definicion de 0 se tiene que 0+0'=0" en consecuencia
0=0'". Por otra parte, supéngase que Xx tiene otro elemento inverso x' para la suma, es
decir x+x'=0, en consecuencia se tienen las siguientes igualdades:

X'=X+0=X+(X+(-X)) =(X+X) +(-x) =0+ (-X) =—X

Por lo tanto —x=x".

Otra propiedad importante es la que se conoce como ley de cancelacion, la cual se
enuncia del siguiente modo:

Proposicion 1.1.2. Dados x,y,z € R. tales que x+y=x+2z entonces y = z.

Demostracién: Este resultado se obtiene de aplicar los axiomas de la suma de la

siguiente manera:
X+y=X+2

(=X)+[x+ yl=(=x)+[x+Z] Unicidad de la suma
[(=X)+x]+y=[(-X)+x]+2 Asociatividad
0+y=0+z Inverso aditivo
y=12 Elemento neutro
Por lo tanto x+y=x+z implicaque y=z.

La propiedad anterior permite definir la operacion de resta a partir de la propiedad (iv)
por medio de la siguiente relacion: dados x,y € R el elemento X menos y se define por

X—y=xX+(-Yy).

Axiomas de la multiplicacidn: Para la operacion de multiplicacién o producto se tiene
que para cada pareja de elemento x,y € R se le asigna un elemento Gnico xxy llamado

el producto de x con y que satisface las siguientes condiciones:

(v). Asociatividad: xx(yxz)=(XxxYy)xz paracualesquiera x,y,z € R.
(vi). Conmutatividad: xxy=yxx para cualesquiera x,y € R.

Divisién de Ciencias de la Salud, Biolégicas y Ambientales | Ingenieria en Energias Renovables 6



Ul

Calculo diferencial
Funciones, limites y continuidad

(vii). Elemento neutro: Existe R con 10, tal que Xxx1=X para cualquier x € R.
(vii).  Elemento inverso: Dado x € R, con X =0, existe x"! € R tal que xxx*=1.

El producto también se denota por x-y 6 xy . Aligual que la suma, la propiedad (V)

permite multiplicar mas de tres elementos y también se puede eliminar el paréntesis, es
decir x-(y-z) =(x-y)-z=xy-z. Como consecuencia inmediata de los axiomas del producto

se tiene el siguiente resultado.
Lema 1.1.3. Los elementos 1y X' son Gnicos.

Demostracion: Se procede por contradiccion, supéngase que existe otro elemento neutro
1', entonces Xx1'=X para cualquier x € R, en particular cuando X=1 se tiene que
1x1'=1, pero por definicion de 1 se tiene que 1x1'=1"' en consecuencia 1=1'. Por otra
parte, supéngase que X tiene otro elemento inverso X' para la multiplicacion, es decir

Xx X'=1, en consecuencia se tienen las siguientes igualdades:

X'=XX1=XX(XxX ) = (X)xX)xx " =Ixx"=x"

Por lo tanto x ' =x".
[]

En producto también existe la propiedad de cancelacion la cual es indispensable para la
definicion de division de nimeros reales:

Proposicion 1.1.4. Dados x,y,z € R, con x=0, tales que xy=x-z entonces y=z.

Demostracién: Este resultado se obtiene de aplicar los axiomas de la suma de la

siguiente manera:
Xy = X2

x"[xy]=x"[xz]  Unicidad dela producto
[x*x].y=[x"x]z  Asociatividad
ly=1z Elemento reciproco
y=12 Elemento neutro

Por lo tanto x.y=x.z implicaque y=z.
[

Axioma de distribucién: Las operaciones de suma y multiplicacion quedan relacionadas
a través de la propiedad distributiva:

(ix).  Para cualquier par x,y € R se cumple x:(y+2)=xy+Xxz.
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Hay que observar que las propiedades de conmutativas de la suma y el producto
respectivamente garantizan que (X+Y)xz=(xxz)+(yxz).

Estos nueve axiomas son los que determinan la estructura aritmética de los nimeros
reales, las propiedades siguientes se obtienen de aplicar los axiomas anteriores.

Lema 1.1.5. Para todo x € R se tiene que 0-x=0.
Demostracion: Dado x € R se tiene las siguientes relaciones:

0-x=(0+0)-x Elemento neutro
0-x = (0-x) + (0-x) Propiedad distributiva
0K = (0] +(0x)  ley de cancelacion
0=0x

Por lo tanto O-x = X para cualquier x € R.

Corolario: El elemento 0™ no existe.

Demostracion: Se procede por contradiccion, supéngase que 0 existe, entonces
0=0x0"=1, lo cual es una contradiccién ya que 0=1. Esto implica que la hipétesis de
la existencia de 0 es insostenible. Por lo tanto 0™ no existe.

0

La operacion de divisién se define a partir de la propiedad (viii) a través de la siguiente

relacion: dados x,y € R, con y #0, el elemento x entre y se define por x+y=xxy™.

En algunas ocasiones la division x+y también se denota por x/y 6 —.
y

Otro resultado importante es el siguiente:

Lema 1.1.6. Dados x,y € R se tiene lo siguiente:

(@) —(=x)=x.
(b) x(=y)=(=x)y=-xy.
© (Y =xy.

Demostracion: Para (a) hay que observar que (—x)+[-(—x)]=0 ademas (—x)+x=0 por

consiguiente (—X)+[—(—Xx)]=(—x) + X, por la ley de cancelacién —(—x) =x. Para (b) hay que
observar las siguientes relaciones:
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y+(-y)=0 Inverso aditivo
x[y+(-y)]=x0 Unicidad del producto
Xy +x(-y)=0 Propiedad distributiva

Ademas xy +(—xy) =0, en consecuencia se tiene que Xy + X(-Yy) =Xy + (-xy), por la ley de
cancelacion x(-y)=-xy, el resultado (—x)y =—xy es similar. Finalmente, para (c) se
obtiene de lo siguiente:

y+(-y)=0 Inverso aditivo
(=X)-[y+(-y)]=(-x)-0  Unicidad del producto
=X)y+(=x)(-y)=0 Propiedad distributiva

Ademas (-X)y =—xy por consiguiente —xy +(—x)(-y) =0, es decir, —(—xy) = (—x)(-y) de
donde se sigue (—x)(-y)=xy.
[

Para finalizar esta seccion se definen las potencias y las raices de un namero real. Dado

x € R/{0}yn € NU {0} la potencia o exponente n de X se define de forma recursiva por
la siguiente relacion:
e { 1, sin=0

xX"' sinz0

X' =xX XX
H_J

nVeces

La forma explicita de la relacion anterior es , es decir, n cuentas las

veces gque se multiplica x por si mismo. Cuando x=0, se tiene que 0" esigual a 0,
para n=0; el caso 0° no esta definido.

Como consecuencia de la definicién anterior se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.1.8. Para cuales quiera m,n € NU{0} y x € R/{0} se cumple:
m ,n m-+n
(@) X X =X .

(b) (Xm)n =x"
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Demostracién: Lo anterior se muestra contando adecuadamente los exponentes de X,
para (a) se tiene que:

xm .xn :Lxx-..xx‘lx‘xx-'..x.'x):\xx .n-x J;:Im-l-n

e e
mVeCces i VEeCes (m+m) veces

Por otro lado, para (b) se tiene

H
(xm) :l?:??!x ,_.xxm‘:;cx...X:{;x...xgx...xx:\x}(-.-x};:xnm_
FI\I';EEB m'l.l"ér{'.ES mU’é’EES M?ECEE

[ r

v
nveces

Lo que muestra el resultado.

La parte (a) justifica el uso de la notaciéon x™ para el inverso multiplicativo. Utilizando esto
y la propiedad (b) se extiende el concepto de potencial a un exponente negativo bajo las

relaciones (x‘l)n =(x”)_1 = in .

X

Como proceso inverso de una potencia se define la raiz de un niumero real. Dados x,y €
. N P n _ - -
R y N se dice que X es raiz n-ésimade y y se denota por ¥/ X =Y siy solo si

Xx'=vy.

La propiedad (b) presenta la relacion existente entre las potencias y la multiplicacion,

dado que la potencia es lo inverso de las raices, entonces las raices se relacionan con la
1

divisién por medio de la siguiente igualdad Q/; = X" por ultimo, cabe mencionar que a
pesar de que la definicion de la raiz n -ésima de un numero real es de naturaleza
algebraica su existencia no se puede garantizar solamente con las propiedades antes
mencionadas.

Axiomas de orden y completes

En el conjunto de los nimeros naturales hay una relacion de orden, dado un nimero
natural distinto de cero, este tiene un antecesor y un sucesor, esta idea se hereda al
conjunto de los niUmeros enteros y este orden a su vez es heredado al conjunto de los
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nameros racionales. En el caso de los numeros reales, el concepto de orden se obtiene
por medio de la siguiente definicion, esta engloba el orden en los sistemas numéricos
antes mencionados.

Axiomas de orden: Existe un subconjunto P de R que satisface las siguientes
condiciones:

(). Dadox € R setiene unay solo una de las siguientes condiciones:
xeP 6 x=0 6 —xeP
(i). Dados x,yeP setiene que x+Yy,xyeP

El axioma (i) indica que el conjunto R es la union disjunto de tres conjuntos R = P U {0} U
P’ donde P' es el conjunto de los inversos aditivos de P , esta propiedad se conoce
como la tricotomia. La propiedad (ii) dice que P es cerrado bajo sumay productos. Los
elementos del conjunto P son llamados positivos, lo que se denotara como x>0 y los
elementos de P' son llamados negativos, los cuales se denotan por x <0.

Los axiomas de orden permiten comparar numeros reales del siguiente modo: para cada
par x,y € R se dice que X es mayor que y 0 que y es menor que X Siy solo si

X—YyeP o equivalentemente x—y >0, lo anterior se denotapor x>y 6 Yy <X

respectivamente. Como consecuencia la ley de tricotomia se enuncia de la siguiente
forma: para cada par x,y € R se tiene una y solo una de las siguientes condiciones:

x>y 0 XxX=y 0 x<y.
El Lema 1.1.6. Afirma que el producto de un positivo con un negativo y viceversa es

negativo y el producto de dos niumeros negativos es positivo, lo anterior se le conoce
como laregla de los signos. Aplicando esto hay que observar que 1=1x1=(-1)x(-1) lo

que implica que 1>0.

El siguiente paso es presentar como interactua la estructura algebraica de R con la
estructura de orden de R, lo cual se presenta en el siguiente resultado:

Lema 1.1.9. Para cuales quiera x,y,z € R se tiene lo siguiente:

(@) Si x<y Yy y<z entonces x<z.
(b) Si x<y y z>0 entonces xz<zy.
(c) Si x<y entonces xtz<y=*z.
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(d) Si x<y y X,y>0 entonces i<1.
y X

Demostracion: Para (a) se tiene que como x<y Yy y<z implican que y—X,z-yeP .
Ademas P es cerrado bajo la suma se tiene que (y—X)+(z—Yy)eP , esdecir z—xeP
por consiguiente x < z. Para (b) se tiene que y—x,zeP , dado que P es cerrado bajo el
producto se tiene que (y—Xx)zeP lo que implica que yz—xz >0, es decir xz < yz. Para
() y—xeP loqueimplicaque (y+2)-(x+2)eP y (y—-z)—(x—2)eP , es decir
X+z<y=+z.Finalmente, hay que observar que cuando x>0 entonces X ' >0 ya que si
x ' <0 entonces 1=x-x"' <0, lo que es una contradiccién; tomando X,y <P implica que
x*, y*teP, porlaparte (b) se tiene que:

X<y
xtx<xty por (ii)
1<x™ty inverso multiplicativo
Lyt <xtyy™*  por (ii)
yl<x? Asociatividad e inverso multiplicativo

Lo que muestra el resultado.
[

En cuestiones algebraicas y en términos de orden, los nimeros reales y los numeros
racionales no muestran diferencias, la diferencia se presenta en el siguiente axioma.

Axioma de completitud

Antes de enunciar el axioma de completitud se requieren los siguientes conceptos, los
cuales se obtienen a partir del orden presentado en R: Sea S un subconjunto de R, se
dice que « es una cotainferior de S siy solosi a« <x paratodo xeS , de manera
similar se dice que S es una cota superior de S siy solosi X</ paratodo xeS.

A partir de las definiciones anteriores se tiene que para S < R el supremo de S,
denotado por sup(S), es la cota superior mas pequefia, es decir, para cualquier cota

superior f de S se tiene que sup(S) < 4. De manera analoga, para S c R el infimo de
S, denotado por inf(S), es la cota inferior mas grande, es decir, para cualquier cota
inferior « de S se tiene que a <inf(S). Cuando se tiene que sup(S) €S el supremo de S
toma el nombre de maximo de S, de forma similar cuando inf(S) e S el infimo de S toma
el nombre de minimo de S.
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Ejemplo: El conjunto de los nUmeros naturales no es acotado.

Ejemplo: El conjunto de los numeros positivos es acotado inferiormente por cualquier
namero negativo y su infimo es cero.

Una de las grandes diferencias entre los niUmeros reales y los nimeros naturales es la
existencia del supremo y del infimo para un subconjunto dado acotado. Esto se resuelve
por medio del siguiente axioma.

Axioma de completitud: Todo subconjunto no vacio de niUmeros reales que es acotado
superiormente tiene supremo. Equivalentemente, todo subconjunto no vacio de nimeros
reales que es acotado inferiormente tiene infimo.

Teorema 1.1.10. El conjunto N no es acotado, es decir, paratodo x € R existe N, donde
n depende de X, talque x<n.

Demostracién: Se procede por contradiccién, supongase que no se cumple la condicién,

esto quiere decir que existe x, € R tal que N< X, paratodo n € N, por consiguiente N

es un conjunto acotado superiormente, por el axioma de completés existe = sup (N).
Observando que f—-1< f entonces -1 no es cota superior de N ya que S eslamas

pequefia de las cotas superiores, entonces existe m € N tal que f—-1<m,
equivalentemente, f<m+1 es decir § no es cota superiorde N yaque m+1€N, lo

gue es una contradiccion. En consecuencia la hipoétesis de la existencia de f = sup (N).
es insostenible, por lo tanto, se sigue el resultado.

0

Como una aplicacion del axioma de completés y el teorema anterior se presenta el
siguiente resultado, el cual recibe el nombre de propiedad arquimediana, y en esencia
dice que dado un numero siempre se puede construir un niumero mas grande.

Corolario: Dados x,y € R, con x>0, entonces existe n € N tal que y <nx.

Demostracién: Tomando % € R existe n € N tal que Yen por consiguiente y < nx.
X

0

El axioma de completes se utiliza para mostrar propiedades como la densidad de los
nameros reales, la existencia de las raices de nimeros reales positivos, entre otras cosas,
sin embargo, las técnicas empleadas para tales demostraciones son parte de un curso de
analisis matematico y se escapan de los objetivos de este curso.
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La regla de los signos dice que el producto de nimeros reales del mismo signo es positivo
y el producto de nimeros reales con signos distintos es negativo, esto implica que la
potencia de un positivo siempre es positivo y que la potencia de un negativo es
positivo cuando la potencia es par y que es negativo si la potencia es impar.

La dltima observacion impone una condicibn muy importante para la extraccion de raices:
no existen en el conjunto de los nameros reales las raices pares de un nimero
negativo, por ejemplo =4 y $-8 no tienen sentido en R . Ademas, en caso de existir,
las raices pares siempre son dos, una positiva y otra negativa, por convencion, solo se

toma el valor positivo, por ejemplo /9 tiene dos valores 3 y —3 ya que (3)2 =9y

(-3)° =9, por el convenio se tiene que /9 =3.

Para finalizar esta seccién se introduce el concepto de infinito, el cual se define de la
siguiente forma: Existe un elemento oo ¢ R tal que:

(). —oo<x<oo paratodox € R.

(ii).  X+o0=0 Yy X—00=—00.

(ii). x+o0w0=0Yy X+(-0)=0.

(iv). Si x>0 entonces xw =00 Yy X:(-0)=—0,
(V). Si x<0 entonces xoo=-w Yy X-(—0)=0.

La propiedad (i) sirve para ver al conjunto R como un conjunto acotado inferior y
superiormente. La propiedad (ii) muestra como interactia « con la sumay la resta, las
propiedades (iv) y (v) muestran la interaccion de « con el producto. Finalmente, la
propiedad (iii) se justificara con el concepto de limite.

Gracias a la existencia de los axiomas de orden y completés, el conjunto de los nUmeros
reales tiene una representacion grafica como una recta horizontal, donde se ubica al cero
en el centro de la misma, la recta se divide en segmentos de la misma longitud
representando 1 cada segmento. Por convencion, del lado derecho se ubican los nimeros
positivos y en el lado izquierdo estan los numeros negativos, ademas dados dos nameros
sobre la recta es mas grande el que esté mas a la derecha.

ko

-5 -4 -3 ) -1 0 1 2 3 4 5
negativos cero positivos
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Valor absoluto e intervalos

El valor absoluto de un nimero real es uno de los conceptos de suma importancia en el
desarrollo del célculo, el cual se define de la siguiente manera: Para cualquier x € R, el
valor absoluto de X se denota y se define por:

X Six=>0
|X|: —X six<0

Por ejemplo, [3|=3 y |-5/|=5. De manera equivalente, por la convencion para las raices

pares de un nimero positivo, el valor absoluto es |x| = Jx? . Como consecuencia

inmediata de la definicion anterior se tiene que x< |x| para cualquier x € R. Como una

advertencia importante, por la manera en como se define el valor absoluto de un
namero real, cuando se trabaja con este concepto siempre hay que trabajar en casos: el
primero cuando se tienen valores positivos y el segundo cuando se tienen valores
negativos.

En forma grafica, el valor absoluto de un nimero real es la distancia que hay de este
namero al cero.

a

La primera propiedad que se presenta es la relacién que existe entre el valor absoluto y la
suma de nameros reales, dicha relacion toma el nombre de la desigualdad del triangulo.

Lema: Para cualquier par x,y € R se tiene que |x+y|<|x|+|y].
Demostracién: Se procede por casos.

e Casol:cuando x>0y y>0, entonces |x|=x y |y|=y, luego se tiene que
X+ y|=x+y=[X+|y.

e Casoll:cuando x>0y y<0, entonces |x|=x y |y|=-y, como no se sabe si x+y
es positivo 0 es negativo. Se procede por subcasos, cuando x+Yy >0, entonces
[x+y|=x+y<x-y;cuando x+Yy<0 setiene que [x+Yy|=—(x+Yy)=—X-y<x-Yy,
en ambos caso se tiene que |x+y|<x—y=x+(-y)=|x|+|y|.

e Caso lll: cuando x<0 y y>0se obtiene de manera similar al Caso Il.

Divisién de Ciencias de la Salud, Biolégicas y Ambientales | Ingenieria en Energias Renovables 15



Calculo diferencial
U 1 Funciones, limites y continuidad

e Caso IV:cuando x<0y y<0, entonces |x|=—x y |y|=-Y, luego se tiene que

X+ y[==(x+y)=-x=y=|x+]y|.
Por lo tanto, se tiene que |x+ y|<|x|+|y| para cuales quiera x,y € R.

0

Ahora se presenta la compatibilidad que hay entre el producto de dos nimeros reales y el
valor absoluto de los mismos.

Teorema: Para cualquier par x,y € R se tiene que |x-y|=|x|{y].
Demostracién: Se procede por casos.

e Casol:cuando x>0y y>0, entonces |x|=x y |y|=y, luego se tiene que
ey =xy =[xyl

e Casoll: cuando x>0y y<0, entonces |x=x y |y|=—y, ademéas xy <0; de lo
cual se implica que |xy|=—-xy =x(-y)=|x|{y].

e Caso lll: cuando x<0 y y=>0se obtiene de manera similar al Caso Il.

e Caso IV:cuando x<0y y<0, entonces |x|=—x y |y|=-y, ademas xy >0, luego

se tiene que|x-y| =x-y =(=x)(=y)=|x{y|.
Por lo tanto, se tiene que |x-y| = |x|{y| para cuales quiera x,y € R.

0

En muchas ocasiones, cuando se desea presentar un conjunto de nimeros reales que
cumplan algunas condiciones, se presentan como segmentos de recta que toman el
nombre de intervalos, los cuales se definen de la siguiente manera: Dados a,b € R , con
a<b, setiene que:

(a.b) = {x Kk|a<x<b}

(). Elintervalo abierto de a a b es el conjunto De

forma grafica el intervalo abierto (a,b) se presenta en la siguiente figura:

(a.0)

o)
Sl o)
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[a, b]= {xeR|a<x<b}
(i).  Elintervalo cerrado de a a b es el conjunto . De

forma gréfica el intervalo abierto [a,b] se presenta en la siguiente figura:

(a.5)

)
o

La diferencia entre un intervalo abierto y un intervalo cerrado es que el intervalo cerrado
contiene a sus extremos y el abierto no. De las definiciones anteriores se pueden definir
otro tipo de intervalos como combinacién de abierto y cerrado, a dichos intervalos se les
conoce como semiabiertos o semicerrados, los cuales se definen del siguiente modo:

(ii).  Elintervalo abierto en a y cerrado en b es el conjunto

(a,b]={xeR|a<x£b} _ _ _
. De forma gréafica el intervalo abierto (a,b] se presenta

en la siguiente figura:

(a.b]

o]
@

(iv). Elintervalo cerrado de a y abierto en b es el conjunto

[a.b) = {xeR|a<x<b}

. De forma gréfica el intervalo abierto [a,b) se
presenta en la siguiente figura:

[a.b)

®
o O

Q

Las cuatro definiciones anteriores se pueden aplicar cuando alguno o ambos extremos
son infinitos, de los cuales se definen los siguientes conjuntos:
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(v). (—w.@)={reRlx<a}.
(vi). (~=.a]={reR|x=a}.
(ii).  (boo)={rxeR|b<x}.
(vii).  [b2)={xeR|b<x}.
(ix). (=) =K.

Ahora se presenta el siguiente resultado:

Lema: Dado a € R con a>0, entonces |x| <a siysllosi —a<x<a, en otras palabras, el

intervalo (—a,a) satisface la condicion |x|<a.

Demostracién: Supéngase que |x| <a, entonces se tiene que cuando x>0, se tiene que

x=|x|<a y cuando x <0 se tiene que —x=|x|<a es decir —a < x, por consiguiente
—a<x<a. Por otro lado, supéngase que —-a< x<a, entonces cuando x>0 se tiene que
|x|=x<a ycuando x<0 se tiene que —a<x=-|x lo que implica que |x|<a, por
consiguiente |x|<a.

g

De manera grafica la condicién |x| <a se presenta del siguiente modo:

—O i
—a 0

L0

Ejercicio: Resolver la siguiente desigualdad 3x+2<14.
Solucién: Sélo basta seguir las propiedades de orden del siguiente modo:

3x+2<14
3X+2-2<14-2

3x<12

3x 12

_<_

3 3

Xx<4
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Gréficamente se tiene lo siguiente:

-G -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 ? ] 5] T g
Es decir, el conjunto que satisface la desigualdad es el intervalo (—,4) .
[

Ejercicio: Resolver la desigualdad |[2x —5|<17.
Solucién: De las propiedades del orden y del valor absoluto se tiene lo siguiente:

-17<2x-5<17
-17+5<2x-5+5<17+5
-12<2x<22

12 2x 22

2 2 2
-6<x<1l

Gréficamente se tiene lo siguiente:
Fa s
-7‘-1,'-5—4-3-2—1012345678910912

Por lo tanto, la solucion es el intervalo (—6,11) .

0

Ejercicio: Resolver la desigualdad x* >9.

Solucién: Se tiene que la relacion x> >9 es equivalente a x>*—~9>0, es decir
(x=3)(x+3)>0. Recordando la regla para que el producto de dos cantidades sea positivo

es porque ambas son positivas o0 ambas son negativas, por consiguiente, se tienen los
siguientes casos:

e Casol:Cuando x-3>0y x+3>0.Luego x>3y x>-3, por lo que la solucion a
este caso es la interseccion de los conjuntos (3,) y (-3,). Graficamente se

tiene lo siguiente:
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(=3,20)

<4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
En consecuencia se tiene que el conjunto buscado es (3,).

e Caso2:Cuando x-3<0Yy x+3<0.Luego x<3y x<-3, por lo que la solucion a
este caso es la interseccion de los conjuntos (—=,3) y (-«©,-3). Graficamente se

tiene lo siguiente:

(—,3) c

N

En consecuencia se tiene que el conjunto buscado es (—»,-3).

Por consiguiente, la solucion es la unién de cada uno de los conjuntos obtenidos en cada
caso. Graficamente se tiene lo siguiente:

9 8 -7 6 5 -4 3 -2 -1 o0 1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10
Por lo tanto, la solucién buscada es (—o,-3) U (3,»).
U

Ejercicio: Resolver la desigualdad x*+4x—-5<0.

Solucién: Como en el ejemplo anterior, hay que factorizar el polinomio x> +4x-5, en
caso de no verse claro como factorizar se recomienda hacer lo siguiente:

X* +4X-5=(x" +4x)-5=(x" +4x+4)-5-4=(x+2) -9
La técnica anterior se le conoce comunmente como “completar el cuadrado”, luego se
tiene lo siguiente:
(x+2)" =9=[(x+2) -3][(x+2) +3] = (x~1)(x+5)
En consecuencia (x—1)(x+5) <0. Por la ley de los signos para que el producto de dos

nameros reales sea un nimero negativo éstos tienen que diferir de signo, por lo cual
tenemos los siguientes casos:
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e Caso 1l: Cuando x-1<0y x+5>0, esdecir x<1 y x>-5, graficamente se tiene

lo siguiente:
x>-=5

x<l1

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Por consiguiente, la solucion a este caso es el intervalo (-5,1).

e Caso2: Cuando x-1>0Yy x+5<0, esdecir x>1Yy x<-5, graficamente se tiene
lo siguiente:

x>1

x<—5

N

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Por consiguiente, no intersectan estos intervalos y asi la solucién es el conjunto
vacio @.

Por lo tanto, la solucién buscada es (-5,)) v =(-5,1).
[

Ejercicio: Resolver la desigualdad x*+2x+5<0.

Solucién: Se procede completando el cuadrado en el polinomio x> +2x+5 lo que
permite obtener las siguientes relaciones:

X2 +2X+5=(X*+2X) +5=(X* +2x+1) +5-1=(x+1)* +4

Hay que observar que para cada x € R se tiene que (x+1)* >0 y ademas 4>0 lo que
implica que (x+1)2+4>0 entonces x° +2x+5>0, por consiguiente no existe x € R
tal que x°+2x+5<0. Por lo tanto, el conjunto solucién es @ .
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Funciones

El concepto de funcion es uno de los mas importantes que se presentan en matematicas,
gran parte de la atencion de los resultados que se presentan en matematicas son sobre
alguna propiedad que cumplen un conjunto determinado de funciones.

Dominio y contradonimio

En general, una funcién se define como una terna de objetos (f,A B) donde Ay B son
dos conjunto no vaciosy f es una regla de correspondencia de tal manera que para
cada x e A se le asocia uno y solo un elemento yeB.

El conjunto A toma el nombre de dominio de la funcién, el conjunto B es el
contradominio, en muchas ocasiones se denota por y= f(x) al elemento asignado a

x e A por medio de laregla f , este toma el nombre de imagen de x bajo f . Hay que

resaltar que todos los elementos del dominio tienen que estar asignados y que no todo
elemento del contradominio tiene por qué ser asignado, por lo que nace el concepto de
imagen de una funcién, que es el conjunto de todos elementos en el contradominio que
son asignados bajo la funcion y se denota por f(A), luego se tiene que f(A)cB.

B

En general una funcion con dominio A, contradonimio B y regla de correspondencia se
denota por f:A—B dénde x> f(X). Haciendo un abuso de lenguaje, muchas funciones

se denotan solo por su regla de correspondencia f(x) dejando implicito que X pertenece
al conjunto donde esté definido f(x), comosi f fuera una maquina para procesary X
son solo lo objetos que esa maquina puede procesar.
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Sf(x)
Todo lo anterior permite decir que dos funciones son iguales si y solo si coinciden en su
dominio, contradominio y regla de correspondencia.

Ejemplo: Considera el conjunto de estudiantes dentro de un saldn y el conjunto de
bancas que hay en dicho salon, y la regla de correspondencia es que a cada estudiante
se le asigna la banca donde esta sentado.

Ejemplo: Dado un conjunto A=< se define la funcion identidad 1d, : A— A con regla
de correspondencia Id,(x) =x paratodo xe A.

En el ejemplo anterior, se supone de manera implicita que no hay estudiantes de pie, con
un estudiante que este de pie, la asignacion anterior ya no es una funcién porque hay un
elemento que no tiene asignacién. Por otra parte, el hecho de que todos los estudiantes
estén sentados no quiere decir que no existan bancas vacias.

Sin considerar caracteristicas en el dominio y el contradominio, las funciones toman los
siguientes nombres: Dada una funcién f:A— B se dice que:

(). Esinyectiva siy solo si elementos distintos tienen imagenes distintas, es decir,
para X,y € A implica que f(x)= f(y), equivalentemente, cuando f(x)= f(y)

implica que x=y.
(). Essobreyectivasiysolosi f(A)=B, es decir, dado yeB existe x e A tal que
fx)=y.

En célculo, se estudian funciones donde su dominio y su contradominio son subconjunto
de numeros reales.

Ejemplo: Sea f:{O,—2,0.5,\/§,7z,—5}—>D donde f(x)=3x, entonces se tiene lo siguiente:
e f(0)=3(0)=0 e f(0.5=3(05)=15 o f(n)=3(n)=3r

. 1(2)=32=6 o 1(v2)=3(+2)-32 . f(_éjzs(_g}_ﬁ
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Laimagen de f es el conjunto {0,1.5,3ﬁ,—6,3\/_,—g}.
[

Cuando se presente solo la regla de correspondencia f(x), se entiende que el dominio y
su imagen, los cuales se denotaran por dom(f) y img(f), son implicitos, es decir, todos
aquellos valores con los que la regla de correspondencia f permite trabajar.

Ejemplo: La funcion f(x)=2x tiene dominio en todo R, ya que cualquier nimero puede

multiplicarse por 2 y su contradonimio es R , ya que cualquier nimero es igual 2 por su
mitad.

1
Ejemplo: Lafuncion f(x) = ” tiene dominio R /{0}, ya que el Gnico impedimento para dividir

es que el denominador sea cero, el contradominio es R /{0}, ya que el cero no tiene inverso
multiplicativo.

0

Ejemplo: Para cualquier n € N se define la funcion f(x)=x" la cual tiene dominio en R, ya

gue nada me impide calcular la potencia de un niumero real, el contradominio como se vera
en la Unidad 3 depende de n, cuando la n es par el contradominio es [0,0) y cuando n

es impar el contradominio es R.

Ejemplo: Para cualquiern € N/{0,1} y x € R se define la funcion f(x)=2%/x, el dominio es
el conjunto [0,0) ya que no existen las raices pares de ndmeros negativos y su
contradominio es [0,).

Ejercicio: Hallar el dominio de la funcién f(x)= 7 g
Solucién: Hay que observar que laregla f(x) es un cociente y para que él es bien definido,

el denominador tiene que ser distinto, en consecuencia hay que excluir los valores donde
el denominador es idénticamente a cero, los cuales en este ejercicio son mas faciles de

calcular, en efecto x* -9=0 es equivalente a (x—3)(x+3)=0, es decir, se tiene que x=3

7

0 x=-3. Por lo tanto, se tiene que dom(f) = R/{-3,3}.
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0

Ejercicio: Hallar el dominio de la funcion f(x)=~+x>—3x+2.

Solucién: Hay que observar que laregla f(x) es unaraiz cuadrada y para que ésta esté
bien definida el radicando siempre tiene que ser positivo 0 cero, en consecuencia

x> —3x+2>0, la desigualdad anterior es equivalente a (x—1)(x—2) >0, como se vio en la
seccion anterior se resuelve por casos: cuando x—-1>0Yy x—-2>0, esdecir, x>1Yy x>2
asi el conjunto buscado es [2,); cuando x-1<0 y x—-2<0, esdecir, x<1y x<2 asi el
conjunto buscado es (—,1]. Por lo tanto dom(f) = (—o0,1] U[2,0).

0

Hasta este momento solo se han presentado funciones con una sola regla de
correspondencia, ahora toca el turno de presentar una funcién definida por secciones:
el dominio de esta funcién es la unién disjunta de conjuntos y en cada conjunto hay una
regla de correspondencia, estas funciones se presentan en la siguiente forma:

f,(x) sixel,
f,(x) sixel,
f(x)=4 : :

f.(x) sixel,

Donde I,,...,1,,... son conjuntos tales que I, N1, =Y para i= j.

Ejemplo: Para cada numero real x se le puede asignar su valor absoluto |x| , esta funcion
puede verse como una funcion por secciones en la siguiente forma:

X Six=>0
X|=

-X six<0

Ejemplo: En la funcién por secciones definida por:

1 six>0
sgn(x)=< 0 six=0
-1 six<0
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Se conoce como la funcién signo.

Grafica de una funcion

Para comenzar esta seccion se comienza con la definicién de producto cartesiano de dos
conjuntos: Dados dos conjuntos A,B =, el producto cartesiano de A con B es el

conjunto AxB= {(x, y)|xeAyye B} . El simbolo se conoce (X,y) como pareja ordena, ya

gue queda claro que los elementos de A siempre van en la primera entrada de la pareja y
los elementos de B en la segunda.

Agui hay un abuso de notacion ya que se esta utilizado el simbolo (X,y) en otro contexto
distinto al presentado en la seccion anterior. En algunos casos el simbolo (x, )

representa un intervalo abierto y en otros casos un elemento de algun producto cartesiano
de conjuntos, por lo que se recomienda no ver el simbolo como un objeto aislado, si no,
que hay que observar bajo qué condiciones se estd introduciendo tal notacién.

Ejemplo: Dado A={1,2,3} y B={a,e,i,o,u} el producto cartesiano de Acon B es el
conjunto:
La) (Le) @i) (@o) @u)
AxB=1{(2,a) (Le) (2i) (2,0) (2u)
3,a) (Le) (3i) (3o (Bu)

El producto cartesiano se representa graficamente como un rectangulo, donde el primer
conjunto se ubica horizontalmente y el segundo conjunto de forma vertical.

Ejemplo: Dado A={1,2,3} y B={a,e,i,o,u} el producto cartesiano AxB se representan
por la siguiente figura:
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B

u L ® [ ]

o ° ® e

i ® ] L] Ax B
e ° ® °

a ] ® e

Para una funcién f:A— B, su gréafica se define como el conjunto:

gra(f):{(x, f(x))|xe A}.

Se tiene que gra(f) c AxB, sin embargo, no todo subconjunto de AxB es la gréafica de

una funcion. Para que un subconjunto D de AxB sea la gréfica de una funcién, primero
todos los elementos de A tienen que estar como primeras entradas de los elementos de
D y segundo cuando (X,Y),(X,z) € D, definicién de funcién implica que y=z. Esto permite
definir una funcion como un conjunto de parejas que satisfacen la condicién anterior, al
representarse de manera grafica, una recta vertical no debe de contener mas de un
elemento de la grafica de una funcion.

Ejemplo: Sea A={1,2,3/4,5,6} y B={1,2,3,4,5}. Considere los siguientes conjuntos:

D,

{(11),(2,5),(3,2).(4,2),(5,4),(6,1)}
D, ={(1,2),(2,5),(4,3),(5,.1),(6,2)}
D, ={(1,1).(2,5).(3,2),(3,3),(4,2),(5,4),(4,5),(6,1)}

De los cuales se tiene lo siguiente:
e Elconjunto D, es la gréfica de una funcién, ya que todos los valores de A forman

parte de las primeras componentes de D, y no hay dos parejas que tengan la

misma primeras entradas. De manera gréfica se ve que no hay linea vertical que
contengan dos puntos.
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5 e

4 o

34

2 ® o

1 e o
0 1 2 3 4 5 6

e Elconjunto D, no es la grafica de una funcion, ya que el elemento 3< A forman

no es la primera componente de los elementos de D2 . De manera gréfica se ve
gue la linea vertical que pasa por 3 no contiene puntos.

5 L ] ]
4
3 ® ]
2 [ ]
1 ]
0 1 2 : 4 5 6

t Elemento sin asignar

e Elconjunto D, no es la grafica de una funcién, ya que hay parejas que tienen una
misma primera entrada pero las segundas son distintas. De manera gréfica se ve
gue la lineas verticales que pasan por 3 y 4 respectivamente tienen dos puntos
cada una. Elementos con mas de una asignacién
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5 [ ™ o]

4 ®

3 °

2 ® L

1 ® "

2 3 4 5
Elementos con mas
de una asignacion

Ahora toca el turno de presentar la grafica de funciones con dominio y contradominio en el
conjunto de los nimeros reales. Por definicion, la gréfica de esta funcion es un
subconjunto del producto cartesiano R x R. La representacion grafica de R x R son dos
rectas perpendiculares, la recta horizontal tiene sentido de izquierda a derecha y la recta
vertical de abajo hacia arriba, como lo muestra la siguiente figura:

A

4.

3-

Como el dominio de la funcién es un subconjunto de los niUmeros reales, es casi imposible
localizar todos los puntos que corresponde la gréafica de una funcién. Una manera de
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resolver esto es dar un subconjunto representativo del dominio, los cuales son evaluados
bajo a regla de correspondencia para formar las parejas que forman parte de la gréfica y
esto presenta un comportamiento de la funcion, cabe mencionar que esto puede ser
engafoso. En la Unidad 3 se presenta una técnica para graficar algunas funciones a partir
de las propiedades de las mismas.

Ejemplo: Para c € R se define la funcion f(x)=c para cada, esta funcién toma el
nombre de funcién constante, tomando D ={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} se tiene la siguiente

tabulacion:

x| £ | (x (X))
4| c (-4,c)
3| ¢ | (-3¢
2] ¢ | (20
1] ¢ | (Lo
0] ¢ | (0c)
1] ¢ | @wo
2] ¢ | @o
3] ¢ | @o
4 ¢ | 4o

Localizando los puntos (x, f(x)) se tiene la siguiente figura:

(-4, c) (-3,¢) (-2, ¢) (-1, ¢) 0, c) (1,¢) (2, ¢) (3,¢) 4, c)
) ® ° ® > ® ® ® ®

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Por la ubicacién de los puntos, lo natural es pensar que la gréfica de la funcion es la
siguiente:

(4e) (30 (2e) (le) |oe) (e (20 (e (40
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Ejemplo: Sea f: R — R tal que f(x)=2x-3, tomando el conjunto D ={-3,-2,-1,0,1,2,3}
se tiene la siguiente tabla.

X f(x)=2x-3 (x, (X))
3] 2(-3)-3=(-6)-3=-9 | (3-9)_
2| 2(~ 2) 3= (4) 3=-7 ( -2, 7)
1] 2(-1) - 3 (2) é—; (1 5)
0 | 2(0)- 3 (0) 3=-3 (o 3)
1]20)-3= (2) 3'_'—""""" (1 1)
2 | 2(2)-3= (4) -3=1 (2 1)
'3 123)-3=(6)-3=3 | (33)

Localizando los puntos (x, f(x)) se tiene la siguiente figura:

3 | B3
2
; 2.1
0 R
4 3 2 -1_1 0 1(1 2,3 4 5
-2
24073
-4
GRS
-6
L207),
-8
39

Por la ubicacién de los puntos, lo natural es pensar que la gréfica de la funcion es la
siguiente:
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Ejemplo: Sea f:R - R definida por f(x)=x* tomando el conjunto:

Se tiene la siguiente tabla:

Calculo diferencial
Funciones, limites y continuidad

D={-2,-15,-1,-05,0,0.5,1,1.5,2}

f(x)=x

(x, £(x))

(-2)2=4

(-1.5)7=2.25
)=l

(-05)7=025
|@=0
0572025
Tr=r

(-2,4)
(~15,2.25) |
Ly |
(~05,0.25) |
00 |
(05,0.25) |
@y |

(15)2 =2.25
[@=4a

(1.5,2.25)
(24 |

Localizando los puntos (X, f(x)) se tiene la siguiente figura:
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(-2, 4) (2, 4)
e 4 @

(-1.5, 2.25) (15, 2.25)
[ ] L ]

(-1, 1) (1, 1)
@ 1 L

(-0.5,10.25) (0.5, 0.25)
0 1(0. 0)
-2 -1 0 1 2

N

Por la ubicacion de los puntos, lo natural es pensar que la gréfica de la funcion es la
siguiente:

<+

Ahora se presenta la grafica de una funcién por secciones, aqui se sugiere que el
conjunto representativo este formado por elementos representativos de cada conjunto que
divide el dominio de la funcién.

Ejemplo: La funcién f(x) =X—+1 esta definida paratodo x € R/{1}. Tomando el conjunto
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D={-3,-2.5,-2,-1.5,-1,-0.5,0,0.5,1.5,2,2.5,3} Se tiene la siguiente tabulacién:

x | fx) | (xf(x)
3 | 05 | (-3,05)
25| 043 | (-25,043)
271033 (2033
C15| 02 | (-15,02)
B I T N N
705 | -0.33 | (0.5,-0.33)
o a0y
05| -3 | (05-03)
15| 5 | @55
25 | 233 | (25,233)

Localizando los puntos (X, f(x)) se tiene la siguiente figura:

Divisién de Ciencias de la Salud, Biolégicas y Ambientales | Ingenieria en Energias Renovables 34



Célculo diferencial
U 1 Funciones, limites y continuidad

E | | | | | | 2,3 E
e AR R S N b B ()
| : : : : ! : |
| : : : : 1 : |
| : : : : 1 : |
S S R S 2 o
| | | | | | | £25.239)
| : : : : 1 : : |
| : : : : 1 : : |
i i i i i i i 3,2
----- T T e e S 2
| : : : : i : : :
| : : : : i : :
| | | | | r | |
————— T e e e 1 S S S O
| : : : : ! : :
| : : : : ! : :
| : : : : ! : :
| : : : : 1 : :
----- e e e e S
| : : : : 1 : :
| : : : : 1 : :
' 3 05 : : : : 1 : :
5(1,’,,:,),,‘(_2_513_43) 777777777 e S os| ', 777777777 o
| (2,039 | | . | |
i -15,0.2) ! ! !
| I e o 1
! : : (-1,0) 0 : | : : .
3 25 -2 15 - 05 0 05 i 15 2 25 3
i (-0.5,-0.33) : ; 3
| |
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 7057 ,,,,,,,,,‘,,,,,,,,,",,,,,,,,,.,,,,,,,,,r,,,,,,,,,L,,,,,,,,,‘,,
| |
| |
0,-1 | E
............................................................ 11()]'
i |
i |
} !
-------------- L e R ] ST, I e
!
|
|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, I e B T
| |

Por la ubicacion de los puntos, lo natural es pensar que la gréfica de la funcion es la
siguiente:

~

1
[#3)
1
(o]
1
I
/
IR
o]
S
(o]
[#%]
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Ejemplo: La funcion f: R - R definida por:

{—x six<0
f(x)=

& six=>0

Tomando los conjuntos D = {—4,—3, -2,-1,0,1,2,3, 4} . De donde se obtiene la siguiente

tabla:

X Py
41 4 | (-4,4)

2 4 (44

1l 1 | -1y

0| o | (00)
11 | @y |
2 | V2 | @2+2)
3|3 |33
41 2 [ @42

Localizando los puntos (X, f(x)) se tiene la siguiente figura:
)
)

(-2,2) (4,2)
° - 3,173 °

[ ]
J2.141)
.(-1- 1) : .(1- 1

(0.0)

(=]
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Por la ubicacién de los puntos, lo natural es pensar que la gréfica de la funcién es la
siguiente:

(-4,4)
(3.3)
(2,2) 4

R

0,0)

Finalmente, se presenta el ejemplo de una funcién donde la ubicacién de un conjunto de
punto proporciona una idea engafiosa de la grafica de la funcion:

Ejemplo: Dada la funciéon f(x)=x-sen(zx) y el conjunto D={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} se
tiene la siguiente tabulacion:

X f(x) (x, f(x))

-4 | -4- sen( 4)=—4 (4—4)
3| -3-sen(-37)=-3| (-3-3)_
2| -2- sen( 27)=-2 ( 2—2)"
1| “1-sen(-7)=-1 | (-1-1)
0| 0-sen(0)=0 | (00)
1| 1-sen(m)=1 | @)
2| 2-sen(2r)=2 | (22)
4

3= sen(37z) -3 | (33)
C4-sen(dr)=4 | (4,4)

Localizando los puntos (X, f(x)) se tiene la siguiente figura:
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4 (4,4)
) 33
: 22
1 -(1'1)
0l(0, 0) K
-4 -3 -2 - 0o 1 2 3 4 i
(-1._310
22
Q(-a'-s) -3
.(-4, -4) _4

Por la ubicacion de los puntos se puede cometer la equivocacion de pensar que la gréafica
de la funcién f(x)=x-—sen(zx) es la siguiente:

T

Sin embargo, la gréfica de la funcion es la siguiente:
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Como se mencioné anteriormente, en la Unidad 3 se presenta un método para construir la
gréfica anterior.

Operaciones entre funciones

Hasta este momento solo se ha presentado la definicion de funcion y su representacion
gréfica, ahora toca el turno de definir operaciones entre funciones. La estructura
algebraica de los niUmeros reales permite definir las primeras cuatro operaciones
aritméticas sobre funciones del siguiente modo.

Definicién: Dadas dos funciones f,g:D c R - R se tienen los siguientes conceptos:

(). Lasumaf+g:DcR - N sedefine por (f+g)(X)=f(x)+9g(x).
(). Ladiferenciaf—g:D c R— N se define por (f —g)(x)=f(x)—g(x).
(iii).  Elproducto f-g:D c R—> N se define por (f-g)(x)=f(x)g(x).

(iv). El cocienteg:D c R - N se define por ( J(x):LX;, cuando g(x)=0.

i
g g(x
Hay que observar que la definicién requiere que las funciones f y g tengan el mismo

dominio, en la practica esto no siempre se cumple, en tal caso la definicion anterior se
aplica alainterseccion de los dominios de las funciones, cuando la interseccion de
los dominio es vacio las operaciones de funciones no estan definidas.

Ejemplo: Sean f(x)=3x y g(x)=2x*, en consecuencia ambas funciones tienen el mismo
dominio que es R. Aplicando la definicion anterior se tiene que:
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(f +9)(X) = f(X) +g(x) =3x+2x>.

(F-9)() = f(%)-9(x) =(3x)(2x*) =6x".

[i](x)=ﬂ=3_x2=i,ademés x=0.
g g(x) 2x° 2x

Ejemplo: Las funciones f(x)=+3-x y g(x)=+/x+1 no tienen los mismo dominios, en
efecto, la funcion f(x)=+/3-x esta definida cuando 3—x>0 , es decir 3> x ; para la

funcion g(x)=+x+1 este definida se requiere que x+1>0, es decir x>—1.

Graficamente se tiene:

El conjunto donde simultdneamente estan definidas las funciones f(x) y g(x) es el
intervalo cerrado [-1,3]. En este conjunto se tiene que:

e (f+g)(X)=f(X)+g(X)=~+/3-x+x+1.
o (f-g)X)=Ff(X)-g(X)=v3—-x—x+1.
o (f-g)(X)=f(X)g(X)=+/3—X/x+1=+/3+2x-%>.
. (é}(x):f(x)— 32X _ 32X cuando x=-1.

g(x) Vx+1 Vx+1

Ejemplo: Los dominios de las funciones f(x) =\1-x? y g(x)=+/x—4 no se intersectan,

ya que f(x) solo esta definida cuando 1-x*>0, es decir, en el conjunto [-1,1] y la

funciéon g(x) solo estéa definida en el conjunto [4,) . Graficamente se tiene lo siguiente:
o0

[-L1]
[4,0)

S N T T S S S

Divisién de Ciencias de la Salud, Biolégicas y Ambientales | Ingenieria en Energias Renovables 40



Calculo diferencial
Funciones, limites y continuidad

Ul

Por consiguiente, las funciones f +g, f —g, f-g,é no estan definidas.

Ejemplo: El dominio de las funciones por secciones f(x)=|x| y g(x)=[x-1 esR. Para

poder realizar las operaciones aritméticas de estas funciones hay que identificar los
conjuntos donde las reglas de correspondencia cambian. Se tiene que:

f(x)={ X s?xzo
—-X six<0

x-1
—Xx+1 six<l

six>1

y g(X)={

La siguiente gréafica es muy Gtil para observar como se secciona el dominio para operar
las funciones anteriores:

—x+1 g(x)

=
|
—_

= =

\'% A

(=) —
_l=-—-—-=-—-—--9

=

\'%

—

S (x)

2 3

ol--— @ ---—

En consecuencia, se tiene lo siguiente:

-2Xx+1 six<0

o (f+g)(0=4 1 si0<x<1.
2x-1 sil<x
-1 six<0

e (f-g)(x)=42x-1 si0O<x<1
1 sil<x
x2—x six<0

e (fg)()=9-x*+x si0<x<l
x2—x sil<x
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six<0

siD<x<1

* (f+g)(0=

X sil<x
1

A partir de la funcion identidad Id(x) = x y multiplicando sucesivamente n-veces por Si
misma dicha funcién se tiene:

f(.x}z(ldx xId)(x}z(Id(x]]x x(Id(x))=xx xx=1x"

— ———— N . —_——
l\ n-veces n-vecas

n-veces

Tomando a € R/{0} y la funcion f(x)=Xx" se tiene la funcion monomial f(x)=ax".
Tomando una suma de funciones monomiales se construye una funcion polinomial, es

decir, dados aq, ..., a, € R, donde 4, # 0 , la funcién tiene la forma:

p(x)=a, +ax+ax’ +--+ax".

El nimero n toma el nombre de grado del polinomio p(x). A partir de dos funciones

P

polinomiales p(x) y q(x) se construye una funcién racional tomando h(x)= 100
X

definida cuando q(x)#0.

Otra operacion entre funciones es la composicion, la cual se define de la siguiente
manera: Dadas dos funciones f:A—>B y g:C—D con B<=C, lacomposiciéon f

seguida de g eslafuncién go f que tiene dominio A y contradominio D y su regla de
correspondenciaes (go f)(x)=g (f (x)) De manera gréfica, la composicion de funciones
se ve de la siguiente manera:
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Al igual que en el caso de las operaciones aritméticas, la condicibon B — C no siempre se
puede garantizar, en tal caso se trabaja con la parte del dominio de f cuyaimagen este
contenido en C . Ademas, la operacién - no es conmutativa, es decir, la relacion
fog=gof nonecesariamente se cumple.

En cuestiones operativas, la relaciéon g( f(x)) significa que la correspondencia que
determina a g(x) se obtiene tomando la asignacion x> f(X), es decir, el valor x se
sustituye por f(x). Por ejemplo, si g(x) =X’ la expresién g(3x+1) significa que

x> 3x+1 de donde se obtiene que g(3x+1)=(3x +1)2 =9x° +3x+1.

Ejemplo: Para las funciones f(x)=2x+1y g(x)=3x* se tienen las siguientes
composiciones:

o (feg)(x)=1(g(x))=f(3x")=2(3x*)+1=6x" +1.
o (g0 f)(x)=0(F(x))=0(2x+1)=3(2x+1)" =3(4x* +4x+1) =12x* +12x +3.

Limites
El limite de una funcién es uno de los conceptos mas importantes que hay en el célculo, a

través de este de definen otros conceptos importantes, como lo son la continuidad, la
derivada, la integral, entre otros.
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Concepto de limite de una funcion

Casi en todos los lenguajes, la palabra limite tiene virtualmente el mismo contexto que la
palabra frontera. Sin embargo, en célculo tiene un sentido diferente. El limite de una
funcién, en un cierto punto, es el comportamiento que tiene dicha funcion cerca de este
punto.

Ejemplo: Considera un vehiculo que viaja del punto A al punto B, dicho recorrido lo
realiza en una hora exacta. Partiendo de lo anterior, se tiene la funcién que a cada
instante de tiempo t en minutos se le asigna la distancia d(t) que es distancia que le falta

para concluir su recorrido, como lo muestra la siguiente figura:

l dft)

Como el recorrido se lleva a cabo en una hora exacta, a medida que el tiempo { se va
acercando a 60 min, la distancias d(t) esta cada vez es mas cercana a 0. Hay que

observar que para concluir que d(t) se acerca a cero, no depende de la distancia que se
tenga cuando hayan transcurrido 60 min.

Intuitivamente, el concepto de limite es el siguiente: la funcion f tiende a L cercade X,
si se puede hacer que f(x) este tan cercacomo se quierade L tomando a X

suficientemente cercano a X,.

2_
Ejemplo: Dada la funcion f(x)= X1
Xx+1

y el valor X, =-1, tomando valores cercanos

menores y mayores a X, =-1 se tiene lo siguiente:
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f(x)

f(x)

(-15)-1

(14-1

-1.3 =
13-1

-1.2 =
121

-1.1

(-1.)-1

(-152-1

-2.3

CL4°-1_ o,
JRET T
(12°-1_ ,,

(LD*-1_ ,,

-0.9

(05°-1_ ¢
(-0.5)-1
(06°-1_
(-0.6)-1
(_L)z_l =-17
(-0.7)-1
(08°-1_ 4
(-0.8) -1
(09°-1_ 4
(-0.9)-1

Tabla 1

En apariencia la funcion se aproxima a 2 cuando X se aproxima a —1. El valor menor
mas cercano a X, =-1 es -1.1 y el valor mayor mas cercano a X, =—1, una pregunta

natural que puedes plantearte: ¢ es suficiente este acercamiento? o ¢tengo que tomar un
valor mas cercano? Para intentar resolver estas preguntas, considera el siguiente

acercamiento por valores menores y mayores a X, =-1:

x>-1
-0.9
1 -0.92°
—0.94 |
—2.04 | —0.96 |
—2.02 ] -0.98"
Tabla 2

f(x)
19
1,92 |
1,92 |
1,96 |
-1.98 |

Xx<-=1
-1.1
-1.08
2106 |
21.04 |
-1.02 |

f(x)
21
[-2.08
2,06 |

De nuevo, aparentemente, se tiene que f(x) se aproxima a 2 cuando X se aproxima a

—1. De nuevo es natural preguntarse: ¢ya me acerqué demasiado?, para responder esta
pregunta se presenta el siguiente acercamiento:

x>-1
-0.99

f(x)
-1.99

x<-1
-1.01

f(x)
-2.01

1001
©-1.0001
-1.00001°
~1,00001

2,001
©-2.0001
©-2.00001
—2.000001

0999
~0.9999
~0.99999

| ~0.999999

1999
-1.9999
-1.99999
~1.999999
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Tabla 3

La tabla anterior presenta de manera mas clara que f(x) se aproxima a 2 cuando X se
aproxima a —1.

]

Hay que observar que el proceso anterior depende de la palabra cercania,
matematicamente se dice que X es cercano a Y sila diferencia entre ellos es un

numero “pequefio”, es decir, existe r >0, con I' pequefio, tal que [x—y|<r. En
consecuencia el hecho de que f(x) este tan cerca L significa que existe >0, con O
pequefio, tal que |f(x)— L| <0 y de manera similar que x esté suficientemente cercano
a X, significa que X # X, y que existe 6 >0, con 6 pequefio, tal que 0<|x—x0| <J.
Finalmente el enunciado f(x) este tan cerca como se quiera de L se traduce para
cualquier 0> 0, se tiene que | f(x)- L| < 0. Agrupando las observaciones anteriores se
tiene la definicién formal de limite:

Definicion 2.1.1.1. Se dice que la funcion f(x) tiende a L cuando X tiende a X; siy solo
si paratodo 0> 0 existe ¢ >0, que depende de O, tales que:

[f(x)-L|<o si 0<|x—x|<5

En tal caso, se denota por lim f(x)=L 6 f(x) > L cuando X— X,.
X=Xy

De forma gréfica el concepto de limite se presenta de la siguiente manera:

(x./(x))

J(x)A
L -

T
!
]
]
-

b —
(O IR
[==]

N

Representacion Grafica del limite 1
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Ejemplo: Se tiene que ling% :%. En efecto, primero hay que identificar los elementos, en

este caso la funcién es f (x) =§, el limite es L =% y el valor en cuestion es X, =2. Para

0> 0, hay que encontrar un valor § >0 que cumplan con la definicion de limite. Se tiene lo
siguiente:

1
[f(x)-L|= -|x—2|=z|x—2|

4 2 4

5_1‘_

x=2|_|1
4

Por consiguiente, la condicion |f(x)— L| <0 se traduce en %|X—2|<(‘) por consiguiente,

|x— 2| <40, luego basta tomar J =40 para que se cumpla la condicion de limite.
Graficamente se tiene lo siguiente:

Representacion Gréfica del limite 2

Advertencia: la definicién de limite solo permite demostrar que el limite de la funcién en
un punto determinado es correcto, mas no proporciona un método para calcularlo dicho
valor, ademas encontrar el valor de § a partir del O dado, no siempre es facil, como se
muestra a continuacion.

. . H 2 2 .,
Ejemplo: Se tiene que le X“ =a’ en efecto, observa que la funcién es f(x)=x, el

limite en supuesto limite es L=X y el punto es cuestion es X, =a. Se tiene que:
0>[f(X) - L|=|x* —a®|=|(x—a)(x+a)|=[x—al{x+a].
Por otra parte, observando si la distancia entre X y a es menor que 1 se tiene que

1>|x—a|>|x|-|a|, es decir, |x|<1+|a| esto que implica que:
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|x+a|<|x|+|a] <(1+|a|)+|a|:1+ 2|a).

Finalmente, se define 6 = min{l, } y se tiene lo siguiente:

_°
1+2|a|
, 2 1y Al s} e
|x —a|_|x a||x+a|<(—1+2|a|J(1+2|a|) J.

- 2 a2
Por lo tanto, limx® =a .
X—a

Para observar que una funcion no tiene limite en un determinado valor, hay que analizar
porque no se cumple la definicion de limite, es decir, hay que negar la condicion:

Para todo 0> 0 existe 6>0 talque, para todo x si 0<|x—X,|<& implica que
If(x)-L|<6.

Dicha expresion es la siguiente:

Existe 60>0 tal que paratodo 6 >0 existe algin X para el cual es 0<|x—x0|<5

eso implica que |f(x)-L|>0.

La anterior definicion no es facil de emplear, en la siguiente seccion se presenta la
propiedad de unicidad y a partir de ella, se presenta una técnica mas sencilla para mostrar

gue un limite no existe.

x* -1

En el ejemplo de la funcion f(x)= 1 se hacen aproximaciones al valor X, =-1 por
X+

valores menos y mayores respectivamente, este tipo de acercamientos toman el nombre
de limites unilaterales los cuales se clasifican en limites por laizquierda y limites por
la derecha dependiendo si el acercamiento es por valores menores o valores mayores
respectivamente.

Los limites unilaterales de una funcién de definen de la siguiente forma:

(). Sedice que f(x) tiendea L cuando X tiende a X, por laizquierda siy solo si
para todo >0 existe s>0 tal que |f(x)—L|<0 si 0<X,—X<J.Ental caso se
denota por f(x) > L cuando x — X, 6 lim f(x)=L. Graficamente se tiene lo

X—Xg

siguiente:
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w
S
1
1

S(x)

B~

1

| I—
1 m

1

1
1
1
T
1
1

h 4
1
1
1

b e == ———

(WU R | ———

8%

o -

Ho -

X

Limites unilaterales 1

(i). Sedice que f(x) tiende a L cuando X tiende a X, por laderecha siy solo si
para todo o> 0 existe s>0 tal que |f(x)—L|<0 si 0<X—X,<d. En tal caso se

denota por f(x) —> L cuando x—X; 6 lim f(x)=L . Graficamente se tiene lo
X—>Xg

siguiente:

S(x) |

[

o=
bt

Limites unilaterales 2

Para finalizar esta parte se presenta como interacttan los conceptos de limite e infinito,
presentando el significado de limite infinito y limite al infinito. En el primer caso se
entiende que la funcion crece sin acotamiento y en el segundo caso la variable crece sin
acotamiento.

Se dice que f(x) tiende a » cuando X tiende a X, siy so6lo si paratodo N € N existe
s>0 talque f(x)>N si 0<|x—x|<d. En tal caso se denota por lim f(x)=0 6
X—>Xo

f(X) > cuando X— X,. Graficamente se tiene lo siguiente:
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P () R

B

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
__-__I
R sy —
il Ittt

]

[N N

o
Limites unilaterales 3

Por dltimo se dice que f(x) tiende a L cuando X tiende a « siy solo si para todo >0
existe N € N tal que |f(x)-L

<0, si x> N . En tal caso se denota por limf(x)=L 6
X—>0

f(xX) > L cuando x — « . Graficamente se tiene lo siguiente:

pACY)

Limites unilaterales 4

. 1
<0, entonces xX>- ,
)

Ejemplo: Se tiene que )I('_TO; =0 , en efecto, sea o> 0 tal que

2o
X

, . 1
basta tomar el valor N cualquier natural mayor o igual a —.
(o)
. . 1 1 1
Ejemplo: Se tiene que Ilry —=oo, en efecto, sea N < tal que —=N , entonces WZX,
x—0" X X

asi basta tomar 6 = L .
N +1
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Propiedades de los limites

En la seccion anterior se presento la definicion formal de limite de una funcién en términos
de 60—, en ningln momento de presenta una técnica o un método para proponer el valor
del limite de la funcién, en esta seccidn se presentan las propiedades fundamentales de
los limites las cuales son muy utiles en el célculo de los mismos.

Una pregunta natural sobre los limites es: ¢ cuantos limites tiene una funcién en un
determinado valor?, la respuesta a esta cuestién es importante, ya que presenta el
namero de objetos que hay que encontrar, dicho resultado es el siguiente:

Teorema 2.1.2: Si el limite de una funcién existe, entonces es Unico.

Demostracion: Se procede por contradiccion. Supongase que f(x) > L yque f(x)>M

, con L=M, cuando X— X,. Aplicando la definicion de limite, para o= |L_2M| >0 existen
6,,6, >0 tales que:
|f(x)—L|<w ,si 0<[x—%|<38 vy |f(x)—|v||<w ,si 0<|x—x| <3,

Luego, hay que garantizar que las dos condiciones se cumplan simultaneamente, para
ello hay que tomar el mas pequefio entre d, y J,, es decir, si 0< |x— x0| <o= min{é‘l,ciz} ,
se tienen las siguientes relaciones:

IL=M|=[L-M +(f(x)— f(x))|=|(L-f(x)=(M = f ()
IL-M]| |[L-M]
+
2 2

<[f ) -L|+]f(0)-M|<

~|L-M|

Hay que observar tales elementos x existen ya 6;,6, >0 y esto implica que §>0 . En

consecuencia |L—M|<|L-M]|, lo que es una contradiccion. Por lo tanto L=M .

N

Cabe mencionar que el teorema anterior parte de una hipotesis muy fuerte que es: Si el
limite de una funcion existe, situacién que hasta el momento se puede garantizar. Por
tal motivo, se presenta los limites de funciones que son muy Utiles en el calculo de los
limites. El siguiente resultado relaciona el concepto de limite con el concepto de limites
unilaterales.
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Teorema 2.1.3. El limite de f(x) cuando X tiende a X, existe siy solo si los limites

unilaterales de f(x) cuando X tiende a X, existen y son iguales.

Demostracion: Supdngase que f(x) — L cuando X — X,, esto implica que para todo
o>0 existe 50 tal que |f(x)-L|<0, si 0<|x—x%|<5. La expresion 0<|x—x,|<5 es
equivalente a -6 <X—X, <d . Tomando la primera y la segunda desigualdad
respectivamente se tiene que:

p— A i —_— 0 p— —_—
[f()-L|<0si 0<x=%<d y |[f(x)-L|<osi0<x-Xx<d

Por lo tanto, f(x)—>L cuando x—X, y f(x)—L cuando x— X, . Por otra parte
supéngase que f(x) > L cuando x— X, y f(x)—L cuando x— X, , para 6>0 existen

6,,0, >0 tales que :
[f()-L|<0,si 0<x=%<6 y |[f(x)-L|<0,si 0<X—X<6,

Tomando el valor mas pequefio entre 6, y J, se garantiza que se cumplen ambas
condiciones, es decir,

[f(x)-L|<0,si 0<x=% <0 y [f(x)—-L|<0,si 0<X—-Xx<d

Donde 6 =min{s,,5,} >0, ademas 0<X—X%, < y 0< X, —X <& implican que -0 <X—X¥, <&
o equivalentemente 0<|x—X,|<& . En consecuencia | f(x)—L|<0, si 0<|x—x|<&, por lo

tanto f(x)—>L cuando X—X;.

N

Ahora se presentan los valores que toma el limite de una funcién constante y la funciéon
identidad.

Lema 2.1.4. Dado c € R entonces )!'_TO C=C paratodo x, € R. Es decir, el limite de una

funcién constante es la misma constante.

Demostracion: Dado que f(x)=c paratodo x € R se tiene que para cualquier 6>0 se
cumple que 0 :|f(x) —c| <0, asi que basta tomar cualquier valor 6 >0. De manera gréafica
se tiene lo siguiente:
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f()=cqmtnnn

%)

Limite de una funcién constante 1

limc=c
Por lo tanto X—>¥, .

N

Lema 2.1.5. Paratodo X, €Ll se tiene que limx=x,.
X—>Xg

Demostracion: Se tiene que f(x)=x y L=X;. Sea >0 tal que |f(X)—L|=|x—x,| <0,
basta tomar 6 =0, como se muestra en la siguiente gréfica:

F)=x

X X

Gréfica de una funcién 1

Por lo tanto lim x = X .
X—)XO
||

Ahora se presenta un ejemplo de una funcién que no tiene limite en un determinado valor
ocupando los limites unilaterales.

Ejemplo: Se tiene que IXIIB sgn(x) no existe, para ellos se utilizan los limites

unilaterales. Recordando que la funcién signo se define de la siguiente forma:
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1 six>0
sgn(x)=4 0 six=0
-1 six<0

Tomando el limite por la izquierda se tiene que )!I_)I‘g! sgn(x) = )!'_)rg! (_1) =-1 por otra

parte el limite por la derecha es )!'_)rgl sgn(x) = )!'_m (D =1, graficamente se tiene lo

siguiente:

limsgn(x)=1
x=07

1C

\ 4
¥

-1

lim sgn(x)= -1
x—0" .

Funcién sin limites 1

Como el limite por la derecha es distinto al limite por la izquierda, es decir
lim sgn(x) = lim sgn(x) , implica que 1MSAN(X) no existe.
x—0 x—0" x—0

El siguiente resultado muestra la compatibilidad que existe entre el concepto de limite y
las operaciones algebraicas de funciones.

Teorema 2.1.6. Sup6ngase que )!I_[Q f(x)=L yque )!'_[2 g(X)=M entonces se cumple

lo siguiente:
(). X'Lryo(f+9)(x)=|—+|\/|.
(i). XILrQ(f—g)(x)zL—M .

ip.  lim(f-g)(x)=LM

X—>Xp
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. f L
(iv). lim E (x) =M , cuando M #0.

X—>Xg

Demostracion: La idea de esta prueba consiste en aprovechar que los limite de f y g
existen en X; lo que permite proponer cantidades 0>0 adecuadas para garantizar la

existencia de § >0 adecuados. Supdngase que 0>0, para (i) y (ii) hay que observar

que para %> 0 existen 4,5, >0 tales que

[100-L<2 81 0<jx=x[ <& ¥ [g00-M|<2 si O<lx=x|<5,

Luego, hay que garantizar que las dos condiciones se cumplan simultaneamente, para
ello hay que tomar el mas pequefio entre &, y J,, es decir, si 0<|x—x,|<5=min{5,,5,},

obsérvese que como 6,0, >0 implica que §>0.
De lo anterior se tienen las siguientes relaciones:

(F£9))—(LEM)|=|f()£g(x)—(LEM)|=|[(f()-L)£(g(x)—M)

<[f () -L|+]g()-M|<2+2=0
2 2
Por lo tanto lim(f +g)(x)=L+M . Para (iii) hay que observar que se tiene lo siguiente:
X—>Xg

(£:9)()—LM|=|f(x)g(x)-LM|
=|f(0)g(x) = LM +(f ()M = f ()M ) +(g(x)L—g(x)L)+ (LM - LM)|
=|(f()g() = FOM —=g()L+LM )+ (f ()M —LM )+ (g(Xx)L-LM)|
=|(f)-L)(g()-M)+M (f(x)-L)+L(g(x)-M)|
=[(100-L)(g00 =M+ M (T (0~ L)[+[L(g()-M)|
<[f ()= L[|g0) —M|+|M]|f () - L|+|L]|]g(x) M|
<] F ()= L|g(x) = M|+ ([M]+1)| f (x) = L]+ (|L] +1) | g (x) - M]|

Como f(x) =L cuando X — X,, para los valores 1,L >0 existen 0,,0, >0 tales
3(IM|+1)
que:
F)—L|<1,8i 0<[x=x,|<&, y |f()=Ll<——0  si 0<|x=x|<3,.
[F(X)—L|<1,si 0<|x=x|<6, ¥ [f(x) |<3(|M|+1) si 0<|X—X|<3,
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0

De manera similar, como g(x) —>M cuando X — X,, para los vanres = >0
3°3(|L|+1)
existen 6;,0, >0 tales que:
o _. 0 .
—M]|<=,si 0<[x=X|<0 —M|<———— ,si 0<|x=X,| <0

Analogamente a (i) y (i) para que se cumpla las 4 condiciones simultineamente hay
tomar el valor mas pequefio entre 6,,6,,0;, y 0,, es decir, cuando O<|x—x0| <0, donde

5=min{é,,6,,6,,6,} >0, se tiene que:
() —L||g(x) - M|<(1)(§J=

(MI+2)1700 L] <(M] +2) - =

(1L+2)|900 M| < (L +1) o =

En consecuencia:

|(f-g)(x)—L-M|<|f(x)—L||g(x)—M|+(|M|+1)|f(x)— L|+ (L] +1)|g(x) - M|

Por lo tanto, )!'_[2( f-9)(x)=L-M . Finalmente, para (iv) hay que mostrar primero que

. 1 1
XanQO [EJ(X) =7 cuando M = 0. En efecto, hay que observar lo siguiente:

‘( ( )__‘ - = ‘M —g(X)|:|g(X)—M|
g(x) M| | gM | [g()|M|

M .
Como g(x) > M cuando X — X, para %>0 existe 6, >0 tal que:

|g(x)—M|<¥, si 0<|x—X%|<g,
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Ademas @>|g(x)—M|2||M|—|g(x)|| , de donde se obtiene que |g(x)|>|M|—@=@ en
12 oM _
consecuencia —— <—. Por otro lado, para —— >0 existe 0, >0 tal que
90l [M] 2
\ M 2
|g(x)—M|<0|2| , si 0<|x=%| <5,

Tomando el valor minimo entre ¢, y 0, se garantizan las dos condiciones

simultaneamente, es decir, cuando 0<|x—X|<& donde §=min{s,,8,} >0 se tiene lo
N 2
(-
g)"" M[fgCalim] (MM 2

. (1 1 . .
Lo que muestra que lim (E](X) = Finalmente aplicando (III) se obtiene lo que:

siguiente:

. f . 1 1 L
an;(g j(X) x|—>n>;1( X g](x) % M M
L

Como consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene lo siguiente.

Corolario 2.1.7. Sean f,(X),..., f,(X) un conjunto de funciones tales que:
f.(x)—>L,...f,(xX) > L, cuando X — X, entonces

(i). XIi_)rrx1o(f1+--~+fn)(x)=L1+---+Ln.

(ii). XIi_)rg(flxn-xfn)(X)=L1><---><Ln.

Demostracién: La demostracion es inmediata aplicando induccion matematica sobre el
namero n.

Aplicando el corolario anterior a la funcién identidad se obtiene lo siguiente:

Lema 2.1.8. Paratodon € N y x, € R se tiene que limx" =x; .

X—>Xq
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Demostracién: Se procede por induccién, para n=1 se tiene:

H 1_ L _ _ vl
limx™ = limx=X, =X,

X—Xq X—Xq

Supéngase que para n=k se tiene que lim x“ = x, tomando n=k +1 se obtiene lo
X—>Xg

siguiente:

lim x* = lim (x"-x) :(Iim x")( lim xl) = Xx = X

X—>Xg X—>Xg X—>Xg X—>Xg

Por lo tanto, lim x" =x; paratodon € N.
X=Xy

N

Combinando el teorema y su corolario junto con los lemas previos se tiene el siguiente
resultado:

Proposicion 2.1.9. Sean p(x) un polinomio con coeficientes reales y x, € R entonces

lim p(x) = p(x,).

Demostracion: Sean p(x)=a, +aXx+---+a X" un polinomio con coeficientes reales y x, €
R, entonces:

lim p(x) = lim [ &, +a,x+---+a,x" | = lima, + lim a,x+---+ lim a,x"
X—>Xg X—Xg X—Xo

X=Xy X—>Xg

=t fm s+ fma, i )

=ay +aX, +-+a,X = p(X)

Aplicando el resultado anterior y la parte (iv) del teorema se tiene lo siguiente:

Proposicion 2.1.10. Sean h(x) una funcion racional y x, € R entonces limh(x)=h(x,),
X—Xo

cuando h(X,) existe.
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Demostracion: Como h(x) es una funcion racional, existen dos polinomios p(x) y q(x)

tales que h(x) = Z((X)) como h(X,) existe implica que q(X,)# 0. El resultado se obtiene de
P(X) _ P(%)
observar que I|mh(x)_I|m 02 =h(x,) .
SRt ae)
L
Ejemplos:
e lim5=5.

X—4

. Iir[134x2 =4(-3)> =4(9)=36.

o lim(3x* —5x+6)=3(2)" ~5(2) +6=3(4) ~10+6 =124 =8.

X—>—2

lim| 26X —3x _lim[4x -6 =3x| g op-1p-3y 7 7
o1 AxE—24 lim[ 4x" - 24] 4(-1)% - 24 -20 20

-X six>1

Ejercicio: Calcular lim f(x) donde f(x)=4 , .
X1 X°—2 six<l

Solucién: Se procede a través de limites unilaterales. Para para valores menores que 1
la regla de correspondencia de f(x) es x* -2, en consecuencia, el limite por la izquierda

es:
- T 2 _ 2_ _
lim f(x)_ll_)mr(x 2)_(1) 2=-1

De manera similar para valores mayores a 1 la regla de correspondencia de f(x) es —1,
en consecuencia, el limite por la derecha es:

lim £ () = lim (-x) =~(1) =-L.

Gréaficamente se tiene lo siguiente:
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Grafica del limite de una funcién 1

Como )!'_[‘11 f(x)= )!'_[P f(X) =-1 se tiene que I)('Lrl‘ f(x)=-1,

N

Existen funciones cuyos limites no se pueden calcular por simple evaluacién como los
ejemplos anteriores, en algunos casos se requiere hacer un poco de artificios algebraicos.

lim| 875X+ X
Ejercicio: Calcular xl_ljz] X2 _4

Solucion: Este ejercicio pide calcular el limite de una funcion racional, el problema que
. - 2 .
presenta es en el denominador, ya que Im‘zl[x2 —4] =(2)"-4=4-4=0 y en consecuencia
X—>.

el teorema sobre el limite de un cociente no se puede aplicar ya que no se cumple con su
hipotesis.

Hay que observar que tanto el numerador como el denominador se puede factorizar, en
consecuencia, se tiene lo siguiente:

6-5x+x>  (x-2)(x-3)

x> —4 (x—2)(x+2)

El mismo concepto de limite dice que hay que tomar acercamiento, eso significa que x =2
en consecuencia x—2=0 Y la expresion anterior se reduce el siguiente modo:

6—5x+Xx° M(X—3) _x-3

X'—4  (xTJ(x+2) X+2

Por consiguiente,
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6-5x+x|_, [X—B}_lxii';(x_3)_2—3__l
x+2] lim(x+2) 2+2 4

X—2

X—2

_ 2
Por lo tanto, Iim{m} = _1

Los siguientes ejemplos se resuelven de manera similar al ejercicio anterior.

Ejemplo:

8—6x+x> . ()(x=2)  x_2 a2 2

e lIM——m—=lim————=lim——=——=—=-2,

X—>420—9x+x2_x—>4M(x—5) oix-5 4-5 -1

T S G (x+T) (3x-4) i 3X=4_3-D-4_—7_ 7
o1 445X+ X2 xo-l (+T) (x+4) Cxolx+4 144 3 3

Cuando se requiere calcular limites al infinito, hay que utilizar la relacién lim—=0, esto se

X—o X

realizara factorizando la potencia de X que se presente tanto en el numerador como en el
denominador, como se muestra en los siguientes ejercicios.

. x+1
Ejemplo: Calcular !('_[E‘O Ix_2"

Solucion: Se comienza factorizando X en ambas componentes de la funcion racional
para obtener lo siguiente:

. . 1

lim =lim =lim—&="—-==

X—>003X_2 x—m)((s_) X—)oo3_7 _0 3
. X+1 1
Por lo tanto, lim ==
x>0 3X—2 3
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3
Ejemplo: Calcular Iim%.
xom —2X° — X 45X

Solucion: Se comienza factorizando x* en ambas componentes de la funcion racional
para obtener lo siguiente:

)<11+i+i 1 4.1
X +ax+1l X X et 14040 1
lim——— =lim =lim = =——.
x>0 2% — X? +5X o 5, 1.5 o 5, 1.5 -2-0+0 2
X X X X
X +4x+1 1

Por lo tanto, Iims—zz__
x>0 2% — X +5x 2

Ahora se presenta la relacién que existe entre el concepto de limite y la composicion de
funciones:

Teorema 2.1.11. Supdngase que f(x) > L cuando X— X, y que g(u) >M cuando
u— L entonces (go f)(x) >M cuando X X,.

Demostracion: Como g(u) »M cuando u L, dado o>0 existe 6, >0 tal que
lg(u)-M|<0, si 0<|u-L|<d,. Por otro lado, como f(x)— L cuando X — X,, para 6, >0
existe s>0 tal que |f(x)-L|<d,, si 0<|x—x|<d, entonces tomando los valores u tales

que u=f(x) y 0<|x—%|<d, lo que implica que:
9(f(0))-M]|<0,si 0<|x=x|<&

Por lo tanto, (go f)(x) >M cuando X —X,.

El teorema anterior plantea que para calcular el limite de una composicion de funciones
es lo mismo componer las funciones y calcular el limite o calcular los limites de manera
parcial, como lo muestra a continuacion:
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Ejemplo: Sean f(x)=3x*, g(x)=2x-1y X, =-1, entonces lenQO f(x)= lenngZ =3(—1)2 =3,
en consecuencia L =3, luego !(LmL g(x) = LiLT;(ZX -1)=2(3)-1=5. Por otro lado, realizando
la composicion se tiene (g f)(x)=g(f(x))=g(3x")=2(3x")-1=6x" -1, finalmente se
calcula lerQ, (g0 f)(x) = XIi_)rrjl(ze —1) = 6(—1)2 —-1=5, el teorema garantizaba que ambos

resultados es el mismo.

Para finalizar se presenta un resultado que relaciona el limite con el orden que existe en
los nimeros reales.

Teorema 2.1.12. Supdéngase que f(x)<g(x) para todos los valores suficientemente
cercanosa X, si f(x) >L Yy g(xX)—>M cuando X— X, entonces L<M.

Demostracion: Sea ¢(x) =g(x)— f(x) entonces ¢(x) >0 para todos los valores suficiente
cercanos a X, y ademas limg(x) = lim(g(x) - f (x))=M —L . Definase K=M —L, para
X—>Xo X—Xo

mostrar que K >0 se procede por contradiccion, es decir, supbéngase que K <0 COmMo
K . Kl .
@(x) - K cuando X— X, para % >0 existe 5>0 tal que |p(x)-K|< % , siempre y

K]

cuando 0<|x—X,| <& . Observando que |p(x)|- K <|p(x) - K| < >

K]

lp(x)|< K Y =§ , en consecuencia |p(x)| <0 ya que K <o, lo cual es una

implica que
contradiccion por consiguiente K >0 . Por lo tanto, M > L.

Teorema 2.1.13. Dadas tres funciones f(x), g(x) y h(x) tales que g(x)<h(x)< f(x)
para todos los valores suficientemente cercanos a X,. Si lim f(x) = lim g(x) =L entonces
X=Xy X—Xg

limh(x)=L.

X—Xg

Demostracién: Como f(x)>L y g(x) > L cuando X—> X, y g(x)<h(x)< f(x) para
todos los valores suficientemente cercanos a X, se tiene que para 6>0 existen 5>0
tales que

F00-U<2 y [g-L<3, si 0<[x-x|<s

Hay que observar lo siguiente:
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0= 1(0-900=(F(0-L) (909 ~L)<[F()-L]+|g () -L| < 5+ 2=

Tomando:

IL—h(x)|=|(L = f(x))+(f(x)=h(x))[<|f(x) = L] +|f (x) = h(x)|

=%+(f(x)—g(x))<%+g<c‘)

Por lo tanto se tiene que limh(x)=L.
X—>Xg

]

Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.1.14. Paratodo nel \{0} se tiene que limx" =0.
Demostracion: Se tiene que 0<x" < x para todo 0<|x|<1, ademas IingO:O y Iingx=0

por el teorema anterior Iirrg x"=0.
X—>
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Continuidad

La continuidad es una de las propiedades mas importantes que tienen algunas funciones,
la importancia que tiene esta propiedad es que a partir de ella se pueden garantizar otras
propiedades.

Continuidad de funciones

En la seccion anterior, muchos de los ejemplos de limites se calcularon evaluando ya sea
en la funcién original o en reducciones de la misma, en general el limite de una funcién no
siempre se puede calcular de esta manera, sin embargo, hay una familia de funciones la
cuales permiten calcular los limites evaluando. Esta seccién comienza presentando la
definicién de una funcién continua.

Intuitivamente, la gréfica de una funcién continua se puede dibujar sin despegar el lapiz,
es decir, es un trazo continuo esto significa que no presenta interrupciones, ni saltos ni
mucho menos oscilaciones indefinidas. Pero definir un concepto a partir de la vista, puede
ser engafoso, por consiguiente, la definicion formal de una funcién continua es la
siguiente.

Definicion 2.2.1. Se dice que una funcion f(x) es continua en X, siy solo si:
(). Lafuncion f(x) esta definida en X,.
(ii). lim f(x) existe.

X—=>Xg

). lim £ =1 (x).

En caso contrario, se dice que f(x) es discontinuaen X, siy solosi f(x) noes

continua en X,. Ademas se dice que f(x) es continua en un conjunto S siy solo si
f(x) es continua en X paratodo XeS.

Hay que observar que el concepto de continuidad es un local, esto quiere decir, depende
del punto donde se esté trabajando.

A partir de (iii) la definicion de continuidad se escribe de manera equivalente: la funcion
f(x) es continua en X, siy solo si para todo 0>0 existe 0 >0 tales que |f(x)— f(x0)| <90,

Si [x=x|<5.
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Ejemplo: Cualquier polinomio p(x) es una funcién continua para todo x, € R ya que
lim p(x) = p(x,) paratodo x, € R.
X—>Xg

Ejemplo: El polinomio p(x)=3x’-5x*+5x—2 es continua en R.

Cuando f(x) es discontinua en X, significa que al menos una de las condiciones de la
definicion de continuidad no se cumple, de manera mas clara se tiene que:

(8) Que f(x) no existe esté definida en X,.

f(x) no existe

/

Xy

Polinomio continuaen R 1

N

(b) Que lim f(x) no exista.
X—Xg

lim f(x) no existe
ey

)

0

Polinomio continuaen R 2

(©) Que fim ()% f (x).

Sx)

o

Polinomio continuaen R 3
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. ., . X .
Ejemplo: Dada una funcién racional h(x) =% es continua en todos los valores X, tales
q(x

que q(x,) #0.

2
Ejemplo: La funcion f(x) = % es continua salvo los valores que satisfacen
X2 —5x+
x> —5x+6=0, equivalentemente se tiene que (x—2)(x—3)=0, por consiguiente x=2 y

x=3. Porlotanto f(x) es continua en R/{2,3}.

X +3x—2
x° + X% — 20X
x* +x* —20x =0, equivalentemente se tiene que x(x+5)(x—4)=0, por consiguiente x=o0
, X=-51y. X=4 Porlotanto f(x) es continua en R/{-5,0,4]}.

Ejemplo: La funcién f(x)= es continua salvo los valores que satisfacen

Ahora se presenta dos ejemplos de como estudiar la continuidad de una funcion definida
por secciones.

-x* six<4

_ hallar el valor de a para que f(x) sea
3x+a six>4

Ejercicio: Dada la funcion f(x) :{

continuaen X, =4.

Solucién: Dado que f(x)=—x* para x<4 entonces f(4)=—(4)2 =-16, es decir, se

cumple la condicién (i) de la definicion. Para la condicion (ii) se toman los limites
unilaterales, de donde se obtiene que:

1 —h _y? N 2:_ i =i = =
XILTf(X)_XILT( x*)=—(4)'=-16 y lim £ (x) XI|9r1117(3x+<31) 3(4)+a=12+a
Como |in} f(x) tiene que existir, implica que:

-16= IirL] f(x)= Iir‘ﬂ f(x)=12+a

Por consiguiente & = —16 —12 =—-28
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L.
o . 2x*+4 six<1 ) o
Ejercicio: Dada la funcién f(x)= ) estudiar su continuidad.
3X six>1

Solucion: Dado que f(x) es una funcién por secciones donde cada seccion es un
polinomio definido sobre intervalos, solo basta estudiar cuando X, =1, dado que 1<1 se

tiene que f(1)=—2(1)*>+4=2. Tomando limites unilaterales se tiene lo siguiente:
i =i —_ 2 = — 2 = i = i = =
lim £ (x) = !LT( 2x* +4)=-2(1)"+4=2 y lim f (x) !Lrp(3x) 3(1)=3

Como lim f (x) = lim f (x) entonces Iirrlw f(x) no existe, es decir, la funcion f(x) es
x—1" x—1" X—'

discontinua en X, =1. Por lo tanto f(x) es continua en R/{1}.

Propiedades de la continuidad
En esta seccidn se presenta algunas propiedades de las funciones continuas, se
comienza presentando la relacion entre las funciones continuas y las operaciones

algebraicas de funciones.

Teorema 2.2.2. Supdéngase que f(x) y g(x) son continuas en X, entonces:

(). (f+9)(x) escontinuaen X.
(). (f-9g)(x) escontinuaen X.
(i).  (f-9)(x) es continua en X,.

(iv). [éj(x) es continua en X;, si 9(X,)#0.
Demostracion: Como f(x) y g(x) son continuas en X, se tiene que:
im £()=10x) y limg(x)=9(x).

Para (i) y (i) se tiene que:
lim (f+9)(X) = f (%) £9(x)=(f £g)(x)

X—>Xg
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Para (iii) se tiene lo siguiente:
lim (£:9)(0) = f (%)-906) = (f-9) (%))

Finalmente, para (iv) como g(X,) # 0 se tiene lo siguiente:
Iim[ij(x)=M=(iJ(xo)
%\ g 9(%) \g

Con lo anterior queda demostrado el teorema.
L

Ahora se presenta la relacion que hay entre el concepto de continuidad y la composicién
de funciones:

Teorema 2.2.3. Supdéngase que f(x) es continua en X, y que g(x) es continua en f(x,)

entonces (go f)(x) es continua en X,.

Demostracién: Para mostrar este resultado se utiliza la relacién que hay entre el limite de
una funcion y la composicion de funciones. Como f (x) es continua en X, implica que

lim f(x)=f(x,) y como que g(x) es continua en f(X,) implica que Iifrp )g(u) = g(f (xo))
XXy u=>T1{x
se tiene que:

lim (g f)()=9(f(%))=(g°f)(%).

Por lo tanto (g o f)(x) es continua en X,.
L

Ejemplo: La funcién h(x)=2(x’ +5)3 es continua en todo [ ya que h(x) es la

composicién de las funciones f(x)=x*+5 y la funcién g(x)=2x>.

Cuando f(x) esta definida en un intervalo abierto (a,b), hay que recordar que f(x) es
continua en (a,b) siy sélosi f(x) escontinua en x paratodo xe(a,b). Cuando se
tiene un intervalo cerrado [a,b] se dice que f(x) es continuaen [a,b] siy sdlosi f(x)

es continua (a,b), IirB f(x)=f()y Iirp_ f(x)=f(b).
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El siguiente resultado presenta como hipétesis la continuidad de la funcién un punto sin
embargo la conclusion muestra el comportamiento de la funciéon un intervalo que contiene
a dicho punto.

Proposicion 2.2.4. Supongase que f(x) es continua en X, si f(X,)>0 existe s> 0 tal
que paratodo x que satisface [x—x,|< & implica que f(x)>0.

Demostracion: Dado que f(x) es continua en X, entonces para cada o> 0 existe s >0
tal que | f(X)— f(x,)|<0, si |[x—x%,|< &, en particular cuando 0= f (X)) >0 existe s> o tal

que |f(X)—f(x)|< f(X),si|[x=X]|<5. Lo que implicaque f(x)>0.
L

Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior se tiene lo siguiente:

Corolario 2.2.5. Supédngase que f(x) es continua en X, si f(X,)<0 existe s>o0 tal que
paratodo X que satisface [x—X,| <& implica que f(x)<0.

Demostracion: Basta observar que la funcion —f (x) satisface las hipétesis de la
proposicién anterior.

N

Los siguientes resultados presentan algunas propiedades que tienen las funciones
contintas definidas sobre intervalos cerrados, esto requiere la utilizacion del axioma de
completes de los numeros reales.

Teorema 2.2.6. Supéngase que f(x) es continua en [a,b], si f(a)<0y f(b)>0

entonces existe ¢ e(a,b) tal que f(c)=0.

Demostracion: Sea A={Xe[a, b]| f(y) <0 paratodoy |a, x]} , dado que f(a)<0, por el
Corolario 2.2.5 implica que existe 6 >0 tal que f(x)<0 paracada X que satisface
X—a<J, esto garantiza que A= . De manera similar, como f(b)>0 por la Proposicion
2.2.4 existe >0 tal que f(x)>0 paratodo X que satisface b—x <, por consiguiente A
no vacio es un conjunto acotado superiormente, por el axioma de completes existe ¢ € R
tal que c=sup(A).
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Ahora se mostrara que f(c)=0, para ello se procede por contradiccion, supongase que
f(c) <0 por el Corolario 2.2.5 existe 6 >0 tal que f(x)<0 paratodo X que satisface

[x—c|< &, equivalentemente c -5 <x<dJ+c, asi tomando c<y<c+J se tiene que
f(y) <0 lo que contradice el hecho de que c=sup(A) . De manera analoga, supongase
que f(c)>0 por la Proposicion 2.2.4 existe 6 >0 tal que f(x)>0 paratodo X que

satisface |x —c| < ¢, equivalentemente c—d <x<d+cC, asi tomando c—d<y<c se tiene
que f(y)>0 lo que contradice el hecho de que c=sup(A). Por lo tanto f(c)=0.

N

De forma gréfica el teorema anterior se presenta de la siguiente forma:

J(x)
f®)

S

FAC) T—

Gréficateorema 2.2.6 1

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tienen los siguientes
resultados:

Corolario 2.2.7. Supdngase que f(x) es continua en [a,b] ,si f(a>0y f(b)<O

entonces existe ¢ e(a,b) tal que f(c)=0.

Demostracion: Se obtiene de aplicar al teorema anterior a la funcion —f(x).
N

Corolario 2.2.8. Supongase que f(x) es continua en [a,b], si f(a)<y< f(b) entonces

existe ce(a,b) tal que f(c)=y.
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Demostracion: Se obtiene de aplicar al teorema anterior a la funcion h(x)=f(x)-y, en

efecto como f(x) es continua en [a,b] entonces h(x)=f(x)—y es continua en [a,b],
ademas h(a)= f(x)-y <0y h(b)= f(b)—y >0 por el Teorema 2.2.6 existe c<(a,b) tal
que h(c)=0, es decir f(c)=Yy.

N

Antes de presentar el siguiente teorema, se comienza con el siguiente concepto, se dice
gue una funcién f(x) es acotada en un conjunto S siy solo si existe M >0 tal que

|f(x))<M paratodo xeS.

Lema 2.2.8. Si f(x) es continua en X, entonces existe un ¢ >0 tal que f(x) es continua
en (X —38,%+5).

Demostracién: Por la definicion de continuidad, para 0> 0 existe 6 >0 tal que
[T () f(x,)|<0 si [x—x|<5. Observando que |f (x)|—|f(x,)|<|f(x)- f (%)< implica
|f (x)|<0+]|f(X,)|. El resultado se obtiene tomando M =o+|f (x))|.

N

Ahora se presenta el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9. Si f(x) es continua en [a,b], entonces existe —m > o tal que |f (x)|<M

para todo xe[a,b].

Demostracion: Sea A= {x e[a,b]| f(x) es acotada en [a, x]} , Se tiene que A=, ya que

ae A, ademas b acota al conjunto A, por el axioma de completitud existe « =sup(A). El

resto de la prueba es mostrar que b=« , para ello se procede por contradiccion,
supéngase que a <b.Como f(x) es continua en a entonces existe 6 >0 tal que f(x)

es acotada en (a—é,a+5), asi que « es cota superior de A entonces dado X, tal que
a-0<X¥ <a setiene que f(x) es acotada en [a,X,]. Ahoratomando X tal @ <X <a+J
entonces f(x) también es acotada en [xox1] , lo que contradice el hecho de que

a =sup(A). Asi b=sup(A), esto solo muestra que la funcion f(x) es acotada en [a,X]
paratodo x<b, paraincluir a b basta observar que como f(x) es continua en b existe
§>0 tal que f(x) es acotada en (b—35,b], tomando b—9J <X, <b implica que f(x) es
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acotada en [a,xo] y ademas f(x) es acotada en [xo,b]. Por lo tanto f(x) es acotada en
[a,b].

De forma gréfica el teorema anterior se ilustra de la siguiente forma:

-

Gréfica teorema 2.2.9

Finalmente, se presenta el siguiente resultado que garantiza que una funcién contintia
definida sobre un intervalo cerrado alcanza un punto mas alto.

Teorema 2.2.10. Si f(x) es continua en [a,b], entonces existe X, €[a,b] tal que
f(x)< f(x) paratodo xe[a,b].

Demostracion: Se tiene que f(x) es acotada, sea A={f(x) | X e[a,b]} €S un conjunto no
vacio y acotado. Por el axioma de completes existe « =sup(A). Para demostrar que existe

X, €[a,b] tal que f(X,)=a se procede por contradiccion, supongase que f(x)=a y

definase la funcion g(x) = para cada X e [a,b] , Se tiene que g(x) es continua en

_1

f(X)-a

[a,b], como & =sup(A) implica que para todo 0> 0 existe xe[a,b] tal que a - f(x) <o,

estos es equivalente a que ﬁ«‘), cuando xe[a,b]. Por consiguiente g(x) >1 cuando
(6]

X€ [a,b] , s decir, g(x) no es acotado, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, existe
X, €[a,b] tal que f(x)=a.
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De manera grafica se tiene lo siguiente:

Fi)fmmmmmmmm g mmm s

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Qe m ==
1 T

%o

Gréfica teorema 2.2.10

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.2.11. Si f(x) es continua en [a,b], entonces existe X, [a,b] tal que
f(x)>f(x,) paratodo xe[a,b].

Demostracion: Se aplica el teorema anterior a la funcion —f (x).
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Cierre de la unidad

En esta unidad se presento el concepto de limite. A partir de este, se demostrd que
cuando existe es Unico, se estudiaron sus relaciones con las operaciones de funciones,
asi como también los limites unilaterales y su relacion con el limite. Después se presenté
el concepto de continuidad de funciones y algunas de las propiedades que se desprenden
de este.

En esta unidad se estudiaste los axiomas que determinan la estructura de los nUmeros

reales. Después aprendiste los conceptos de valor absoluto e los intervalos. Finalmente
trabajaste con funciones reales de variable real, estudiando su dominio, contradominio,

imagen, su grafica y las distintas operaciones que hay entre ellas.

En esta unidad se present6 el concepto de limite. A partir de este, se demostré que
cuando existe es Unico, se estudiaron sus relaciones con las operaciones de funciones,
asi como también los limites unilaterales y su relacion con el limite. Después se presento
el concepto de continuidad de funciones y algunas de las propiedades que se desprenden
de este.

Para saber mas

Para profundizar sobre la continuidad de funciones y sus propiedades se pueden
consultar los siguientes sitios:

Te recomiendo revisar estas paginas, trata sobre los espacios métricos topoldgicos, que
dentro del area de calculo diferencial y otras asignaturas te seran de utilidad.

http://www.math.psu.edu/roe/527-FA10/527F10-notes.pdf
http://www.imada.sdu.dk/~njn/MM508/topnoter.pdf
http://www.math.ethz.ch/~efonn/stuff/docs/topology.pdf

Algunos programas en linea que te permiten graficar funciones reales de variable real
estan en las siguientes direcciones:

e http://fooplot.com/?lang=es#W3sidHIwZSI6MCwiZXEiOiJ4 XjliLCJjb2xvcil6liMwMD
AWMDAIifSx7InR5cGUIOjEWMDB9XO--

e http://www.graphmatica.com/
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Para profundizar sobre la continuidad de funciones y sus propiedades se pueden
consultar los siguientes sitios:

Te recomiendo revisar estas paginas, trata sobre los espacios métricos topoldgicos, que
dentro del area de calculo diferencial y otras asignaturas te seran de utilidad.

http://www.math.psu.edu/roe/527-FA10/527F10-notes.pdf
http://www.imada.sdu.dk/~njn/MM508/topnoter.pdf
http://www.math.ethz.ch/~efonn/stuff/docs/topology.pdf
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