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Presentacion de la unidad
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Ecuaciones. Retomado de https://www.flickr.com
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En esta primera unidad seran cubiertos conceptos fundamentales que se utilizaran
durante la materia, los cuales sirven de base para el entendimiento y resolucion de las
ecuaciones diferenciales. El vocabulario que se empleara durante el curso sera provisto
para fortalecer el nivel de comprension de los temas, pues se establecera un lenguaje en
comun. De igual manera, se estudiar4 una clase de ecuaciones en particular, llamadas
“de primer orden”, al aprender métodos empleados en su solucién y distinguiendo entre
diferentes tipos de modelos; ademas, se estudiaran casos particulares y se aplicaran
estas ecuaciones de primer orden para modelar y resolver problemas asociados con
fendbmenos fisicos presentes en las energias renovables.

El objetivo de ésta y de las demas unidades sera el proporcionar las herramientas
necesarias para poder modelar matematicamente sistemas cambiantes en el tiempo, para
asi facilitar su aplicacién en el desarrollo, andlisis, operacion y control de sistemas de
energia renovable.

Siéntete bienvenido al curso.
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U 1 Ecuaciones diferenciales

Conceptos fundamentales y ecuaciones diié
de primer orden

Competencia especifica

Aplicar ecuaciones diferenciales de primer orden para modelar
matematicamente fendmenos fisicos encontrados en sistemas de
energias renovables, por medio de métodos como el de separacion
de variables.

Unidad 1

Propositos

Identificar los conceptos béasicos que se emplean durante el andlisis y
solucién de ecuaciones diferenciales, asi como los conceptos basicos para
realizar una primera clasificacion de sus diferentes tipos.

Reconocer una ecuacion diferencial de primer orden, para determinar si un
fendmeno fisico es representable por medio de éstas, al utilizar métodos
de solucion para ecuaciones diferenciales de primer orden.
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Ecuaciones diferenciales
Conceptos fundamentales y ecuaciones dif
de primer orden :

1.1. Conceptos fundamentales y definiciones

Dentro del campo de las energias renovables, pueden ser observados distintos tipos de
procesos o fenbmenos.

La palabra fendmeno proviene del latin phaenomenon y, de acuerdo con la Real
Academia de la Lengua Espafiola (2001), hace referencia a “toda manifestacion que
sehace presente a la consciencia de un sujeto y aparece como objeto de su
percepcion”.

Una forma de clasificar los fendbmenos es en fisicos y quimicos. Los primeros son
manifestaciones en los que se efectla algun proceso sin que las sustancias involucradas
presenten un cambio en sus propiedades inherentes. Esto quiere decir que no cambia su
naturaleza. Los fenbmenos quimicos, por su parte, son todo lo contrario: las sustancias
cambian para formar otras de diferente naturaleza (De la Cruz, T., Barcia, M., s.f.). Podria
decirse que un fendmeno fisico es aquél que envuelve las propiedades fisicas de materia
y energia, y pueden ser, por ejemplo, eléctricos, atmosféricos, acusticos, mecanicos y
Opticos, por mencionar algunos (Farlex, 2012).

Segun Céardenas, R. D. (2009), la manera de estudiar los fenbmenos denominados como
fisicos es por medio de un proceso que inicia con la observacion, para posteriormente
describir la manifestacion observada y asi establecer, finalmente, un modelo que puede
ser validado por la forma en que se comporta la manifestacion. Para lograrlo, se utilizan
como herramientas de analisis la matematica y la fisica.

Observacion Descripcion Modelado Validacion

Proceso de estudio de fendmenos fisicos.

Relacionado con lo anterior, un modelo es la manera de representar, parcialmente o en su
totalidad, caracteristicas de relevancia de otra cosa, expresando simplificadamente y de
forma general a ese fenbmeno como una manifestacion abstracta de su realidad.

Los modelos pueden clasificarse en prescriptivos (normativos) y descriptivos. Los
primeros son utilizados como pauta de actuacion al dar criterios normativos. Por ejemplo,
el método cientifico, que se trata de un modelo para solucionar problematicas; y el método
inductivo, modelo empleado para la demostracion de las caracteristicas de los numeros
naturales. Los modelos descriptivos son llamados de esta manera porque permiten la
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descripcion de la realidad por medio de ellos, lo que facilita conocer co6mo se comportan
los sistemas, y siendo ejemplo de ellos modelos macroeconémicos, financieros y
productivos.

A la vez, los modelos pueden ser clasificados en concretos y abstractos por la forma en la
gue se aproximan a la realidad. Los concretos son resultado de un modelado fisico que
presenta propiedades similares o exactas de la realidad modelada. Algunos ejemplos
serian los prototipos de objetos, a tamafio natural o escala, con un comportamiento similar
al que tendria la manifestacion modelada. Por otro lado, los modelos abstractos, a
diferencia de los concretos, carecen de similitud fisica respecto a la manifestacion
representada. Estos pueden ser matematicos o analdgicos. Los analdgicos incluyen una
serie de relaciones por medio de elementos diferentes a los originales, pero presentan
una analogia con los mismos. Algunos ejemplos son los termémetros, gréaficas, altimetros,
diagramas y representaciones por medio de imagenes. Los modelos matematicos hacen
uso de la matematica al mostrar la relacién entre elementos y pueden representarse por
variables, nameros, operadores y otros simbolos, lo que los vuelve intangibles por su
naturaleza.

Los modelos matematicos pueden ser clasificados en deterministicos y en probabilisticos
(estocasticos). Los deterministicos son los modelos en los que los datos han sido
determinados. En los probabilisticos, por otro lado, existen elementos desconocidos y
cuyo desconocimiento tendra que considerarse al momento de modelar.

Los beneficios de utilizar un modelo es que brinda elementos para analizar de forma
I6gica un fendbmeno, lo que obliga a determinar el objetivo a conseguir y a identificar los
elementos pertinentes de incluir. De la misma manera, ayuda a expresar en términos
cuantificables las variables a tomar en cuenta, mostrando su interaccion y estableciendo
las restricciones sobre las cuales funciona.

Para construir modelos matematicos, Stewart, J. (2007) propone tres pasos:

1 Estudiar el contexto del fenémeno real para comprenderlo por medio de
investigacion, andlisis y abstraccion.

2 Formular una representacion selectiva del fenémeno identificando y refinando sus
entradas, llamadas variables exdgenas, y que pueden ser variables de decision
(elementos controlables) o parametros (variables sobre las que no se tiene control
directo), y sus salidas, llamadas variables enddégenas, que pueden ser medidas de
desempefio y variables de consecuencia.

3 Construir simbélicamente y analizar el modelo.
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Como un ejemplo de los modelos matematicos, al estudiar los fenémenos fisicos en una
gran cantidad de ellos pueden encontrarse ecuaciones diferenciales que para resolverse
requieren el uso de series, que podrian ser trigopnométricas y con la siguiente estructura
(Acero, I., Lépez, M., 2007, p. 215):

4oy OZOI[(G cos(nx) + b sin(nx)]

n=1

Para profundizar en los procesos de construccion de modelos matematicos y desarrollar
tus habilidades para aplicar su elaboracion en problemas reales, lee el capitulo
Construccién de modelos matematicos, del libro Introduccioén al calculo de James Stewart
(2007), de las paginas 144 a la 155 y resuelve los ejercicios y ejemplos que en él se
encuentran. Al finalizar, deberas ser capaz de modelar y resolver problemas de la vida
real similares a los de los ejercicios utilizando los modelos creados.

1.1.1. Laecuacion diferencial

De acuerdo con James Stewart (2007) “una ecuacion es un enunciado que establece que
dos expresiones matematicas son iguales” (p. 58).

Para representar una ecuacion se establece una nomenclatura del tipo:
Expresion_matematica_1 = Expresion_matematica_2

Si se habla de ecuaciones diferenciales, se habla entonces de igualdades entre
expresiones matematicas diferenciales, o, en otras palabras, que tienen diferencias o
variaciones.

Expresion_matematica_diferencial_1 = Expresion_matematica_diferencial 2

De manera formal, y en este respecto, muchos autores han desarrollado capitulos enteros
dedicados a la ecuacién diferencial, y de una forma sintetizada y simple coinciden en que
puede definirse como la que tiene diferenciales o derivadas. Son estas ecuaciones
diferenciales las que se utilizan como lenguaje para representar los fenbmenos y la
realidad cambiante, en movimiento, que se presentan como simbolos que permiten
sintetizar la informacion que tiene variacion en el tiempo (Carmona, |., Filio, E., 2011) y su
razon de cambio.
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Se conoce por razén de cambio a la tasa de variacion entre un elemento con respecto a
otro. Una ecuacion diferencial es muy posible que aparezca cuando un modelo represente
esta variacion. Al encontrar esta caracteristica en modelos de sistemas de diversos tipos,
tomando en cuenta que los fendbmenos se encuentran en realidades cambiantes, que
pueden ser psicolégicos, poblacionales, operativos, médicos, biolégicos y de ciencias
fisicas, por mencionar algunos: La aplicabilidad de las ecuaciones diferenciales es muy
grande.

Una ecuacion diferencial puede ser escrita en diversas formas, dependiendo de algunas
de sus caracteristicas, pero como componentes bdasicos se encontraran variables
dependientes e independientes(1l), posiblemente presentes en combinaciones de
notaciones matematicas, la diferenciacién, notada por una o varias comillas simples o por
una d o d precediendo a las variables(2), una igualdad, al seguir la manera de representar
ecuaciones (3), coeficientes(4) y posiblemente algunos operadores y componentes
adicionales que daran mayor precision al modelo del fenémeno representado(5).

Ejemplos de lo anterior pueden encontrarse en las siguientes ecuaciones diferenciales:

T—xy +4=cosx+6
viort - EFyior + T =e

Sydyldx=y212+y

Ejemplo de elementos de una ecuacion diferencial.
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Para conocer mas acerca de la historia de las ecuaciones diferenciales, lee el trabajo de
Molero, M., Salvador, A., Menarguez, M. T., y Garmendia, L. (2007), la seccion de Historia
de las ecuaciones diferenciales, de la pagina 368 a la 406. La lectura anterior tiene la
finalidad de entender la forma en que histéricamente se construyeron los principios del
uso de las ecuaciones diferenciales.

1.1.2. Orden, grado, y otros conceptos

De acuerdo con Carmona, I. y Filio, E. (2011), las ecuaciones diferenciales pueden ser

clasificadas principalmente por su orden, grado y tipo.

El orden de una ecuacion diferencial se determina por el de la derivada mas alta existente
en ella y puede ser hasta de un orden n.

El grado de una ecuacion diferencial se establece por el exponente de la derivada mas
alta cuando esta en su forma polinomial y, al igual que el orden, su grado puede ser tan
grande como el sistema modelado lo establezca.

La forma polinomial de una ecuacion es aquella en donde Unicamente tiene restas, sumas
y productos, que pueden incluir potencias con exponentes enteros positivos o cero, para
la variable dependiente y sus derivadas. Para evitar confusiones, no es de importancia lo
gue ocurra en la variable independiente o sus exponentes, ya que la variable de interés es
la dependiente (UAIM, 2005).

Ejemplos de ecuaciones diferenciales en su forma polinomial son:
3y"+2y —=3x=0
Yy +4y =cosx
2y"+ 2y +7x4=5
Para ser aln mas claros, una ecuacion diferencial en su forma polinomial no debe de
contener exponentes negativos o en fracciones para sus variables dependientes o
derivadas; ni logaritmos, funciones hiperbdlicas o hiperbdlicas inversas, trigonométricas o

trigonométricas inversas, ni funciones exponenciales que tengan por argumento a las
variables dependientes o sus derivadas.
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Ejemplos de ecuaciones diferenciales que no estan en su forma polinomial son:
\/3y" + 2y —3x=seny

y +4y-1=cosx
2y"+2lny' +7x*=5

Poner las ecuaciones en forma polinomial muchas veces puede ser logrado al utilizar el
algebra.

Por ultimo, una ecuacién puede ser del tipo ordinaria o parcial.

Una ecuacion diferencial ordinaria presenta derivadas de variables dependientes con
relacion a solamente una variable independiente, esto es, no tiene derivadas parciales. La
ecuacién tiene solo una variable independiente. La forma de escribirla puede ser de

manera implicita o explicita, normal o diferencial.

La forma implicita de una ecuacion diferencial ordinaria, o EDO por sus iniciales, puede
ser representada asi, y es llamada de esta manera por no tener a y' despejada:

F(x,y,y) =0
La manera normal tiene la siguiente forma:
y—fxy) =0
Sidespejamos ay’, entonces se dice que es la forma explicita:
y=fxy)
y recordando que se puede expresar el diferencial de una funcién F(x, y) como:
dF = Fxdx + Fydy

Si Fxdx = P(x,y) y Fy,dy = Q(x,y), suponiendo dF = 0 se tiene la forma diferencial:

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
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Una ecuacion diferencial parcial es la que tiene derivadas parciales de variables
dependientes con relacion a mas de una variable independiente. Esto quiere decir que la
ecuacion tiene mas de una variable independiente, lo que genera la aparicion de
derivadas parciales.

dy dy
_P(xJY)'i' —Q(X,}/) =0
ox ox

Para poner un ejemplo, sup6n que se tiene la siguiente ecuacion:

"

a(y')"—4y"+y'=0

La cual es una ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden y grado n.

Las ecuaciones pueden también ser lineales o no lineales, en lo cual se profundizara
durante el subtema 1.2.3. Ecuaciones lineales.

Clasificacion de
ecuaciones
diferenciales

Ordinarias 3
Parciales

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales por orden, grado, tipo y linealidad.

Ahora bien, se conoce como solucién de una ecuacion diferencial a la funcion que la
satisface sin contener derivadas de ningun tipo.

Se dice que la solucidon es general cuando la funcién encontrada (sin derivadas
presentes) tiene constantes arbitrarias como resultado de las integraciones que fueron
necesarias para resolver la ecuacion diferencial.
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Se dice que la solucién es particular cuando las constantes dejan de ser arbitrarias y
presentan valores especificos, la cual se revisara a detalle en el subtema 1.1.4.
Problemas con valor inicial.

De acuerdo con Nagle, K., Saff, E. B., y Snider, A. D. (2005), una solucién es explicita
en un intervalo I si en éste satisface la ecuacion para toda x al sustituir por la variable
dependiente y la funcién ¢(x). Esto se cumple para las expresiones en forma general de
ecuaciones de orden n siguientes (a) y (b):

dy dvy
F(x,y,a,...wn) =0 ()

Que también puede ser escrita, si se despeja el elemento de mayor orden, de la siguiente
forma:

(d*ny)/(dx"n) = f(x,y,dy/dx,..,(d"(n —=1) y)/(dx*(n=1))) = 0 (b)

Los mismos autores dicen que una solucién G(x, y) = 0 es implicita para las
ecuaciones ay b en I sien el intervalo I establece una o varias soluciones explicitas.

Se dice que una solucién existe y es Unica cuando, suponiendo que F(x) y G(x) tienen
continuidad en el intervalo cualquiera (a, b) en el cual se encuentra el punto x,, se tiene
una Unica solucion y(x) en el intervalo (a, b) para cualquier seleccién del valor inicial ys.

Esto es:
dy
—+F(x)y = G(x)
dx

en donde:
y(x0) = Yo

Para poner en practica lo aprendido hasta ahora, resuelve lo que se te presenta en el
documento Ejercicios 1.1 (paginas 5y 6) del libro de Carmona y Filio (2011). Una vez que
lo hagas, podras valorar tu nivel de conocimiento respecto de la forma de clasificar las
ecuaciones diferenciales.
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1.1.3. Soluciones de ecuaciones diferenciales en
fendmenos fisicos

Para resolver una ecuacion diferencial hay algunos autores que sugieren, primero,
identificarla y, posteriormente, integrarla, y en caso de que sea necesario, previo a su
integracion hacer cambios de variable o transformar la ecuaciéon a integrales mas
familiares (Carmona, I., Filio, E., 2011).

Por ejemplo, la siguiente ecuacion diferencial:

dy_
dx

X

Para resolverla, de acuerdo con lo mencionado, se detecta que es una ecuacion
ordinarialineal de primer orden de grado uno. Se procede entonces a despejar la
variable dependiente para transformar la ecuacién a una forma en la que se pueda
alinearla a integrales conocidas.

dy = xdx
Se integra de ambos lados:
[dy = [ xdx
Lo que resulta en lo siguiente:
y = [ xdx
2
y=_+c

Para comprobarlo, se pueden derivar ambos lados de la funcién resultante, observando
gue una vez aplicado queda como en su forma inicial.

x2
y=¢
—2+ c)
X2
dy = d?+ dc
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o~
dx dx
Iy — 5
dx

Lo anterior es cierto y funciona como una solucién para la ecuacion descrita, pero para
dar aplicacion a las ecuaciones diferenciales, el inicio de la resolucion inicia desde aln
mas atras hasta llegar a su origen: el modelado.

Edwards y Penney (2009) comentan al respecto que estudiar ecuaciones diferenciales
tiene como sus metas mas importantes identificar el modelo matematico que representa
una situacion fisica; encontrar su solucién exacta o aproximada e interpretarla. Ellos
ponen como ejemplo de lo anterior leyes que describen fendémenos fisicos y que pueden
ser expresadas con ecuaciones diferenciales.

La ley de enfriamiento de Newton dice que el cambio de temperatura de un cuerpo en
cierto tiempo es proporcional a la diferencia entre su temperatura y la del medio ambiente.
Para modelar lo anterior, se identifican los elementos del sistema descrito:

I Temperatura del cuerpo (T)

1 Tiempo (t)

I Temperatura del medio ambiente (A)
1 Proporcion de la relacion (k)

De acuerdo a la ley, se tendria lo siguiente:

T T —a
dt

Si se establecen los valores de la proporcion —k y de la temperatura ambiente A se puede
determinar una formula que permitird calcular la temperatura que va a tener el cuerpo
ante las condiciones dadas. Si la temperatura del cuerpo es mayor a la del ambiente,-4Z4:
es menor a cero, lo que significa que el cuerpo se enfria ante esta funcion decreciente.
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Caso contrario, si la temperatura del cuerpo es menor a la ambiental,- ' esmayor a cero,

por lo que se puede predecir que el cuerpo se esta calentando.

Se te invita a consultar el video Ecuaciones diferenciales y ley de enfriamiento de Newton,
gue se encuentra en la carpeta de Materiales de estudio en el aula, con el que podras
mejorar la comprension de la aplicacién de las ecuaciones diferenciales para entender el
comportamiento de fendmenos fisicos y la relacion entre las variables presentes en ellos.

De forma similar, se tiene la ley de Torricelli, que determina que la tasa de variacion de un
volumen de agua en un tanque que se esta vaciando con respecto al tiempo sera
proporcional a la raiz cuadrada de la profundidad del agua en el tanque.

Se identifican los elementos del sistema descrito:

I Volumen de agua (V)

1 Tiempo (t)

I Proporcion de la relacion (k)
i Profundidad o altura (y)

De acuerdo con la ley, la forma de relacionar los elementos seria la siguiente:

La variacion del volumen de agua con respecto al tiempo se representa con los simbolos
gue simbolizan variacion:

dv

dt

La ley indica que existe una proporcion, que se ha simbolizado con una k, con respecto a
la raiz cuadrada de la profundidad.

~ky
Al establecer la igualdad de la ecuacion se tiene entonces que:

dv
__=—ky
dt

Se ha modelado la ley con ecuaciones diferenciales, pero se puede incluso ir mas alla al
incluir la forma del tanque. El tanque puede tomar forma cubica, cilindrica, etc. Para el
ejemplo, se piensa en un tanque con forma cilindrica. Se sabe que el volumen de un
cilindro puede calcularse por el area de su base, que se llama “A”, y por la altura, a la que
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se esta representando con una “y”. Con estos simbolos, el volumen se representa de la
siguiente forma:

Si se deriva con respecto al tiempo de ambos lados para ver la tasa de variacion, la
representacion se transforma de la siguiente manera:

av _ dAy

dt  dt
Como el area del tanque no varia,

dv d

o _ Y

dt dt

Al sustituir la variacion volumétrica en el modelo matematico diferencial que se realiz6 de
la ley de Torricelli,

dy _
AE = —k\y
Tras reacomodar los elementos:
dy ko _
qa - "2 \/y

Para simplificarla mé b | ser k y A constant _k
ara simplificarla mas, se sabe que al ser k y A constantes, ;seréunaconstante

también, y que se puede representar con h:

dy
__=h\y
dt

Se te invita a consultar el video Ecuaciones diferenciales y ley de Torricelli, con el que
podras mejorar la comprension de la aplicacion de las ecuaciones diferenciales para
entender el comportamiento de fenémenos fisicos y la relacion entre las variables
presentes en ellos. Recuerda que se encuentra en la carpeta de Materiales de estudio
del aula.

Podras ver otros ejemplos de modelado en el subtema 1.2.5. Aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales de primer orden en un sistema de energias renovables.
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1.1.4. Problemas con valor inicial

Los problemas con valor inicial son aquellos en donde las ecuaciones diferenciales se
presentan con ciertas condiciones establecidas de inicio para el fenbmeno modelado,
resultando de esta manera en soluciones particulares al resolverlos. Para resolverlos, se
hace el tratamiento que se indicé en el subtema anterior, pero incluyendo la condicién
inicial.

Supdn un fenémeno fisico representable por el siguiente modelo:
Yy =4—9x2 —6x5

en el que se ha detectado que cuando la variable x es igual a uno, la variable y esigual a
2.

Ahora se te invita a consultar el video Problemas con valor inicial, que se encuentra en la
carpeta de Materiales de estudio del aula, para ver el procedimiento de resoluciéon. Con
él, podras entender de una forma sencilla como se utilizan los valores iniciales al resolver
una ecuacion.

Como otro ejemplo que te permitira reforzar tu conocimiento, se presenta un fenébmeno
fisico representable por el siguiente modelo:

Y+ 5xy=20
En este fendmeno, se supondra que cuando la variable independiente (que pudiera ser,
por ejemplo, el tiempo x) tiene el valor de 0, la variable dependiente tiene un valor de 4

unidades, cualesquiera que sean éstas.

Se puede reescribir el modelo para facilitar su resolucion de la siguiente forma:

dy
-~ = _§g
dx xy
o bien:
1
—dy = (—5x)dx
y

Si se integra la ecuacién en ambos lados se tiene:
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y resulta lo siguiente:

Despejando la variable dependiente:

Si se sustituyen los valores iniciales que se detectaron (0, 4), se obtiene:
4=ce’
c=4
Entonces, al sustituir la ¢ se encuentra como solucion particular para esas condiciones

iniciales:

Para poner en practica lo aprendido hasta ahora, resuelve lo que se te presenta en el
documento Ejercicios 1.3 (paginas 14 a la 16) del libro de Carmona y Filio (2011).

Una vez terminados los ejercicios, deberas poder determinar el valor de las constantes
arbitrarias dada una ecuacioén diferencial, su solucién y las condiciones iniciales.
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1.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Las ecuaciones diferenciales de primer orden tienen en su variable dependiente
Unicamente primeras derivadas. Para resolverlas, pueden ser utilizadas diferentes
técnicas:

1 Por medio de la separacion de variables, que veras en el subtema 1.2.1. Variables
separables y reducibles.

1 Utilizando los conceptos de ecuacion lineal (subtema 1.2.3. Ecuaciones lineales) y
factor integrante (subtema 1.2.2. Ecuaciones exactas, no exactas y factor
integrante) como parte fundamental en los siguientes pasos:

1 Poner la ecuacion diferencial de la forma:

dry d™1y dy
an(%) g+ an-1(0) et o+ a(x) gt ao(x)y = g(x)

en la forma:
dy
—+ Py = f()
X
2 Identificar P(x) y determinar el factor integrante.
3 Multiplicar la forma estandar por el factor integrante.

4 Integrar los dos lados de la ecuacion resultante del punto anterior.

1 Mediante una sustitucién de variables que veras en la manera de resolver
ecuaciones con forma de Lagrange, Clairaut y Bernoulli (subtema 1.2.4.
Ecuaciones de Bernoulli, Lagrange y Clairaut).

i Pueden ser usados otra gran diversidad de métodos, como el de Euler como una
técnica numérica, procedimientos cualitativos como los campos de pendientes, el
método de series de Taylor y el método de Picard.

Para profundizar en los procedimientos cualitativos de los campos de pendientes y el

método de Euler, consulta los temas 1.3. Técnica cualitativa: Campos de pendientes y
1.4. Técnica numérica: Método de Euler, del libro de Blanchard, Devaney y Hall (1999),
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llamado Ecuaciones diferenciales, en las paginas 35-46 y 52-61, respectivamente. Al
finalizar las lecturas, deberas de entender y utilizar procedimientos geométricos para
representar soluciones de ecuaciones diferenciales como el método de los campos de
pendientes, asi como el procedimiento numérico denominado método de Euler.

1.2.1. Variables separables y reducibles

Se dice que una ecuacion diferencial y’ = f (x, y) es de variables separables si ésta
puede expresarse como:

p(x)dx £ q(y)dy =0

Esto significa que puede ser reescrita para que las variables y sus respectivos
diferenciales queden en lados opuestos de la ecuacion.

p(x)dx = q(y)dy
Nagle, Saff y Snider (2005) definen a la ecuacién separable de la siguiente manera:
Si para-x = f(x,y)
dx
Su lado derecho puede ser expresado como una funcion p(x) tal que Unicamente
depende de x, por una funcién q(y) que solamente tiene dependencia de y, la ecuacién
se considera separable.

El método de resolucién es el siguiente:

Si se tiene la ecuacion,

d
=G0y

tal que

d
— = p()9()

Se multiplica ambos lados por dx y por q(y) donde q(y) = 1_ resultando
g’

q(y)dy = p(x)dx
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Se integran, entonces, los dos lados de la ecuacion

Ja)dy = [ p(x)dx

guedando:
Q) +ca=Px) +c

Si se unen las constantes para simplificar la lectura, se tendria como forma final
Q) =Px)+c

Bernoulli formalizé el método explicito, denominado “separacién de variables”, en el afio
1694, pero tres afios antes Leibniz descubri6 implicitamente la forma de hacerlo.

Para poner un ejemplo, se tiene la siguiente ecuacion:

dy 3x% + 5x%y
d—=__
dx 3y+2
Si se factoriza,
4y d_y _ 2 345y
dx 3y+2

Una vez hecho esto, se pondra de cada lado de la ecuacion las variables con sus
respectivas diferenciales:

3y+2
dy = xdx

3+%

Para resolverla lo Unico que se debe de hacer es integrar:
3y+2

4 f dy = [ xdx
3+¥

Al solucionar la integral, se tiene el resultado de la ecuacién que se redujo utilizando el
método de variables separables.

Se te invita a ver los ejemplos 1 al 5 de la seccion Ecuaciones diferenciales de variables
separables, dentro del libro de Carmona y Filio (2011), que podras encontrar en las
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paginas 39 a 43. Una vez que los hayas revisado, deberas ser capaz de resolver
problemas similares utilizando el método de solucién por variables separables.

1.2.2. Ecuaciones exactas, no exactas y factor integrante

Para entender el concepto de una ecuacion exacta, se debe de saber lo que es el
diferencial total.

El diferencial total de una funcién puede explicarse de la siguiente forma, si se tiene una

funcion f(x, y) que es igual a una variable z, que al modelarla quedaria de la siguiente
forma:

z=f(xy)

Si se diferencia de ambos lados, su diferencial total seria,

dF (x, dF (x,
_OF®Y) Loy (xy)dy

dz
0x dy

suponiendo que las derivadas tienen continuidad en una regién del plano xy.

Si se reescribe,

J0F (x,
T = ey
JdF (x,
%w(x,y)

y se toma dz = 0, entonces se puede expresar la ecuaciéon como:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Esta igualdad, expresada por la ecuacion anterior, se considera como una ecuacion
diferencial exacta.

Si como ya se habia planteado, se tiene:

e = M(oy)  y = N(vy)
ox dy
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y se derivan estas igualdades con respecto a la otra, se tiene:

02F (x, y) _ 0M(x, y)
dxdy dy

02F(x,y) ON(x,y)

dyodx 0x
Por el teorema de igualdad de derivadas parciales mixtas continuas:

OM(x,y) _ ON(x,y)
dy 0x

A éste se le conoce como el criterio de exactitud, y dice que la igualdad anterior es la
condicion necesaria y suficiente para que sea exacta la ecuacion diferencial:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

El método para solucionar ecuaciones diferenciales exactas es el siguiente (Carmona, |.,
Filio, E., 2011):

1.- Se debe de aplicar la definicién
fx=M(xy)o fy=N(xy)
2.- Se hace una integracién respecto a alguna de las dos variables
f=[Mdx6 f=[Ndy

3.- Se hace una derivacion del resultado respecto a alguna de las dos variables

f=a_fde 6 f = a_dey
Yy oy X ox

4.- Se hace una igualacion del resultadoaNoaM

N(x,y) =a_fde 0 M(x,y) = a_dey
dy ox

5.- Se integra de nuevo la ecuacion
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Para ver la demostracion del teorema, consulta el Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales

de primer orden, dentro del libro de Nagle, Saff y Snider (2005) en sus paginas 62 a 65,

en donde se muestra ademas el método para su resolucién y un par de ejemplos.
Asimismo, en la seccion Método de solucién del libro de Carmona y Filio (2011), puedes
observar los ejemplos 4 al 7 en las paginas 57 a 60. Una vez que los revises deberas ser
capaz de demostrar el teorema y usar el método de resolucion en ejemplos similares a los
del libro.

Es posible encontrar algun factor que al multiplicar una ecuacion no exacta la convierta en
exacta, facilitando su resolucién con el método anterior. Dicho de otra forma, se conoce
como factor de integracion para una ecuacion diferencial Mdx + Ndy = 0 a un factor

F(x,y) que haga que la siguiente ecuacion sea exacta:

F(x,y)Mdx + F(x,y)Ndy = 0

Pueden existir varios factores de integracion para una ecuacion diferencial no exacta.

Para encontrar el factor integrador F(x, y), pueden ser utilizados varios métodos, entre los
cuales se encuentran los siguientes:

1.- Se puede suponer una funcion al inspeccionar la ecuacion diferencial dada,
probandola con el criterio de exactitud visto antes.

2.- Si se encuentra que el factor es Unicamente F(x), se encuentra haciendo

My:N&
Fx)=el N &

3.- Si se encuentra que el factor es Unicamente F(y), se encuentra haciendo

Nx=My
F (y) =el M dy

En el Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (a), del libro de
Carmona y Filio (2011) puedes analizar ejemplos en las paginas 66 a 69. Una vez hecho
esto, deberas ser capaz de encontrar el factor de integracion para ecuaciones
diferenciales similares a las de los ejemplos.
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1.2.3. Ecuaciones lineales

Decir que una ecuacion es lineal se debe a una forma de clasificacion de las ecuaciones
diferenciales resultante de su grado. Esto es, las ecuaciones lineales tienen su variable
dependiente, generalmente notada por y, y a todas sus derivadas en grado 1. Para ellas,
se cumple también que cada coeficiente de la variable dependiente y y sus derivadas
dependen de Unicamente la variable independiente, generalmente notada por x. Las
ecuaciones no lineales, por su parte, son las que no tienen las caracteristicas
anteriormente enunciadas (Carmona, |., Filio, E., 2011).

En otras palabras, y como ya se habia mencionado antes, una ecuacién diferencial
ordinaria es lineal cuando la funcién es lineal en la variable dependiente y en todas sus
derivadas, esto es:

F eslineal paray, y', y" ... yrsi

dry dn-1y dy
an(X) pom + an-1(%) =t o+ @) ot ao(x)y = g(x)

Para identificar si una ecuacion es lineal se pueden revisar dos condiciones:

a yYysus derivadas son de primer grado.
b Los coeficientes de y, y', y"' ... yrdependen sélo de la variable independiente.

Al escribir una ecuacién diferencial, puede hacerse en su forma estandar. La forma
estandar es aquella en donde la ecuacién no tiene su primer coeficiente, lo cual resulta de
dividir los dos lados de la ecuacién entre éste (Zill, D. G., 2009).

Un ejemplo de la forma estandar de una ecuacion lineal es:

dy
2y TPy =f()

Para resolverla, si f(x) = 0 se hace por variables separables (vistas en el subtema 1.2.1.
Variables separables y reducibles); en caso contrario, se puede hacer por la técnica del
factor de integracion (visto en el subtema 1.2.2. Ecuaciones exactas, no exactas y factor
integrante), o por la de variacion de parametros.
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La técnica de variaciéon de parametros consiste en cambiar variables o funciones por
algunas mas faciles para resolver la ecuacion.

Al observar esta Gltima técnica desde la forma de resolver expuesta por Carmona y Filio
(2011):

Se sabe que,
y = ce— [ f(x)dx

es una solucién general de la ecuacién lineal homogénea,
y+f(x)y=0
Para encontrar la solucion de la ecuacion lineal no homogénea,
Yy =rXx)
se varian los parametros,

c =u(x)

v = e [f()dx
Asi, se tiene que:
y(x) = u(x)v(x)

es una solucion de la ecuacion si se puede determinar una u(x) que la satisfaga.

Si se deriva,
y=uv +u'v

y se sustituye en la homogénea, al igual que el valor de y = uv
w' +uv+ fuv =r
Reacomodando y factorizando:
uv+ fuv+ w' =r

uv+u(fr+v)=r
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uv=r

Despejando: r
u =_

v

Si se integra de ambos lados para resolverla,

r
u:f—dx+c
v

Para que u pueda existir, v debe ser diferente de 0, por lo que y = vu sera entonces la
solucion para la ecuacion lineal no homogénea vy, sustituyendo por los valores
encontrados, quedara:

y= (o O 4y
e— | f(X)dx

o lo que es lo mismo por algebra:
y = (e~ [ r@a) ([ r(x)el f@dx dx + c)

Para ver ejemplos de resoluciéon, consulta el documento llamado Capitulo 2. Ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden (b), del libro de Carmona y Filio (2011), en las
paginas 74 a 78. Una vez analizados los ejemplos, deberas poder determinar si
ecuaciones similares son lineales y resolverlas utilizando el método del factor integrante o
el de variacién de parametros.
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1.2.4. Ecuaciones de Bernoulli, Lagrange y Clairaut

Las ecuaciones de Bernoulli, Lagrange y Clairaut son ejemplos de ecuaciones
diferenciales que tienen formas definidas, por lo que resulta de interés el mostrarte lo
relacionado a ellas y la forma de resolverlas.

Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién de Bernoulli tiene la siguiente forma:

v+ f)y =rxy", n+0,1

f(x) y r(x) son reales y tienen continuidad en un intervalo entre dos puntos, que algunos
autores consideran como [a, b].

Sin esigual a 0 o 1 entonces puede ser resuelta por medio de separaciéon de la ecuacion
o de igual forma que las ecuaciones lineales, respectivamente.

La ecuacion recibe su nombre debido a que fue propuesta por James Bernoulli para ser
solucionada en 1695. John Bernoulli, su hermano, la resolvid, y un afio después de su
publicacion Gottfried Leibniz hizo la demostracion de cémo puede ser reducida a una
simple ecuacion lineal con el primer método que se presenta a continuacion.

Para resolverla se puede hacer uso de dos métodos, el primero es convertirla en una
ecuacion lineal, sustituyendo con la igualdad.

u= y 1-n
El segundo método consiste en resolverla sin hacerla lineal, sustituyendo con la igualdad:
y = u(x) v(x)
Para comprobarlo se realiza lo siguiente:

Si se dividi la ecuacion de Bernoulli entre y™ se tiene:

2 F@Y gy

yn dx yn yn
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Al acomodar para hacer mas identificables los factores.

dy

y T —+ f)yrtm=r(x)
dx

Si se hace uso del primer método descrito, u=y ", se tiene, por ende:

du dy
_=AQ-nmym _
dx dx

Si se despeja,

1 du__, dy

1—n dx dx

Sustituyendo en la ecuacion de Bernoulli que se divide entre y»

Uy fou=r()
1—ndx

Asi, se tiene la ecuacién de primer orden que se mencion6 en un inicio y que se obtendria
al aplicar la sustitucién del primer método.

Para facilitarte entender de qué te servira identificar las ecuaciones con esta forma,
suponiendo que has modelado un sistema de energias renovables que pretendes
controlar o del cual deseas predecir un estado futuro respecto a ciertos factores
representados por las variables p y t.

El modelo que representa de mejor forma el fenbmeno que observaste, se supondria que
es el siguiente, mostrando la ecuacion que describe la relacion de la variacion de p con

respecto at:
dp 3
_ =2p—_tp?
dt 4

Lo primero que se hace es acomodar la ecuacion para tener una con la forma de la de
Bernoulli, obteniendo asi:

dp 3
——2p=-_1p?

dt 4

o lo que es lo mismo, 3
p'—2p=—_tp?

4
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Al escribirla de esta manera, se puede observar que f(x) = =2,r(x) = —=3/4tyn =3

Siguiendo los pasos indicados para hacerla lineal, se divide la ecuacion entre p3, lo que
resulta en:

1, 2p 3 tp3

p
p3 P 4 p3

Simplificando un poco, 3

pip —2p72 = —t
4

Haciendo una conversion de u = p?, se tiene por ende que,

d_u = —Zp_gg
dt dt
o lo que es lo mismo:
ul — _zp_3pl
de tal forma que si despeja p’— ; W=7

2p—3

Al sustituir, la ecuacion queda de la siguiente manera:

1 3
——u—-2u=—_t
2 4

Multiplicando por -2 ambos lados para dejar la ecuacién en una forma mas facil de leer,

3
u+4du=_t
2

Para obtener la solucién, se acomodan los elementos:

3
w_3,
dt 2
3
du ZE tdt — dudt
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se integran de ambos lados,

3
u =— t2—4ut+c
4

para después sustituir de nuevo u por p?, de los que se obtiene una solucién:

3
—2=_t2_4’p_2t+c
p 4
3
dp~2t+p2=_t>+c
4
3
p2(4t+ 1) =_t2+c
4
31t2+c
_2=4
P a1
31:2+c
-4
p2 (4t+1)
2 _ (At+1)
“t24c
4
4t=+1
p=vg——
4t2+C

Para ver ejemplos de la resolucién de la ecuacion de Bernoulli, consulta el documento
llamado Ecuacion de Bernoulli, de la pagina 108 a la 110 del libro de Carmona y Filio
(2011). Una vez analizados los ejemplos deberas ser capaz de resolver ecuaciones

similares por los métodos expuestos.
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Ecuacién de Lagrange
La ecuacién de Lagrange puede encontrarse con las siguientes representaciones:
y+xp()+w®)=0
0 mas comiunmente,
y=x9(y) + 0(®)

Para resolverla se hace,

por tanto,
y =xp(p) + w(p)

Al derivar de ambos lados se tiene una ecuacion lineal respecto a la variable
independiente.

,_dlxe(y) + w()]
Y= dx

Al sustituir y acomodar la ecuacion,

p =@ +x9'(P)p'+ ' @)D’

Esta ya es una ecuacion lineal que se puede resolver integrando.
Si se deseara despejar p’,

p—o®) =p'(x¢' (p) + ©'(p))

p—o® _ o
x¢'(p) + w'(p)

Para ver ejemplos de la resolucion de la ecuacion de Lagrange, consulta el documento
llamado Ecuacién de Lagrange, de la pagina 111 a la 113 del libro de Carmona vy Filio
(2011). Una vez hecho esto, deberds ser capaz de resolver ecuaciones del tipo de
Lagrange de la misma forma, por medio de la diferenciacion de la ecuacién y sustitucion
de dy por pdx.
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Ecuaciones de Clairaut
Las ecuaciones de Clairaut tienen la siguiente representacion:
y=xy'+ o)
tal que w(y") es una funcion que puede diferenciarse de forma continua.
Se puede observar que es muy similar a la ecuacion de Lagrange pero con x¢(y) = y'.
Esta ecuacién resulta de interés debido a que su solucion es una familia de rectas y su
envolvente, la cual es una solucién singular.
La familia de rectas que aparecen como su solucion general puede representarse por

y=cx + w(c)

y la singular por:
x=—w'(t)

y=—-tw(t)+ w()

Las ecuaciones con esta forma reciben su nombre debido a que el matematico Alexis
Claude Clairaut, de origen francés, las tuvo como objeto de estudio en 1734.

Una forma de resolverla consiste en hacer lo mismo que en la ecuacién estudiada
anteriormente.

y=7pr
Se tiene con la sustitucioén la siguiente ecuacion:
y=xp+w(p)
Al derivar de los dos lados de la ecuacion,
dy/dx = d[xp + w(p)]/dx

o lo que es lo mismo,
y=xp'+p+w(®p
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Factorizando,

y —p=px+ o' [®)]
Del cambio de variable y’ = p se obtiene que y’— p = 0, al hacer la sustitucion,
Plx+w' (@] =0
De aqui se pueden deducir dos cosas: para que la ecuacion sea verdadera,
p =006 x+w'(p)=0;

Si p’ = 0 entonces esto significa que p es una constante c (la derivada de una constante
es igual a cero).

Después de hacer la sustitucion de c por p en la ecuacién en donde por primera vez se
presenta el cambio de variable

y=xp+ w(p)

Queda;
y=cx+ w(c)

gue es la solucién general comentada en un inicio.

Suponiendo el otro caso, en donde x + w'(p) = 0, entonces,

x=—w'(p)

Tras sustituir, al igual que en el primer caso, en la ecuacion donde por primera vez se
presento el cambio de variable:

. y =xp + w(p)
Queda,

y=-pw'(p)+wp)

donde esta es la solucién singular de la que se habl6 en un inicio, si se considera a
p como t.

Para ver un ejemplo de la resolucién de la ecuacion de Clairaut, consulta el documento
llamado Ecuacion de Clairaut, de la pagina 114 a la 115 del libro de Carmonay Filio
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(2011). Una vez hecho esto, deberas ser capaz de resolver una ecuacion con la forma de
la de Clairaut por medio de la técnica mostrada.

Método de series de Taylor y método de Picard

El método de series de Taylor puede ser utilizado para la resolucién de las ecuaciones
diferenciales. De acuerdo con Nagle, Saff y Snider (2005), el polinomio de Taylor puede
definirse para un n-ésimo grado en x=x, de la siguiente manera:

y™(x0) y™(xo)
o (x— x0)2 +

Pa(x) = y(x0) + y'(x0)(x = x0) +

(X0

Para problemas de valor inicial, en donde % = f(x,y) cony(x ) =y se deben
dx 0 0
establecer los valores para @' en xo, esto es @(xo), @'(xo), D" (xo0), etc.

Utilizando como base la condicion inicial, se tiene que @(xo) = yo.

Como se definié que @ = f(x,y), se puede calcular el valor de @'(x ),
ax 0

@'(x0) = f(xo0,Y0)

Para calcular @"(x,) se deriva la ecuacion anterior respecto de x, lo que da,

" 6} -CXQLyQ) af.(xQJ_yQ)_dJZ
y = +
0x ay dx

y como previamente se habia determinado que,

d
= = f@)

Después de hacer la sustitucién se tiene,

n_ 0f(x0,¥0) , 9f(x0,¥0)
y = +

O 3y f(xy)

Con el método de Picard para el problema de valor inicial, al igual que con el método de
las series de Taylor, se supone que hay una y'(x) = f(x,y) con y(xo) = Yyo.

Al integrarlos dos lados de la ecuacion respecto a x, parax = xoa x = x1
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X1

[ y(@)dx = y(x) —y(xo) = [ fx y(x))dx

X0 X0
Y al sustituir y(xo) por yo

y(x) —yo = [ flx,y(x))dx

y al despejar y(x1)
y(x1) = yo+ | flx,y(x))dx

Al utilizar t como variable de integracion en lugar de x se puede sustituir a x; por x como
limite de integracion superior,

y(x) = yo+ [ )}(t, y(t))dt

X0

Con la ecuacion anterior, pueden generarse aproximaciones sucesivas para solucionar el
problema de valor inicial,

y(x) = f(xy), y(x) =0

Si @o(x) es la aproximacién de una solucion para la ecuacion del valor inicial, la siguiente
aproximacion seria haciendo y(t) = @o(t)

?1(x) = yo+ | f(t, @o(t))dt

X0

Siguiendo la l6gica anterior, se puede hacer uso de @1(x) para calcular @.(x), y ésta para
D3(x).

Si se continda el calculo de aproximaciones basado en la inmediata anterior, se puede
observar que existe una relacion como la que sigue para calcular la aproximacion n + 1

Dri1(x) = yo+ [ f(t, @a(t))dt

X0
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1.2.5. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de
primer orden en un sistema de energias renovables

Las ecuaciones diferenciales, como has visto a lo largo de la unidad, tienen aplicacion en
las energias renovables al modelar fendmenos de una forma matemética.

En las energias renovables, para el desarrollo, analisis, operacién y control de sistemas
gue hagan uso de éstas, encuentran un vasto campo de aplicacién, ya que estan
presentes en la termodindmica, mecanica, electricidad, quimica, biologia y finanzas, por
mencionar tan sélo algunos de los campos en donde podran expresarse modelos de
utilidad y resolverlos.

Para ver ejemplos de modelado y aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en los
sistemas de primer orden, consulta el Capitulo 3. Modelos matematicos y métodos
numéricos que implican ecuaciones de primer orden, del libro de Nagle, Saff y Snider
(2005). Revisa los apartados 3.2 (89 — 98), 3.3 (101 - 107), 3.4 (108 - 115) y 3.5 (118 —

121). Una vez hecho esto, deberds poder analizar y resolver modelos que implican
ecuaciones diferenciales en sistemas similares a los vistos, como en el analisis por
compartimientos, problemas de mezclas, poblacionales, variaciones térmicas en edificios,
mecanica newtoniana y circuitos eléctricos.
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Cierre de la unidad

A manera de cierre, es importante enfatizar que a lo largo de la unidad se abordaron los
conceptos fundamentales y definiciones para la ecuacién diferencial, el orden, grado y
otros elementos, asi como también las soluciones en fendmenos fisicos y los problemas
con valor inicial. Se estudiaron los métodos para el tratamiento y resolucion de
ecuaciones diferenciales de primer orden, como son las variables separables y reducibles,
las ecuaciones exactas, no exactas y factor integrante, ecuaciones lineales, ecuaciones
de Bernoulli, Lagrange y Clairaut, y se presentaron materiales de estudio para ver las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden en un sistema de energias
renovables.

Se te invita a continuar con la siguiente unidad, en la que revisaras las propiedades de las
ecuaciones diferenciales de segundo orden, problemas de valor inicial, las definiciones de
homogeneidad y no homogeneidad en las ecuaciones diferenciales, la dependencia e
independencia lineal, la solucién general de las ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas en fendmenos fisicos, la ecuacion diferencial lineal homogénea con
coeficientes constantes de orden dos, solucién por superposicion, por coeficientes
indeterminados y por el método de operador anulador.
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