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Presentacion

Este texto nace con la vocacién de ser una herramienta para la formacién de
los ingenieros en la mecanica de medios continuos. De hecho, es el fruto de la
experiencia de muchos afios en la ensefianza de dicha disciplina en la Escuela
de Ingenieros de Caminos de la Universitat Politécnica de Catalunya, tanto en
cursos de grado (titulaciones de Ingenierfa de Caminos, Canales y Puertos e
Ingenieria Geoldgica) como de postgrado (cursos de Master y de Doctorado).
A diferencia de otros textos de introduccién a la mecanica de medios
continuos, el que aqui se presenta estd especificamente orientado a la
ingenierfa, intentando mantener un adecuado equilibrio entre la rigurosidad de
la formulacién matematica utilizada y la claridad de los principios fisicos
tratados, aunque poniendo en todo momento lo primero al servicio de lo
segundo. En este sentido, en las imprescindibles operaciones vectoriales y
tensoriales se utilizan simultineamente tanto la notaciéon indicial (de mas
utilidad para la demostracién matematica rigurosa) como la notacién compacta
(en la que se vislumbra con mas claridad la fisica del problema), aunque a
medida que se avanza en el texto existe una clara tendencia hacia la notacion
compacta en un intento de focalizar la atencién del lector en la componente
fisica de la mecanica de medios continuos.

El contenido del texto esta claramente dividido en dos partes que se presentan
secuencialmente. En la primera parte (capitulos 1 a 5) se introducen los
aspectos fundamentales y descriptivos comunes a todos los medios continuos
(movimiento, deformacion, tension y ecuaciones de conservacion-balance). En
la segunda (capitulos 6 a 11) se estudian familias especificas de medios
continuos, como son los sélidos y los fluidos, en un planteamiento que
comienza con la correspondiente ecuacién constitutiva y termina con las
formulaciones clasicas de la mecanica de solidos (elasticos-lineales y elasto-
plasticos) y de la mecanica de fluidos (régimen laminar). Finalmente, se hace
una breve incursion en los principios variacionales (principio de las trabajos
virtuales y de minimizacién de la energia potencial) como ingredientes de
partida en la resoluciéon de problemas de mecanica de medios continuos
mediante métodos numéricos. Esta estructura permite la utilizacion del texto
con propositos docentes tanto en un unico curso de alrededor de 100 horas
lectivas como en dos cursos diferenciados: el primero basado en los primeros
cinco capitulos y dedicado a la introduccién de los fundamentos de la mecanica
de medios continuos y el segundo especificamente dedicado a la mecanica de
so6lidos y la mecanica de fluidos.
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NOTA

En general se tomara el
instante t, =0 como

instante de referencia.

1 Descripcion del
movimiento

1.1 Definicion de medio continuo

Se entiende por Medio Continno un conjunto infinito de particulas (que forman
parte, por ejemplo, de un soélido, de un fluido o de un gas) que va a ser
estudiado macroscopicamente, es decir, sin considerar las posibles
discontinuidades existentes en el nivel microscopico (nivel atémico o
molecular). En consecuencia, se admite que no hay discontinuidades entre las
particulas y que la descripcién matematica de este medio y de sus propiedades
se puede realizar mediante funciones continuas.

1.2 Ecuaciones del movimiento

La descripcion mas elemental del movimiento del Medio Continuo puede
llevarse a cabo mediante funciones matematicas que describan la posiciéon de
cada particula a lo largo del tiempo. En general, se requiere que éstas
funciones y sus derivadas sean continuas.

Se supone que el medio continuo esta formado por infinitas particulas (puntos
materiales) que ocupan diferentes posiciones del espacio fisico durante su
movimiento a lo largo del tiempo (ver Figura 1-1). Se define como configuracion
del medio continuo en el instante % que se denota por Q,, el lugar geométrico
de las posiciones que ocupan en el espacio los puntos materiales (particulas) del
medio continuo en dicho instante.

Definiciones:
Punto espacial: Punto fijo en el espacio.

Punto material: Una particula. Puede ocupar distintos puntos espaciales
en su movimiento a lo largo del tiempo.

Confignracion: Lugar geométrico de las posiciones que ocupan en el
espacio las particulas del medio continuo para un cierto instante t.

A un cierto instante ¢t =¢, del intervalo de tiempo de interés se le denomina
instante de referencia y a la configuracion en dicho instante Q, se la denomina
configuracion zuicial, material o de referencia.
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NOTACION

Se utilizaran
indistintamente las

notaciones (X,Y,Z7)
v (X,,X,,X,) para

designar al sistema de
coordenadas
cartesianas.

NOTACION

En el resto de este
texto se utilizard la
notacién de Einstein o de
indices  repetidos.  Toda
repeticion de un indice en un
mismo monomio de una
expresion algebraica supone
el sumatorio respecto a dicho
indjce. Ejemplos:

i=3 R not R
ZXiei =Xe,
i=
k=3

not

Z aby =a;by

i=3 j=3 not
Z Zaijbij =a;b,
i= j:

NOTACION

Se distingue aqui entre
el vector (ente fisico)
X ysu vector de
componentes [X] .
Frecuentemente se
obviari esta distincion

NOTACION

Siempre que sea
posible, se denotara
con letras mayusculas a
las variables que se
refieran a la
configuracion de
referencia Q, ycon

letras minusculas a las
variables referidas a la
configuracion actual

Q

t

1 Descripcion del movimiento

Consideremos ahora el sistema de coordenadas cartesianas (X,Y,Z) de la
Figura 1-1 y la correspondiente base ortonormal (e,,€,,6;). En la
configuracién de referencia Q, el vector de posiciéon X de una particula que
ocupa un punto P en el espacio (en el instante de referencia) viene dado por:

X=X +X,e, + X,&, = X,¢ (1.1)

=]

X7

Q o — Configuracién de referencia
t, — Instante de referencia
Qt — Configuracion actual

t — Instante actual

Figura 1-1 — Configuraciones del medio continuo

donde a las componentes (X,,X,,X;) se las denomina cwordenadas materiales
(de la particula).

i

[x]=0x, 0

v, H

En la configuracion actual Q,, la particula situada originalmente en el punto

def
= coordenadas materiales

(1.2)

material P (ver Figura 1-1) ocupa el punto espacial P' y su vector de posicion
x viene dado por:

X=xe tx,e, +tx;e; =xe,

(1.3)

donde a (x,,x,,x;) se las denomina coordenadas espaciales de la particula en el
instante de tiempo ¢.

Ox, O

00

[x]=0x.0

o H

def
= coordenadas espaciales

(1.4)
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1 Descripcion del movimiento 3

NOTACION

Con un cierto abuso de
la notacién se va a
confundir
frecuentemente la
funcién con su imagen.
Asi las ecuaciones de
movimiento se
escribiran a menudo
como x =x(X,1)V
sus inversas como

X =X(x,1)-

El movimiento de las particulas del medio continuo puede describirse ahora
por la evolucién de sus coordenadas espaciales (o de su vector de posicion) a lo
largo del tiempo. Matematicamente esto requiere conocer una funciéon que para
cada particula (identificada por una efigueta) proporcione sus coordenadas
espaciales x; (o su vector de posicion espacial X) en los sucesivos instantes de
tiempo. Como etiqueta que caracteriza univocamente a cada particula pueden
elegirse sus coordenadas materiales X, obteniéndose las ecuaciones del movimiento:

x=¢ (particula,r)=0(X,1) = x(X.1) (1.5)
X =¢i(X1’X2’X3’t) iD{1,2,3}

que proporcionan las coordenadas espaciales en funcion de las materiales, y las
ecuaciones del movimiento inversas:

X =07 (x.1) = X(x1)

(1.0
X, :(I)i_l (xl,xz,x3,t) iD{1,2,3}
que proporcionan las coordenadas materiales en funcién de las espaciales.
Observacion 1-1 I

Hay diferentes alternativas para elegir la etiqueta que caracteriza una
particula, aunque la opcion de tomar sus coordenadas materiales es la
mas comun. Cuando las ecuaciones del movimiento vienen dadas en
funcién de las coordenadas materiales como etiqueta (como en la
ecuacion (1.5)), se hablara de las ecuaciones de mwoviniento en forma candnica.

Existen ciertas restricciones matematicas para garantizar la existencia de ¢ y de

-1 , . . Y . . .
¢~ asi como su correcto significado fisico. Estas restricciones son:

. (I)(X,O)=X puesto que, por definiciéon, X es el vector de posicion en el
instante de referencia t =0 (condicién de consistencia).

e ¢ 0C'(lafuncién ¢ es continua y con derivadas continuas en cada punto
e instante).

* ¢ es biunivoca (para garantizar que dos particulas no ocupan

simultaneamente el mismo punto del espacio y que una particula no ocupa
simultaneamente dos puntos distintos del espacio).

not
* ElJacobiano de la transformacion J = deté’%D = % >0.

La interpretacion fisica de esta condicion (que se estudiara mas adelante) es que
todo volumen diferencial ha de ser siempre positivo, o utilizando el principio de
conservacion de la masa (que se vera mas adelante), la densidad de las particulas ha
de ser siempre positiva.
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1 Descripcion del movimiento

RECORDATORIO

Se define el operador
de dos indices Delta de

not
Kronecker = éij

como:

0 izj
i=j

El tensor unidad 1 de

segundo orden se
define entonces como

[1]1‘1 =9,

d. =

y

Observacion 1-2

En el instante de referencia =0 resulta X(X,IXFO =X. En
x=X, y=Y%,
movimiento en el instante de referencia y el Jacobiano en dicho
instante resulta ser:

consecuencia z=Z son las ecuaciones del

L[ 0602 | _ g 0% EL s 12 e
J(X,0) = deGo det[5, | = det1=1

“|a(xrz)|

Observacion 1-3

La expresion x =¢(X,z), particularizada para un valor fijo de las
coordenadas materiales X, proporciona la ecuacion de la frayectoria de
la particula (ver Figura 1-2).

Figura 1-2 — Trayectoria de una particula

Ejemplo 1-1 — La descripcion espacial del movimiento de un medio continno viene dada

por:

k= X

-2t

Ok, = X, e*
x(X,t) =[x, =X, e
@3 =5X,t+X, e @:SXHZeZ’

E%}:Y@

Obtener las ecuaciones del movimiento inversas.

El determinante del Jacobiano resulta:

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



1 Descripcion del movimiento 5

Ox, Ox, Ox,
ox, 0X, 0X;| [, o o
J _| Ox; |= Ox, Ox, O0x, =0 &% 0l|=eX#0
ox;| |ox, ax, ax, s 0 o
Ox; Ox; Ox, €
0X, 0X, 04X,

La condicién suficiente (aunque no necesaria) para que la funcién x = (X, 7)
sea biunfvoca (que exista la inversa) es que el determinante del Jacobiano de la
funcién no sea nulo. Ademas puesto que el Jacobiano es positivo, el
movimiento tiene sentido fisico. Por lo tanto, la inversa de la descripcion
espacial dada existe y viene dada por:

AT
X=0¢"(x,r) = oX, 0= xzem 0
BX3 H H@eit —5txle_4tH

NOTA

La literatura sobre el
tema suele referirse
también a la
descripcién material
como descripcion
lagrangeana .

NOTA

Suele denominarse
también a la
descripciéon espacial
como descripcion
enleriana.

1.3 Descripciones del movimiento

La descripcion matematica de las propiedades de las particulas del medio
continuo puede hacerse mediante dos formas alternativas: la descripcion
material (generalmente utilizada en Mecanica de Sélidos) y la descripcion espacial
(utilizada generalmente en Mecanica de Fluidos). Ambas descripciones se
diferencian esencialmente por el tipo de argumento (coordenadas materiales o
coordenadas espaciales) que aparece en las funciones matematicas que
describen las propiedades del medio continuo.

1.3.1 Descripcion material

En la descripcion material se describe cierta propiedad (por ejemplo la
densidad p) mediante cierta funcién p(s,7): R* xR* — R* donde el argumento
(*)en 5(',t) son las coordenadas materiales. Es decir:

p:ﬁ(X,t)=ﬁ(X1,X2,X3,t) (1.7)

Obsérvese que si se fijan los tres argumentos X =(X,, X5, X;) de la ecuacion
(1.7) se esta siguiendo a una particula determinada (ver Figura 1-3a), de ahi
proviene la denominacion de descripcion material

1.3.2 Descripcion espacial
En la descripcion espacial la atenciéon se centra en un punto del espacio. Se
describe la propiedad como una funcién p(s,):R* xR* - R* del punto del
espacio y del tiempo:

p=p(x.1)=p(x. x,.%;.7) (1.8)
de tal forma que al asignar un cierto valor al argumento x en P =p(x,t) se
obtiene la evolucion de la densidad para las distintas particulas que van pasando
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1 Descripcion del movimiento

por dicho punto del espacio a lo largo del tiempo (ver Figura 1-3b). Por otro
lado, al fijar el argumento tiempo en la ecuacién (1.8) se obtiene una
distribucién instantanea (como una fofografia) de la propiedad en el espacio. Es
evidente que las ecuaciones del movimiento directas e inversas permiten pasar
de una descripcion a otra de la forma:

p(x.r)= p(x(X.1).1)= p(X.1)

p(X,1)=p(X(x.1),1) = p(x,) (9

a) b)

X, X

Figura 1-3— Descripcion material y espacial de una propiedad

Ejemplo 1-2 — Sean las siguzentes ecuaciones del movimiento:

(k=X-Y¢
x =x(X,7)= H=xi+y
H=-xt+z
Obtener la descripcion espacial de la propiedad descrita materialmente mediante
B(rz)XtHZ
+1

Las ecuaciones del movimiento estan dadas en forma canonica, ya que en la
Oe=X
L . . |
configuracién de referencia Q, se obtiene: x = X(X,0)=y =Y

H=z

o o o
3 oxX adY odZ| |1 -t 0
El]acobianoresulta:]zi=a—y L2 O_y:t 1 0=1+¢*#0
il |ox oy oz
0 o 0| |1 01
oxX o0Y o0dZ

y las ecuaciones del movimiento inversas estan dadas por:
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] _xtyt
EX 1+
X(x,1) = %’ =2 _);t
o 1+¢
Elzzz+zt2 +xt + yt?
O 1+¢2
Si ahora se considera la descripcion material de la propiedad

_ X+Y+Z7Z . .., . .

p(xvzi)= e es posible hallar su descripcion espacial sustituyendo en
+1

ella las ecuaciones del movimiento inversas. Es decit:

2 2
5(XKZt)EX+yt+Zizz+)zzt T =p (ki)
t

1.4 Derivadas temporales: local, material,
convectiva

La consideraciéon de las distintas descripciones (material y espacial) de las
propiedades del medio continuo lleva a diversas definiciones de las derivadas
temporales de dichas propiedades. Consideremos una cierta propiedad y sus
descripciones material y espacial:

F(X,7)=y(x,) (1.10)

donde el paso de la descripcion espacial a la material y viceversa se hace a
través de las ecuaciones del movimiento (1.5) y (1.6).

Definiciones:

Derivada local. 1.a variacion de la propiedad respecto al tiempo en un
punto fijo del espacio. Si se dispone de la descripeion espacial de la
propiedad, y(x,#), dicha derivada local puede escribirse

NOTACION

. 0(e,1)
La notacion =2~ se matematicamente como:

ot
entiende en el sentido ) ot gy (X, )
clasico de derivada derivada local = a—t’
parcial respecto a la
variable ¢. Derivada material 1a variacion de la propiedad respecto al tiempo

siguiendo una particula (punto material) especifica del medio
continuo. Si se dispone de la descripcion material de la propiedad,
IN(X,?), dicha derivada material puede desctibirse matematicamente

Ccomo:

not
derivada material = 4 r= m
dt ot
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En la literatura se
utiliza frecuentemente

D(e)

Dt

).
dt

la notacién como

alternativa a

1 Descripcion del movimiento

NOTACION

Se considera aqui la
forma simbdlica del

operador Nabla espacial
d
U=—oz¢,
Ox,

Sin embargo, si se parte de la descripcion espacial de la propiedad y(x,7) y se
consideran implicitas en la misma las ecuaciones del movimiento:

y(x,0) = y(x(X,1),0) =T (X,1) (1.11)

puede obtenerse la derivada material (siguiendo a una particula) a partir de la
descripcion espacial, como:

not
derivada material = y(x(X,2) )= or(x.r) (1.12)
dt ot
Desarrollando la ecuacion (1.12) se obtiene:
dy(x(X,t)e) _ dy(x,0) , Oy Ox, _oy(x.1) , 9y Ox .13
dt ot Ox, Ot ot ox 01
v(X,t)

donde se ha considerado la definicion de la velocidad como la derivada
respecto al tiempo de las ecuaciones de movimiento (1.5),
ox(X, 1)
ot

La obtencioén de la derivada material a partir de la descripcion espacial puede
generalizarse para cualquier propiedad X (X,#) (de caracter escalar, vectorial o

= V(X(x,1),£) = V(X, £) (1.14)

tensorial):
dax (x,t ox (x,t¢
# = % + v(x,1) X (x,2) (1.15)
—
derivada material derivada local derivada convectiva

Observacion 1-4

La ecuacion (1.15) define implicitamente la derivada convectiva v DD(°)
como la diferencia entre las derivadas material y local de la propiedad.
El término conveccion se aplica en Mecanica de Medios Continuos a
fenémenos relacionados con el transporte de masa (o de particulas).

Obsérvese que si no hay conveccion (v =0) la derivada convectiva
desaparece y las derivadas local y material coinciden.

Ejemplo 1-3 — Dada la siguiente ecuacion del movimiento

=X +Yt+ 2t
=y +22
H=z+3x

'y la descripcion espacial de nna propiedad — p(x,t)=3x +2y +3t, caleular su derivada

material,

La descripcion material de la propiedad se obtiene reemplazando las
ecuaciones del movimiento en la expresion espacial:

p(xY.Ze)=3(X + i+ 7t)+2(Y +221)+ 3t =3X +3Yt + 772t +2Y + 3¢
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1 Descripcion del movimiento 9

La derivada material puede obtenerse en primera instancia como la derivada
respecto al tiempo en la descripciéon material, es decir:

9 - 3Y+7Z+3

0t
Otra alternativa para el calculo de la derivada material es utilizar el concepto de
derivada material de la descripcion espacial de la propiedad:

@ =] a_p +v |:|]:|p
dt ot
‘;—p =3 v =2—’;=(Y+Z,22,3X)T Op={3.23"
t
Reemplazando en la expresion del operador derivada material se tiene:
34 Y+7Z
dt

Obsérvese que las expresiones de la derivada material de la propiedad

obtenidas a partir de la descripcién material, a—p , 0 de la descripcion espacial,
t

a , coinciden.
dt

1.5 Velocidad y aceleracion

Definicion:

Velocidad Detivada temporal de las ecuaciones del movimiento.

La descripcion material de la velocidad viene dada, en consecuencia, por:

V(X,t)=—ang’t)
1.16
\Y (X,t)=w i0{1,2,3} (119

y si se dispone de las ecuaciones inversas del movimientoX=¢7"(x,7) es
posible obtener la descripcion espacial de la velocidad como:

v(x,7) = V(X(x,1),1) (1.17)

Definicion:

Aceleracion: Derivada material del campo de velocidades.

Si se tiene la velocidad descrita en forma material, se puede hallar la
descripciéon material de la aceleraciéon como:
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A(X t): GV(X,t)
, avat(x ) (1.18)
Ai(X’t):ia—t’t

y a través de las ecuaciones inversas del movimiento X =¢ ' (X,t), se puede
pasar a la descripcion espacial a(x,t)=A(X(X,t),t). Como alternativa, si se
dispone de la descripcion espacial de la velocidad, puede obtenerse
directamente la descripcion espacial de la aceleracién aplicando la ecuacion
(1.15) para obtener la derivada material de V(x,t):

alx,7)= dvc(l’t‘”) = av((;,t) +v(x,)Mv(x.1) (1.19)

Ejemplo 1-4 — Considérese un solido, ver Figura 14, que gira con velocidad angular ®
constante y que tiene como ecuacion del movimiento:

[k =R sin (001 + (p)
%y =R cos(oot + (p)
Hallar la velocidad y la aceleracion del movimiento descritas en forma material y espacial.

\J

Figura 1-4 X
Las ecuaciones del movimiento pueden reescribirse como:

x = R sin(wr + @) = R sin(wr)cos @+ R cos(0or) sin@
V=R cos(oot + (p) =R cos(oot)cos ®—R sin(wt)sin(p
OX =R sin®

y, ya que para =00 , las formas canonicas de la ecuacion del
=R cosQ

movimiento y de su inversa quedan:

Or= X cos(wr)+Y sin(lar)  OY =x cos(wr)-y sin(ox)
0 _ . _ .
H=-x sin(wr)+¥ cosler) O =x sin(wx)+y cos(w)

a.1) Velocidad en descripcion material

aX(X, t) g/x = a_x =-X (A)Sin(Q)t) +Y (A)COS(Q)t)

V(X,1)= =H o
ot H/ _Oy _ -
v -X oocos(oot)— Y(oszn((ot)
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1 Descripcion del movimiento 11

a.2) Velocidad en descripcion espacial

Sustituyendo los valores xe ydados en la forma canodnica vista anteriormente,
es posible obtener la forma espacial de la velocidad como:

]
x T T O wyd
vix)=g 0=0 2o

_Oy__ .0 Owxp

b.1) Aceleracion en descripcion material:

A(X,1)=

[Ov

Y _ye? - YW’ si

0o - Xw? cos(wr) = Y0s® sin(or) D;(Cos( )+ Ysin(wr) O
E?Vy D—Xsm((x)t)"' Ycos((ot)g
Ho

A(X,7)=

= X’ sin((ot) - Yo cos((ot)

oo™

b.2) Aceleracion en descripcion espacial:

Sustituyendo las ecuaciones del movimiento inversas en la ecuacién anterior:

“regs

S y@

a(x, )A@@gg

Esta misma expresion podria ser obtenida si se considera la expresion de la
velocidad v(x,t) y la expresion de la derivada material en (1.15):

a(x,r) = dv{x.1) = an);,t) +v(x,r)Mv(x,7)=

dt
mg
=28 2Bl ~wldyt -
By H
() 2 (-ear)3
:%%[@y —mx];?%z( 0 = E—wxﬁ
wy) — (- )0 &wyﬁ
) 0y g

Obsérvese que el resultado obtenido por los dos procedimientos es idéntico.
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1.6 Estacionariedad

Definicion:

Una propiedad es estacionaria cuando su descripcion espacial no
depende del tiempo.

De acuerdo con la definicién anterior y con el concepto de derivada local, toda
propiedad estacionaria tiene su derivada local nula. Por ejemplo, si la velocidad
para un cierto movimiento es estacionaria, puede ser descrita espacialmente
como:

vix,1)=v(x) - ovler) (1.20)

Observacion 1-5

La independencia del tiempo de la descripcion espacial
(estacionariedad) supone que para un mismo punto del espacio la
propiedad en cuestion no varia a lo largo del tiempo. Esto no implica
que, para una misma particula, la propiedad no varfe con el tiempo (la
descripcion material puede depender del tiempo). Por ejemplo, si la
velocidad v(x,t) es estacionatia

0 v(x.r)= v(x)=v(x(X,n)=V(X,1)

luego la descripcion material de la velocidad depende del tiempo. Para |
un caso de densidad estacionaria (ver Figura 1-5) ocurrird que para
dos particulas de etiquetas X, y X, que varfan su densidad a lo largo
del tiempo, al pasar por un mismo punto espacial X (en dos instantes
distintos ¢, y t,) tomaran el mismo valor de la densidad
(ﬁ(X1 ,tl) = ﬁ(X2 , tz) = p(x). Es decir, para un observador situado en
el exterior del medio, la densidad en el punto fijo del espacio x sera

siempre la misma

YA

\j

Figura 1-5— Movimiento con densidad estacionaria
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1 Descripcion del movimiento 13

Ejemplo 1-5 — En el Ejemplo 1-4 se tiene un campo de velocidades cuya

o . 0 wyd .
descripcion espacial es: v(x)=[ 0. Es decir, se trata de un caso en que la

O0-wWx
descripcion espacial de la velocidad no depende del tiempo y la velocidad es
estacionaria. Es evidente que esto no implica que la velocidad de las particulas
(que tienen un movimiento de rofacion uniforme respecto al origen, con velocidad
angular ) no dependa del tiempo (ver Figura 1-6). La direccion del vector
velocidad para una misma particula es tangente a su trayectoria circular y va
variando a lo largo del tiempo.

Figura 1-6

La aceleracién (derivada material de la velocidad) aparece por el cambio de la
direccion del vector velocidad de las particulas y es conocida como aceleracion
centripeta:

+ V(x) DDV(X) = V(XD] EIV(X)

1.7 Trayectoria

Definicion: I

Trayectoria: Lugar geométrico de las posiciones que ocupa una
7)) gar g s p q p
particula en el espacio a lo largo del tiempo.

La ecuacion paramétrica en funcioén del tiempo de una trayectoria se obtiene
particularizando las ecuaciones del movimiento para una determinada particula

(identificada por sus coordenadas materiales X, ver Figura 1-7):
x()=0(X.1) |

Dadas las ecuaciones del movimiento X =(|)(X,t), por cada punto del espacio

(1.21)

:X*

pasa una trayectoria caracterizada por el valor de la etiqueta (coordenadas
materiales) X. Las ecuaciones del movimiento definen entonces una familia de
curvas cuyos elementos son las trayectorias de las diversas particulas.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



14

1 Descripcion del movimiento

=]

» X
Figura 1-7 — Trayectoria de una particula

1.7.1 Ecuacion diferencial de las trayectorias

Dado el campo de velocidades en descripcion espacial V(X,t), es posible
obtener la familia de trayectorias planteando el sistema de ecuaciones
diferenciales que impone que, en cada punto del espacio X, el vector velocidad
sea la derivada respecto al tiempo de la ecuacién paramétrica de las trayectorias
dada por la ecuacion (1.21).

X0 = vx(0.)

Encontrar  X(#) =[] (1.22)
(¢ :
gjx&( )=y (x()r) i0{1,23)
La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (1.22)
dependera de tres constantes de integracion (C,,C,,C;):

X= G, Co)
o =9,(C,.C,.Cy.1) i0{1,2,3}

Las expresiones (1.23) constituyen una familia de curvas en el espacio
parametrizada por las constantes (C,,C,,C;). Asignando un valor

(1.23)

determinado a dichas constantes se obtiene un miembro de la familia que es la
trayectoria de una particula caracterizada por la etiqueta (C,,C,,C;).

Para obtener las ecuaciones en forma canoénica se impone la condiciéon de
consistencia en la configuracion de referencia:

x|, =X 0 X=@C,C,C,0) O C=xX) i0{123}  (1.24

y substituyendo en la ecuaciéon (1.23) se obtiene la forma candnica de la
ecuacion de las trayectorias:

x=¢(C,(X) €, (X). ¢ (x).1) = 6(X.1) (1.25)
Ejemplo 1-6 — Considérese el campo de velocidades del Ejemplo 1-5:
vix)=0 '8
- Wxp

Obtener la ecuacion de las trayectorias.
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Utilizando la expresion (1.22), se puede escribir:

2 = o

dX(t):V( t)D : dt x X5
dt [ﬁy(t)_ (x,7) = —cax
Ba 297

El sistema antetior de ecuaciones diferenciales es un sistema de vatiables
cruzadas. Si se deriva la segunda ecuacion y se substituye el resultado en la
primera se obtiene:

d’ylt dxlt ”
dfz( )- —w—ZE )- -3y ()0 ¥ 4edy =0

Ecuacion caracteristica: ¥* + =0

Soluciones caracteristicas: v, =i jU{1,2}
Solucion : y(t) = Parte Real {Cle'm + Cze_iW’} = C, cos(oxr )+ C, sin(ox)

@

La solucién para x(f) se obtiene a partir de —0x que resulta en

ldy
W dt

, obteniéndose asi:

Ebc(C1 ) Cz,t)= C, sin(oot)— C, cos(oot)
(€1, Ca0t)= € cos(ear) + C, sin(or)
Las anteriores ecuaciones proporcionan las expresiones de las trayectorias en
forma no candnica. La forma candnica se obtiene considerando la condicion
inicial:
x(c,.c,,0)=X
es decir:
ox(C,.C,.0)=-C, =X
(C.c0=c=Y
Asi, las ecuaciones del movimiento, o ecuaciéon de las trayectorias, en forma
candnica son:
k=Y sin(oot)+X cos(oot)
Ey =Y cos(oot)—X sin(oot)

NOTA

Dado un campo
vectorial se definen sus
envolventes como la
familia de curvas cuyo
vector tangente, en
cada punto, coincide
en direccion y sentido
con el correspondiente
vector de dicho campo
vectorial.

1.8 Linea de corriente

Definicion: I

Lineas de corrente: Aquella familia de curvas que, para cada instante de
tiempo, son las envolventes del campo de velocidades.

De acuerdo con su definicion, la tangente en cada punto de una linea de
corriente tiene la misma direccién y sentido (aunque no necesariamente la
misma magnitud) que el vector de velocidad en dicho punto del espacio.
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NOTA

Se supone que el valor
del parametro ) se

elige de tal forma que
en cada punto x del

dx(A)
d)

solamente tiene la
direccion del vector

V(X, t) sino que

espacio,

coincide con el mismo.

tiempo - £,

tiempo - £,

o

“ Y

X

Figura 1-8— Lineas de corriente

Observacion 1-6 I

En el caso mas general el campo de velocidades (descripcion espacial)
sera distinto para cada instante de tiempo (v = v(x,?)). Cabra hablar,

en consecuencia, de una familia distinta de lineas de corriente para
cada instante de tiempo (ver Figura 1-8).

1.8.1 Ecuacion diferencial de las lineas de corriente

Considérese un instante de tiempo dado ¢ y la descripcién espacial del campo
de velocidades en dicho instante v(x,z"). Sea x(A) la ecuacién de una linea de

corriente parametrizada en funcién de un cierto parametro A. El vector
tangente a la linea de corriente queda definido, para cada valor de A por

dx(M\)

y la condicién de tangencia del campo de velocidades puede escribirse

CcoOmo:

%”’:f% = v(x(A).r")

[
2y o) 0023

La ecuaciones (1.26) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales de

Encontrar x(A):= (1.26)

. ., . . * ,
primer orden cuya solucion para cada instante de tiempo ¢ , que dependera de
tres constantes de integracion (C,,C,,C;), proporciona la expresion
paramétrica de las lineas de corriente:

%mp(c;,cg,c;,x,t*)

‘C.C. * 1.27
@Ci :(pi(C19C29C3,}\,t ) ( )

i0{1,2,3}
Cada tripleta de constantes de integraciéon (C,,C,,C;) identifica una linea de
corriente cuyos puntos se obtienen a su vez asignando valores al parametro A.

. . * . .y ,
Para cada instante de tiempo ¢ se obtiene una nueva familia de lineas de
cortiente.
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Observacion 1-7

Si se tiene un campo de velocidades estacionario (U v(x,?) Ev(Xx)),

las trayectorias y lineas de corviente coinciden. La justificacion de este hecho
se puede hacer desde dos 6pticas distintas:

* La no aparicién del tiempo en el campo de velocidades en las |
ecuaciones (1.22) y (1.26) motiva que las ecuaciones diferenciales
que definen las trayectorias y las que definen las lineas de
corriente solo difieran en la denomunacion del parametro de
integracién (o A tespectivamente). La soluciéon de ambos
sistemas debe ser, por consiguiente, la misma salvo por el nombre
del parametro utilizado en los dos tipos de curvas.

*  Desde un punto de vista mas fisico: a) Si el campo de velocidades
es estacionario sus envolventes (las lineas de corriente) no varfan
con el tiempo; b) una determinada particula recorre el espacio
manteniendo su trayectoria en la direccion tangente al campo de
velocidades que va encontrando a lo largo del tiempo; c) por
consiguiente, si una trayectoria empieza en un punto de cierta
linea de corriente, se mantiene sobre la misma a lo largo del
tiempo.

1.9 Tubo de Corriente

Definicion:

Tubo de corriente: Superficie constituida por un haz de lineas de
corriente que pasan por los puntos de una linea cerrada, fija en el
espacio y que 7o constituye una linea de corriente.

En casos no estacionarios, aunque la linea cerrada no varia, el tubo de corriente
y las lineas de corriente si lo hacen. Por el contrario, para el caso estacionario el
tubo de corriente permanece fijo en el espacio a lo largo del tiempo.

1.9.1 Ecuacion del tubo de corriente
Las lineas de corriente constituyen una familia de curvas del tipo:
x=£(C,,C,,C;, A1) (1.28)

El problema consiste en determinar para cada instante de tiempo, qué curvas
de la familia de curvas de las lineas de corriente pasan por una linea cerrada y
fija en el espacio I', cuya expresion matematica parametrizada en funcién de

un parametro s es:

r= x=gls) (1.29)
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Para ello se impone la condiciéon de pertenencia de un mismo punto a las dos

curvas, en términos de los pardametros A" y s :
ols*)=t(c,.c,.cn 1) (130)
Con lo cual se obtiene un sistema de tres ecuaciones del cual se puede despejar,
por ejemplo, s°,A",C;, esto es:
s =s*(C1,C2,t)
N =X(C,,C,.1) (1.31)
c, =G5(c,,C,,1)
Sustituyendo (1.31) en (1.30) se obtiene:
x =£(C,,C,.C,(C.C,.t) A (€. Gy 1)) =h(C,, €, 1) (1.32)

que constituye la expresion parametrizada (en funcién de los parametros
C,,C,) del tubo de corriente, para cada instante ¢ (ver Figura 1-9).

X Figura 1-9 — Tubo de Corriente

1.10 Linea de traza

Definicion:

Linea de traza, relativa a un punto fijo en el espacio x" denominado
punto de vertido y a un intervalo de tiempo denominado #empo de vertido
tist;], es el lugar geométrico de las posiciones que ocupan en un

instante ¢, todas las particulas que han pasado por x en un instante
1O [, e]n .t , )

La anterior definicién corresponde al concepto fisico de la linea de color (traza)
que se observarfa en el medio en el instante ¢, si se vertiese un colorante en el

punto de vertido x" durante el intervalo de tiempo [¢,, ¢ +1(ver Figura 1-10).
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(x*,y*,z*) punto de vertido

Figura 1-10 — Linea de traza

1.10.1 Ecuacioén de la linea de traza

Para determinar la ecuacién de la linea de traza es necesario identificar las
particulas que pasan por el punto x  en los correspondientes instantes T.
Partiendo de las ecuaciones del movimiento dadas por (1.5) y (1.6) se trata de
determinar cual es la etiqueta de la particula que en el instante de tiempo T
pasa por el punto de vertido. Para ello se plantea:

x = X(X,T) =

O x=1f{t 1.33
=x(X7) 01230 (v (1.33)

Sustituyendo (1.33) en las ecuaciones del movimiento (1.5) se obtiene:
x=¢ (f@)) =gy 0[]0 [e)] (1.34)

La expresion (1.34) constituye, para cada instante £, la expresiéon paramétrica
(en términos del parametro T) de un segmento curvilineo en el espacio que es
la linea de traza en dicho instante.

Ejemplo 1-7 — Sea un movimiento definido por las signientes ecuaciones del movimiento:
x=(X+Y)t2 + X cost
y =(X + Y)cost -X
Obtener la ecnacion de la linea de traza asociada al punto de vertido x* =(0,1) para el
periodo de vertido [t ,+o).

Las coordenadas materiales de la particula que han pasado por el punto de
vertido en el instante T estan dadas por:

o -¢
0={X+Y)? +Xcos T ED EK_TZ +cOST
1Hx+Y)cos T-X [ 5 T +cosT

" T 4cosT

Por lo tanto la etiqueta de las particulas que han pasado por el punto de vertido
desde el instante de inicio de vertido #, hasta el instante actual ¢ queda

definida por:
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=2 O
T2+COSZTH EI[ ] [ 04_[ ]
, 0O 0.t n|t,, = ¢,
_ T +cosT []
T +cos’ T B
De aqui substituyendo en las ecuaciones del movimiento se obtienen las
ecuaciones de la linea de traza:

s

0  costT -1
Hx—Tz_'_ 2Tt +T2+ 2Tcost
_ _ cos cos
x=g(t.)= [ . t0[t,,1]
Ey S
1> +cos’ T 1> +cos’ T
Observacion 1-8 I

En un problema estacionario las lineas de traza son segmentos de las
trayectorias (o de las lineas de corriente). La justificacion se basa en el
hecho de que en el caso estacionario la trayectoria sigue la envolvente
del campo de velocidades que permanece constante con el tiempo. Si

se considera un punto de vertido, X , todas las particulas que pasan
por él seguiran porciones (segmentos) de la misma trayectoria.

1.11 Superficie material

Definicion:

Superficie material Superficie moévil en el espacio constituida siempre
por las mismas particulas (puntos materiales).

En la configuraciéon de referencia Q, la superficie %, podra definirse en
términos de una funcion de las coordenadas materiales F(X,Y,Z) como:

5, ={X.Y,Z | F(xv.z)=0} (1.35)

Observacion 1-9

La funcién F(X,Y,Z) no depende del tiempo, lo que garantiza que

las particulas, identificadas por su etiqueta, que cumplen la ecuacion
F(X,Y,Z)=0 son siempre las mismas de acuerdo con la definicion

de superficie material.
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ozz{X |F(X’Y’Z)=(}

={x | lerzi)=¢

Figura 1-11 — Superficie material

La descripcion espacial de la superficie se obtendra a partir de la descripcion
espacial de F(X(x,7) = f(x,y,z,t):

S,o={xpz | floy.z1)=0} (1.36)

Observacion 1-10

La funcién f(x,y,z,t) depende explicitamente del tiempo, lo que

establece que los puntos del espacio que estaran sobre la superficie varfan
con el tiempo. Esta dependencia del tiempo de la descripcion espacial
de la superficie, le confiere su caracter de superficie movil en el
espacio (ver Figura 1-11).

Observacion 1-11

Condicion necesaria y suficiente para que una superficie mévil en el
espacio, definida implicitamente por una funciéon f(x, y,z,¢) =0, sea
material (esté constituida siempre por las mismas particulas) es gue a
derivada material de f(x,y,z,t) sea nula:

M:al+vDDf:0 Ox0OX, Ot
dt ot

La condicion es nmecesaria puesto que si la superficie es material, su
descripcion material no depende del tiempo (F = F (X)) y por
consiguiente, su descripcion espacial tiene derivada material nula. La
condicion de suficiencia se fundamenta en que, si la derivada material
de f(x,t)es nula, la correspondiente descripciéon material no
depende del tiempo (F' = F(X)) y por consiguiente, el conjunto de
particulas (identificadas por su coordenadas materiales) que cumplen
la condicion F(X) =0 es siempre el mismo.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



22

1 Descripcion del movimiento

Ejemplo 1-8 — En la teorfa de oleaje se impone la condicién de que la
superficie libre del fluido que esta en contacto con la atmodsfera sea una
superficie material. Es decir, esta restriccion supone que la superficie libre esta
formada siempre por las mismas particulas (hipotesis razonable sobre todo en
aguas profundas).

Si se supone que z =n(x,y,t) define la altura de la superficie del mar respecto
a un nivel de referencia, la superficie libre del agua vendra definida por:

~— f(x’y’z’t)EZ_n(xayat)zo'

—

A, y superﬁcle libre
e A, 1’\’ Ay

A,

X ) Z:I](x,y,t) =cota
de la superficie libre
Figura 1-12
.., df )
La condicion E =0 se escribe como:
o __on
ot ot
O O
Dal O
0o O
0of O of of of
[y = - =v,—+v —+v =
v f [Vk v, VZ]an S anx v, 3 Vzaz
Dal O
Ha: o

°‘|

~
i<

2|
N

dt at y

d d 0
v, =—n+vx—n+vy—n
ot Ox oy
Es decir, la condiciéon de superficie material se traduce en una condicién sobre
la componente vertical del campo de velocidades.

1.12 Superficie de control

Definicion:

Superficie de control Una superficie fija en el espacio.

Su descripcion matematica viene dada por:
s={x | flxy.z)=0 (1.37)
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NOTA

Se entiende la funcién

F(X) definida de tal
forma que F(X)<0

corresponde a puntos
del interior de v,

Es evidente que una superficie de control es atravesada por las distintas
particulas del medio continuo a lo largo del tiempo (ver Figura 1-13)

Figura 1-13 — Superficie de control

1.13 Volumen material

Definicion:

Volumen material. Es un volumen limitado por una superficie material
cerrada.

La descripciéon matematica del volumen material V' (ver Figura 1-14) viene dada
por:
v,={X | F(X)=0 (1.38)

en la descripcién material, y por:
v,={x | flxr)<q (1.39)

en la descripcion espacial, siendo F(X) = f (X(X,t),t) la funcién que describe la
superficie material que lo encierra.

Observacion 1-12

Un volumen material esta constituido siempre por las mismas
particulas. La justificacion se hace por reducciéon al absurdo: si una
cierta particula pudiese entrar o salir del volumen material, se
incorporarfa en su movimiento a la superficie material (al menos por
un instante de tiempo). Esto serfa contrario al hecho de que la
superficie, por ser material, estd formada siempre por las mismas
particulas.
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NOTA

Se entiende la funcién

f(x) definida de tal
forma que f(x)<0

corresponde a puntos
del interior de 7

Figura 1-14— Volumen material

1.14 Volumen de control

Definicion:
Volumen de control Conjunto de puntos del espacio situados en el
interior de una superficie de control cerrada.

Se trata de un volumen fijo en el espacio que es atravesado por las particulas
del medio durante su movimiento. Su descripcién matematica es:

(1.40)

Figura 1-15 — Volumen de control
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2 Descripcion de la
deformacion

2.1 Introduccion

Definicion

Deformacion: en el contexto mas general, el concepto deformacion se
refiere al estudio no ya del movimiento absoluto de las particulas tal
como se hizo en el capitulo 1, sino del movimiento relativo con respecto
a una particula determinada, de las particulas situadas en un entorno

diferencial de aquella.

2.2 Tensor gradiente de deformacion

Consideremos en el medio continuo en movimiento de la Figura 2-1 una
particula P en la configuracion de referencia Q,, y que ocupa el punto del

espacio P’ en la configuracién actual Q,, y una particula Q situada en un

entorno diferencial de P y cuyas posiciones relativa respecto a ésta en los
instante de referencia y actual vienen dadas por dX y dx respectivamente.

Sean

B(X.1) = x(X.1) @1

;= <(X1,X2,X3,t)=xi(Xl,XZ,X3,t) iD{1’2’3}

1 1

L L]
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NOTACION

2 Descripcion de la deformacion

Se considera aqui la
forma simbdlica del
operador Nabla material:

o=-2 ¢,
ax,
aplicada a la expresion
del producto tensorial o
abierto:
not

[a O], =[ab]ij =

=aibj

las ecuaciones del movimiento. Diferenciando (2.1) con respecto a las

coordenadas materiales X resulta:

Hix, S 9% gy 0023
i box,
Ecuacion fundamental 0 j
. - [ —
de la deformacion 0 E s
Hix = F X

La ecuacion (2.2) define el tensor gradiente material de la deformacion F(X,t):

not J—
Tensor gradiente material ér =x00

de la deformacion oF; :% i, jO0{1,2,3}

Las componentes explicitas del tensor F vienen dadas por:

Uox, Ox, Ox, U

0 ] X, ox, ax,h

[F] - [X 0 E] - %2 E%a 0 0 = [ﬁx2 6x2 6x2 E
X, 0X, X, Ele X, oxX,

B B- ) 0 m

[S—— —T pr3 X3 X3 [0

W X, ox, ox,f

2.2)

(2.3)

(2.4)

Observacion 2-1

la seccién 2.1

El tensor gradiente de la deformacion F(X,t) contiene la informacién del
movimiento relativo, a lo largo del tiempo ¢, de todas las particulas
materiales en el entorno diferencial de una dada, identificada por sus
coordenadas materiales X . En efecto, la ecuacion (2.2) proporciona
la evolucion del vector de posicion relativo dx en funcién de la
correspondiente posicion relativa dXen el instante de referencia. En
este sentido, si se conoce el valor de F(X,#) se dispone de la
informacién asociada al concepto general de deformacion definida en

2.2.1 Tensor gradiente de la deformacion inverso

Considerando ahora las ecuaciones de movimiento inversas:

=0 Xl

not

%Xi :¢;l(xl,x2,x3,t)—Xi(xl,xz,x3,t) iD{1’2’3}

y diferenciando (2.5) con respecto a las coordenadas espaciales x;, resulta:
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NOTACION

Se considera aqui la
forma simbdlica del

operador Nabla espacial
0 -
O=—aze;-
Ox;

Obsérvese la diferencia
de notacién entre dicho
operador espacial ([])
y el operador Nabla

material (7).

RECORDATORIO

Se define el operador

de dos indices Delta de

Kronecker 51‘]‘ como:

;= . Si. i‘: j.
NEE

El tensor unidad de 2°

orden ] viene definido

por: [1]U :éij.

X, =% dv, i, jO{12,3}

E J

O 1 (2.0)
. ij

BIX=F' Qix

Al tensor definido por al ecuacién (2.6) se le denomina tensor gradiente espacial
de la deformacion o tensor gradiente (material) de la deformacion inverso y viene

caracterizado por:
1 not
% =X00O

Tensor gradiente espacial

de la deformacion - Epfl :% i, j0{1,2,3} @7
SR
Las componentes explicitas del tensor F™' vienen dadas por:

DX, oX, X, [0

Sox, ax, on b

T80 s oo v, ar, axis
Flekoa=Geist O ol o 50 Y

% Ox, Oxy —0x, Ox, Ox,

ax, o

ox;

A
il

T X, 0X;
[D] Hox, ox,

Observacion 2-2

El tensor gradiente espacial de la deformacion, denotado en (2.6) y

. -1 . . .
(2.7) mediante F , es efectivamente el inverso del tensor gradiente
(material) de la deformacion F. La comprobacion es inmediata

puesto que:

. X . not
ox; 0. k:axl 5, O FOF =1
0X, Ox;, Ox;
—
Fik F-1

ki

X‘ X not
X, Oy X5 0 FiF=1

ox, 0X, ox, '

Ejemplo 2-1 — Para un determinado instante, el movimiento de un medio continno viene
definido por:

x, =X, —-4X, , x,=X,-A4X; , x;=-4AX, +4X, +X,.
Obtener el tensor gradiente material de la deformacion ¥(X) en dicho instante. A partir de
las ecuaciones de movimiento inversas obtener el tensor gradiente espacial de la deformacion

F ™' (x). Con los resultados obtenidos comprobar gue F [~ =1 .
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a) Tensor gradiente material de la deformacion:

0 X-ax, 0 5 -
F=x08=[dg" =8 x,-ax, G2, 2 %
o =2 o Ux,’ ax,” ax, g

B AX, + 4X, + X, H

01 0 -40

_O _ 0

=500 s

B4 4 18

b) Ecuaciones de movimiento inversas: De la inversién algebraica de las ecuaciones
de movimiento se obtiene:

Ox, =1+ 4%)x, —A4* x, + Ax,
X(x,t) =X, =A% x, +(1- 4%)x, + Ax,
§X3 =Ax, —Ax, +x,
¢) Tensor gradiente espacial de la deformacion:
1+ A4%)x, — A% x, + Ax; O

; 009 0 o0
F1:XD|:|E[X]¢D]T:DA2x1+(1—A2)x2+Ax3DE%¢, —, = [F
O Ax — Ax. + 0% Ox, Ox[
B X1 Xy T X3 §
O+4> -4 40
:BA2 1-4° AE
H 4 -4 1f
d) Comprobacion:
0l 0 —-AgO+4> -4> 40 0 0 o[
—1=|:| _ 0 2 _ 42 D— |:|=
FE' =00 1 —AdR a2 -4 ag=lh 1 ok
B4 4 18H 4 -4 1H ® 0 18
2.3 Desplazamientos
Definicion: I

Desplazamiento: diferencia entre los vectores de posicion de una misma
particula en las configuraciones actual y de referencia.

El desplazamiento de una particula P en un instante determinado viene
definido por el vector u que une los puntos del espacio P (posicion inicial) y
P' (posicién en el instante actual ¢) de la particula (ver Figura 2-2). El
desplazamiento de todas las particulas del medio continuo define el cmpo
vectorial de desplazamientos que, como toda propiedad del medio continuo, podra
describirse en forma material U(X,?) o espacial, u(x,?):

(X, 1) =x(X,n))—-X

(X,)=x,X,H)-X,  i0{1,2,3} 29)

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



2 Descripcion de la deformacion 29

tu(x, 1) =x — X(x,1)

Et}ti(x, =x;, - X,;(x,1) i0{1,2,3} (2.10)

Figura 2-2 — Desplazamientos

2.3.1 Tensores gradiente material y espacial de los
desplazamientos

La derivacién del vector desplazamiento U, en la ecuacion (2.9) con respecto a

las coordenadas materiales lleva a:

U, _0x, _0X, _, _s ¥
ox, ox, ox, ' 7 77 (2.11)
FE, 3

ij ij

que define el zensor gradiente material de los desplazamientos como:

. def _—
Tensor gradiente E‘(X H=UX,H)00O=F-1
materialde los - [J U, (2.12)
desplazamientos %J?f X . X =Fy =8y 1 j023
Eijl =Y, —dX; =J;dX; i,j0{23}
0 ax, (2.13)

Hiu =3 wx
De forma similar, diferenciando la expresion de u, en la ecuacion (2.10), con

respecto a las coordenadas espaciales se obtiene:

Ou, _0Ox;, 0X, difj
Ox & f‘,, ! (2.14)
5 F

y y
que define el Zensor gradiente espacial de los desplazamientos como:

L= -

Tensor gradiente é(x, ) dezf ux,)00=1-F"
espacialdelos - [J du, (2.15)

_ _ _ —1 ..
desplazamientos %’!‘f _K O; —Fy 5023}
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NOTACION

Se utiliza la convencion:

CHIEICH

ou.
Eﬂui =axidxj =j,dv, i,j0{1,23)

; (2.16)
Edu =jlix

2.4 Tensores de deformacion

Consideremos ahora una particula del medio continuo, que ocupa el punto del
espacio P en la configuraciéon material, y otra particula O de su entorno

diferencial separada de la anterior por el segmento dX (de longitud
dS =dX X)) siendo dx (de longitud ds=+/dx[dx) su homdlogo en la

configuracién actual (ver Figura 2-3). Ambos vectores diferenciales estan
relacionados por el tensor gradiente de la deformacién F(X,r) mediante las

ecuaciones (2.2) 6 (2.6):
Hix =F X dX =F "'[ix

g S (2.17)
@ixi —Flj de dX, —Flj dxj

Figura 2-3

Puede escribirse entonces:
(ds) = axtax =[ax]" fux] PN " R @Y =aX F7 OF X 218
(dsf =dx, dx, = F,, dX,F,, dX, =dX ,F,F,dX, =dX,F]F,dX,
y, alternativamente,
(as)y =ax @x = [ax]” {ux] =[F x| JF' @x] = ax F7 R (ax o1
(dSY =dx, dXx, = F;' dx,F;" dx, =dx,F;'F'dx, = dx,Fy  F,;'dx; '

2.4.1 Tensor material de deformacion (tensor de deformacion
de Green-Lagrange)

Restando las expresiones (2.18) y (2.19) se obtiene:
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(ds)’ = (dS) = dX F" [F X - dX X = dX [F" [F [HX — dX [1 [#X =
=dXOF" F -1)HX =2dX [E X
%V—J

def
=2E

(2.20)

La ecuaciéon (2.20) define implicitamente el denominado zensor material de
deformacion o tensor de deformacion de Green-Lagrange como:

Tensor material ég(x’ f) = 1 (F" F-1)
de deformacion - [ 21 (2.21)
(Green - Lagrange) EEU‘ (X,1) = E(F Wl —0;) i, j0{1,2,3}

El tensor material de deformacion E es simétrico. La demostracion se
obtiene directamente de la ecuacion (2.21) observando que:

Observacion 2-3 I

T_lT _T:lT TT_T:lT 1) =
éIE—Z(F[F 1) = (F QF7) ~17)=(F (F-1)=E

%‘ﬁ = Eji i,jD{l,Z,?)}

2.4.2 Tensor espacial de deformacion (tensor de deformacion
de Almansi)

Restando de forma alternativa las expresiones (2.18) y (2.19) se obtiene:
(ds)? ~ (dS) = dx aix —dx F " OF™" Giix = dx (L hx —dx (F 7 (F~' iin
=dx[1-F " F ") ix =2dx [e ix
—_—

def
= 2e

(2.22)

La ecuaciéon (2.22) define implicitamente el denominado fensor espacial de
deformacion o tensor de deformacion de Almansi como:

Tensor espacial %(X,t) -1 A-FTF"
de deformacion - [ 2 . (2.23)
(Almansi) (X0 = 5(5” -F;'F,7) i,j0{1,2,3)
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Observacion 2-4

El tensor espacial de deformacion e es simétrico. La demostracion se
obtiene directamente de la ecuacion (2.23) observando que:

DT_l _wT —szl T _ =1\T —TT=
—2(1F [F) 2(1 (F) LF "))

¥

7o

0 =—@A-F F")=e
o 2

é&zg =e, i,j0{1,2.3}

Observacion 2-5

Los tensores material E y espacial e de deformacion son fensores
distintos y no se trata de la descripcion material y espacial de un mismo tensor de
deformacion. Las expresiones (2.20) y (2.22):

(ds) - (aS)’ =2dX (E X =2 dx (& [ix

lo ponen de manifiesto puesto que ambos tensores vienen afectados
por distintos vectores (dX y dX respectivamente).

El tensor de deformacion de Green-Lagrange viene desctito naturalmente en
descripcion material (E(X,?)). En la ecuacién (2.20) actda sobre el
elemento dX (definido en la configuracion material) y de ahi su
denominacion de tensor material de deformacion. Sin embargo, como toda
propiedad de medio continuo puede describirse, si es necesario,
también en forma espacial (E(X,7)) mediante la adecuada

substitucion de las ecuaciones de movimiento.

Con el zensor de deformacion de Almansi ocurre lo contrario: viene
descrito naturalmente en forma espacial y en la ecuacion (2.22) actia
sobre el vector diferencial (definido en la configuracion espacial) dx y
de ahi su denominacion de zensor espacial de deformacion. También puede
ser descrito, si es conveniente, en forma material (e(X,?7)).

Ejemplo 2-2 — Para el movimiento del Ejemplo 2-1, obtener los tensores material y
espacial de deformacion.

. . 1
a) Tensor material de deformacion: E = E(FT F-1)=

1 0 -4001 0 -40 O 0 om DO4* -4> -240

_1 _ gL _1d o, 2 0
7%0 1 4HHo 1 ADS)IO%—ED-A £ 0

A -4 1HB4 4 18® 01 H24 o 24
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1
b) Tensor espacial de deformacion: e = 5(1 -F'F "=

| 0 00 %+A2 A° AEE1+A2 -4 A0
SO ! 0g-g- 4 1-4° —ATR A4 -4 ATE

0 15 H 4 4 1HH4 -4 1ff

[F34% -24* 4> +24* -24-24°0

=1EA2+2A4 A* -24* 24° E
H-24-24°  24° -24> H

(Obsérvese que E Ze).

2.4.3 Expresion de los tensores de deformacién en términos de
los (gradientes de los) desplazamientos

Substituyendo las expresiones (2.12) (F=1+J) y (2.15) (F"' =1-j) en las

ecuaciones (2.21) y (2.23) se obtienen las expresiones de los tensores de
deformacion en funcién del gradiente material, J(X,?), y espacial, j(x,?), de

los desplazamientos:

%:=%[(1+JT)N1+J)_1]:%[J+JT +JT DI]
U
EX.5 - 1 (2.24)
1y, oU; U, oU, O
Pt o o an p 0
E Xj Xi Xi XJE
1 .T . e por _or
= b-a-ina-pl= i+ - gl
(2.25)

(Du. auj Ou, Ou, l
L+ - , 7 04{1,2,3
% . Ox Ox. O 0 4,70 ;

j i i OX;

0
al
e(X,t) - [ 1
Eeu E

2.5 Variacion de las distancias:
Estiramiento. Alargamiento unitario

Consideremos ahora una particula P en la configuracién de referencia y otra
particula Q, situada en un entorno diferencial de P, ver Figura 2-4. Las

correspondientes posiciones en la configuraciéon actual vienen dadas por los
puntos del espacio P y O de tal forma que las distancia entre ambas
particulas en la configuraciéon de referencia, dS, se transforma en ds en el

instante actual. Sean T y tsendos vectores unitarios en las direcciones PQ y

P'Q', respectivamente.
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Definicion:

Estiramiento: en el punto material P (o en el punto espacial P') en
la direccion material T (o en la direcciéon espacial t) es la longitud del

segmento diferencial deformado P'Q' por unidad de longitud del

segmento diferencial original PQ.

XZ

X, Figura 2-4 — Estiramiento y alargamiento unitario

La traduccion a lenguaje matematico de la anterior definicion es:

i . def P’ 4 d
Estiramiento = Ay =A, = PO _ds

"o ds (0<A <) (2.26)

NOTACION

Frecuentemente se
prescindira de los
subindices (o)T o
(o)t al referirse a los

estiramientos o
alargamientos unitarios.
Téngase bien presente,
sin embargo, que
siempre estan asociados
a una direccion
determinada.

Definicion: I
Alargamiento unitario: en el punto material P (o en el punto espacial
P") en la direccién material T (o en la direccion espacial t) es el

incremento de longjtud del segmento diferencial dformads P°Q" por
unidad de longitud del segmento diferencial original PO.

y la correspondiente definicion matematica:

def

Alargamiento unitario = €. =€ =

ds —dS
ds

2.27)

>
3%

Las ecuaciones (2.26) y (2.27) permite relacionar inmediatamente los valores
del alargamiento unitario y del estiramiento para un mismo punto y direccién

como:
ds—dS ds
€= =—-1=A-1 0 -l<g<ow
das das ( ) (2.28)
*
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Observacion 2-6

e St A=1 (¢=0)0 ds=dS: Las particulas P y Q pueden
haberse movido relativamente con el tiempo, pero sin aumentar
ni disminuir la distancia entre ellas.

e SiA>1 (£>0)0 ds>dS: La distancia entre las particulas P y
O se ha alargado con la deformacion del medio.

e Si A<l (e<0)0 ds<dS: La distancia entre las particulas P y
O se ha acortado con la deformacion del medio.

2.5.1 Estiramientos, alargamientos unitarios y los tensores de
deformacioén

Considerando las ecuaciones (2.20) y (2.22) y las expresiones geométricas
dX=TdS y dx=tds, ver Figura 2-4, se puede escribir:

é(ars)2 ~(dS) =2 dX EOdX =2(dS)’ TELT
ST  dasT

0
[ds) —(dS) =2 dx e Odx =2(ds)’ t 2
& st dst

(2.29)

y dividiendo ambas ecuaciones por (dS)? y (ds)?, respectivamente, se obtiene:

B\ =VI+2TELT

2
(Z—;) -1=N-1=2TEIT O |O (2.30)

BE=A-1=4/1+2TEL -1
X

2

1—(‘;—S) =1-1/N?=2ted O E (2.31)
s % ,/1 2telt

1/A
expresiones que permiten calcular el alargamiento unitario y el estiramiento
segun una direccion (material, T o espacial, t) determinada.

Observacion 2-7

Los tensores material y espacial de deformacion E(X,7) y e(X,?)

contienen informaciéon sobre los estiramientos (y los alargamientos
unitarios) para cualquier direcciéon en un entorno diferencial de un

particula dada, tal como ponen de manifiesto las ecuaciones (2.30) y
(2.31).
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Ejemplo 2-3 — E/ tensor espacial de deformacion para un cierto movimiento es:
oo o0 -te® U
e(x,r)= E 0 0 0 E
H-te® 0 t(2¢" ~e")H

Calenlar la longitud, en el instante t =0 del segmento que en el instante t =2 es rectilineo y
une los puntos a =(0,0,0) y b=(LL]1).

Se conoce la forma y posiciéon geométrica del segmento material en el instante

t=2. En el instante #=0 (instante de referencia) el segmento no es

necesariamente rectilineo y no se conocen las posiciones de sus extremos A y

B (ver Figura 2-5). Para conocer su longitud hay que aplicar la ecuacién (2.31):
1 ds

ANe——=— [ dS—lds
1-2ted dS A

X

Figura 2-5

para un vector de direccion en la configuraciéon espacial t de wvalor:

1 .
t=—[1, 1, l]T obteniéndose:

N

0 e EDDI 1,
l o
_—1 1 Jtho o o =
tlelt [ ]d% 0O 75 = 75

Htetz 0 t(2e" -¢' )H HE
_ 143

R )\| = =
- 5 =2 2
1+§’tet \/l_l_;l'eZ \/3+4e

1 1
w=[ids =[5 ‘XL Ly =5V3 0 Ly =33 +4e?
l

2.6 Variacion de angulos

Consideremos ahora una particula P y otras dos particulas Q y R, situadas en

un entorno diferencial de P en la configuracion material, ver Figura 2-6, y las
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mismas particulas ocupando las posiciones espaciales P, Q" y R . Se plantea

ahora la relacién entre los angulos que forman los correspondientes segmentos
diferenciales en la configuracién de referencia (angulo @), y en la configuracion
actual (angulo 0).

A partir de las ecuaciones (2.2)y (2.6), aplicadas a los vectores diferenciales que
separan las particulas puede escribirse,

Aix") =F x?) X0 =F Gix0)
0

%{X(Z) =F WX(Z) %X(Z) =F_1 WX(Z) (232)

y por la propia definicién de los vectores unitarios T(l),T(Z),t(‘) y t(z)que
definen las correspondientes direcciones en la Figura 2-6:

@,Xo — 450 ) @Xo = 250 ¢

AXO 25O T Hi® = g0 ¢ 2.33)

X, Figura 2-6

y, finalmente, por la definiciéon (2.26) de los correspondientes estiramientos:

@js(l }\(1 S(l gl’S(l — d (1

2.34
Qis(z }\(2 dS(Z) %S(z - ds(z ( )
Planteando ahora el producto escalar de los vectores ax) o).
dsW ds® cos @ = ‘dx(‘)‘ E'la’x(z) cos@=dx) aix® = [dx(‘)]T Eﬁdx(z)] =
=[F x O o rx ©)] = ax© dF " oF)raix © =
26+1 2.35)
=dsO 10 E +1) e 4s® = NG ) 010 g +1) )\() ds®) =
— () 2.6 L ) C)
=dsds )\(1) N TV [(2E+1) [T

y comparando los términos inicial y final de la ecuacién (2.35) se obtiene:
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cos O =

TO {1 +2E) T
A0 20

(2.36)

donde los estiramientos A y AL pueden obtenerse aplicando la expresion

(2.30) a las direcciones TO) y T¢) llegandose a:

TO {1 +2E)r®

cosf =

Vi 210 mm® Ji+21® mort

2.37)

De un modo analogo, operando en la configuraciéon de referencia, puede

obtenerse el angulo © entre los segmentos diferenciales dX" y dX® (en

funciéon de ), ¢®) y €) como:

cos® =

t0) 1 -2¢)3®

Vi-2t9 a0 J1-2¢P @t

(2.38)

Observacion 2-8

De forma similar a lo comentado en la Observacion 2-7 los tensores
material y espacial de deformacion, E(X,#) y e(x,f), también

contienen informaciéon sobre las variaciones de los angulos entre
segmentos diferenciales, en el entorno de una particula, durante el
proceso de deformacion. Estos hechos seran la base para
proporcionar una interpretacion fisica de las componentes de los
tensores de deformacion en el apartado 2.7 .

2.7 Interpretacion fisica de los tensores de
deformacion

2.7.1 Tensor material de deformacion

Considérese un segmento PQ, orientado paralelamente al eje X, en la

configuracién de referencia (ver Figura 2-7). Antes de la deformacion PO

tiene una longitud conocida dS =dX .
X, ,Z

Figura 2-7
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Se pretende conocer la longitud de P'Q" después de la deformacién. Para ello

consideremos el tensor material de deformacion E dado por sus
componentes:

EXX EXY E‘XZD Ell El2

O
E= %‘XY Eyy Ey T %‘12 Ey
Fxw Ez ExzH Hs Ex

(2.39)

SIS
moOodoO

En consecuencia:
E, E, E;000
o0
TET=[1]" {1 o g E%lz Ey Exngfmo En (2.40)
Hs Eyn ExHHEB

El estiramiento en la direccion material X, puede obtenerse ahora
sustituyendo el valor TLELT en la expresion del estiramiento (2.30),
obteniéndose: A, =/1+2E,,. De modo anilogo se pueden considerar
segmentos orientados en las direcciones X, =Y y X;=Z y obtener los

valores A, y A4, resultando:

A =J142E, =\1+2E,, O g, =hy —-1=,1+2E,, -1
A, = 142E, =\1+2E,, O &, =\, -1=,/1+2E,, -1 (2.41)
Ay =\ 1+2Ey, =\1+2E, O g,=A,-1=/1+2E, -1

Observacion 2-9

En las componentes E,, E,y v E,, (0 E,, E,, vy E;;) de la

diagonal principal del tensor E (denominadas deformzaciones longitudinales)
esta contenida la informaciéon sobre el estiramiento y los
alargamientos unitarios de segmentos diferenciales inicialmente (e /a
configuracion de referencia) orientados en direcciones X, Y y Z.

e Si Ey, =00 £, =00 No hay alargamiento en la direccion X .

e §Si Ey =00 g, =00 No hay alargamiento en la direccién Y .

e SiE, =00 ¢, =00 No hay alargamiento en la direccién Z .

Consideremos ahora el angulo entre los segmentos PQ (paralelo al eje X ) y
PR, (paralelo al eje X,) siendo Q y R , dos particulas del entorno diferencial

de P en la configuracién de material y P',Q" y R’ las respectivas posiciones
en la configuraciéon espacial(ver Figura 2-8). Conocido el angulo (© = g) entre

los segmentos en la configuracién de referencia es posible conocer el angulo 0
en la configuracion actual, utilizando la expresion (2.37) y teniendo en cuenta la

ortogonalidad de ambos (T(‘) ) = 0) y las igualdades TV ®? =E,,
TOEIY =, y TV EDTC =E,,,
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T g +2E)T® 2E,

cos0 = =
2r0Em0 it Eo® 1428, (i+2E, @42
o lo que es lo mismo:
T 2F
0=0_ =——arcsin XY
v T \/1 F2E \/1 +2E,, (2.43)
y el incremento del angulo final respecto a su valor inicial resulta:
2F
NO,, =0, — 0O, =-arcsin atl
e JI+2Eg T+2Ey, (2.44)
2
X3.Z A
t t o
0 E)D
TV =00
Lk 30
0,/ ™2
oo
T =5
0 | H
I >
I v
| X,.Y
Xl ,X Figufa 2—8

Resultados analogos se obtienen partiendo de pares de segmentos orientados
segun las distintos ejes de coordenadas llegaindose a:

0O, =-arcsin 2By
JI+2Ey (J1+2Ey,
2FE
A®,, =-arcsin L
¥ JI+2 Eyy I42E,, 243)
A®,, = -arcsin 2Ly,
JI+2Ey 1+2E,

Observacion 2-10

En las componentes E,, Ey, v E,, (0 E,,, E;; y E,;) del tensor
E (denominadas
informacién sobre la variacion de los angulos entre segmentos
diferenciales inicialmente (en la configuraciéon material) orientados en
las direcciones X, Y y Z.

deformaciones  transversales)  esta  contenida la

Si Eyy, =0 [ La deformacién no produce variacion del angulo
de dos segmentos inicialmente situados en las direcciones X e Y .

Si £y, =0 [ La deformacién no produce variacion del angulo
de dos segmentos inicialmente situados en las direcciones X y Z .

Si Ey, =0 [ La deformaciéon no produce variacion del angulo
de dos segmentos inicialmente situados en las direccionesY y Z .
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En la Figura 2-9 se presenta la interpretacion fisica de las componentes del
tensor material de deformacién sobre un paralelepipedo elemental en el
entorno de una particula P con aristas orientadas segin los ejes coordenados.

&— 1+2E dX

. 2E xy
= —arcsin
XY J1+2E 1 42E,
2F
)(1 , X AGXZ = —arcsin X7
JU+2E (142,
. 2Ey,
AGYZ = —arcsin

J1+2Eyy \1+2E,,

Figura 2-9 — Interpretacion fisica del tensor material de deformacion

2.7.2 Tensor espacial de deformacién

Argumentos parecidos a los de la seccion 2.7.1 permiten interpretar a su vez las
componentes del tensor espacial deformacion:

xx xy Xz O |}ll 612

0 _ 0
€=y €y €[ [f2 €x
%xz €, €. E @13 €3

Las componentes de la diagonal principal

e,
€y (2.46)

€33 E

(deformaciones longitudinales)

pueden interpretarse en funcién de los estiramientos y alargamientos unitarios
de segmentos diferenciales orientados segun los ejes coordenados en /a
configuracion actual o deformada:

)\l = 1 = 1 0 €, :;—1
J1=2¢,  (1-2e, 1-2e,,
1 1 1
A, = = 0 g, =——-1
CoI-2e,,  fi-2e, b fl-2e, (2.47)
)\3 = 1 = 1 0 €. :;—1
J1=2ey;  |J1-2e, 1-2e_

mientras que las componentes de fuera de la diagonal principal (deformaciones
transversales) contienen informacién sobre la variacion de angulos entre
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segmentos diferenciales orientados segin los ejes coordenados er la configuracion
actual o deformada:

e, ="-0 ; 2y

=== =—arcsin

oo T JI=-2e, (f1-2e,
T 2e

A8, =——-0O,, =—arcsin = 2.48
2 J1=2e, J1-2e, (2:48)
T 2e

A8 =—-0,, =—arcsin 2z

yz YZ

2 J1-2e, (1-2e¢,

El resumen de la correspondiente interpretacion fisica se presenta en la Figura

2-10: JT—2e_dx

P
dx®?
- R'
2e,
A8 = -arcsin - X,,Y
Xy JI-2e,4f1-2e,,
2e
A8 = -—arcsin =
Xz J1-2e,41-2e,,
2e
A8 = -arcsin =
yz Ji-2e,41-2¢,

Figura 2-10 — Interpretacion fisica del tensor espacial de deformacion

2.8 Descomposicion polar

El teorema de descomposicion polar del analisis tensorial establece que dado un
tensor de segundo ordenF tal que ‘F ‘ >0, existen un tensor ortogonal Q,y

RECORDATORIO L.
dos tensores simétricos Uy V:

Un tensor de segundo

orden (Q es ortogonal Un;t F’ F E

si se verifica: ot A

Q' MQ=Qm0" =1 V =+F[F’ O 0 F=QU=vVIQ (2.49)
Q=F" =V [Fé

La descomposiciéon (2.49) es unica para cada tensor F y se denomina
descomposicion polar por la izquierda (F =QU) o descomposicion polar por la derecha
(F=VIQ) y a los tensores U y V tensores derecho e izquierdo de

estiramiento, respectivamente.
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NOTA

Para obtener la raiz
cuadrada de un tensor
se procede a
diagonalizar el tensor,
se obtiene la raiz
cuadrada de los
elementos de la
diagonal de la matriz de
componentes
diagonalizada y se
deshace la
diagonalizacion.

NOTACION

Se utiliza aqui la
notacioén (o) para
indicar la composicién
de dos aplicaciones

(v g
z2=¢&(x)

Observacion 2-11

Un tensor ortogonal Q recibe el nombre de #ensor de rotacion y a la
aplicacion y =Q[X se la denomina rozacidn. Una rotacion tiene las
siguientes propiedades:

* Cuando se aplica a cualquier vector X, el resultado es un vector
y = Q X del mismo mddulo:

" =y =b] dy]=[QE] dor]=xQ" @G =xG=|x

* El resultado de multiplicar (aplicar) el tensor ortogonal Q a dos

)

1 2 . . ,
vectores x" y x* con el mismo origen y que forman entre si un

angulo o, mantiene el mismo angulo entre las imagenes
) — 1 2) 2
<y() —QB(() e y( ) —QB(( )):

vOE? xOQTQE? _ x"z®
O]~ Ol @ B =cosa
o [ T T

11
En consecuencia la aplicacién (rotacién) y=Q[X mantiene los

angulos y las distancias.

Considerando ahora el tensor gradiente de la deformaciéon y la relacion
fundamental (2.2) (dx =F [dX) y la descomposicion polar (2.49) se obtiene:

deformacion
f_—/\_.,ﬁ
rotacion
—
dx:FDJX:(V[Q)D}jX:VQQWX) (2.50
not
F(*) = deformacién o rotacion (¢)
rotacion
deformacion
—
dx=FIX=Q)EX=Q0 ULX ) 2.51)
‘ F(*) =rotacion o deformacion ()
Observacién 2-12 I

Las ecuaciones (2.50) establecen que el movimiento relativo en el
entorno de una particula durante el proceso de deformacion
(caracterizado por el tensor F) puede entenderse como la wmposicion
de una rtacion (caracterizada por el tensor de rotacion Q, que
mantiene angulos y distancias) y una deformacion propiamente dicha (que
modifica angulos y distancias) caracterizada por el tensor V (ver
Figura 2-11).
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Observacion 2-13

e Alternativamente las ecuaciones (2.51) permiten caracterizar el
movimiento relativo en el entorno de una particula durante el
proceso de deformacion como la superposicion de una deformacion
propiamente dicha (caracterizada por el tensor U) y una rotacion
(caracterizada por el tensor de rotacion Q).

* Un movimiento de sélido rigido es un caso particular de
deformacion caracterizado por U=V =1y Q=F.

L
P

F dX
Figura 2-11 — Descomposicion polar

2.9 Variacion de volumen

Consideremos una particula Pdel medio continuo en la configuracién de
referencia, (¢ =0) que tiene asociado un volumen diferencial dV, (ver Figura 2-
12) que queda caracterizado mediante las posiciones de otras tres particulas Q,
R y S de su entorno diferencial, alineadas con Psegun tres direcciones
arbitrarias. El diferencial de volumen dV,, asociado a la misma particula en la
configuracién actual (a tiempo ¢), quedara asimismo caracterizado por las
correspondientes puntos espacialesP',Q", R y S’ de la figura (cuyas

posiciones configuraran un paralelepipedo que ya no esta orientado segun los
ejes coordenados como ocurre en la configuracion material).

Sean dX, dX®@ y dX™ los vectores de posicion relativos entre particulas en
la configuracion material, y axV =F X", dx® =FX"® y ax? =F @x"
sus homologos en la configuracion espacial. Evidentemente se cumplen las
relaciones:
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RECORDATORIO

El volumen de un
paralelepipedo puede
calcularse como el
producto mixto

(axb) [¢delos
vectores-arista g,b v
¢ que concurren en

cualquiera de sus
vértices.

Por otra parte, el
producto mixto de tres
vectores es el
determinante de la
matriz constituida por
las componentes de
dichos vectores
ordenadas en filas

NOTA

Se utilizan aquf las
expresiones:

NN
Al=(A

() = 0
Rix'" =F X

[ i i
g =F, QX

i, j,kU{1,2,3}

(2.52)

Los volimenes asociados a la particula en ambas configuraciones pueden

escribirse como:

Figura 2-12 — Variacién de un elemento diferencial de volumen

oix  ax® axWo
v, =(aX0 xax©))ax® = detx ) ax®)  axg=|m|
3

BJXF) ax®)  axP -

i) ax®) ax
a7, = (ax") xax @)@ ®) =detge® & ax
Bixl(3) dx§3) dx

— v
Mij —de m. =

X, x

(2.53)

Por otro lado, considerando las expresiones (2.52) y (2.53) puede escribirse:

my =dx" =F,dX{" =F, M, =M, F;, 0 m=MIMIF"

y, en consecuencia:

av, =|m| =M [FT‘=|MHFT‘=|F|L1\£| =[p|av, O

dv, =dv(x(X,1),t) = [F(X,?)

av g

0

dv (X,0)=[F|, aV, %
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NOTA

Se tiene en cuenta aqui

el siguiente teorema del
algebra tensorial: dados
dos vectores ay b , si

se cumple que

a (X =b X para todo
vector x [1 a=b-

2.10 Variacion del area

Consideremos ahora el diferencial de area d4 asociado a una particula P enla
configuracién de referencia y su variacion a lo largo del tiempo. Para definir
dicho diferencial de area, consideraremos dos particulas Q y R del entorno
diferencial de P, cuyas posiciones relativas respecto a la misma son ax() y
ax® (ver Figura 2-13). Consideremos también una particula auxiliar

cualquiera S y su vector de posicion relativo dX® . Asociado al escalar diferencial
de drea, dA4 , definiremos el vector diferencial de drea dA =dAN cuyo moédulo es
dA y cuya direccion es la de la normal N.

En la configuracién actual, en el tiempo ¢, la particula ocupara un
punto espacial P', y tendra asociado un diferencial de area da que, a su vez,
define un vector diferencial de area da=dan, donde n es la correspondiente

normal. Consideremos también las posiciones de las demds particulas Q'y R’ y

S" y sus vectores de posicion relativos daxV), ax() y dx®).

Figura 2-13 — Variacion del area

Los volimenes dV,, y dV, de los respectivos paralelepipedos podran calcularse

Ccomo:

dV, =dH dA=dX®) (N dA = dXx® (N d4 = dA ix©®)
\ﬁ/__/

aH dA (2.56)
dV, =dhda= dx® h da=dx®) thda = da x®) '
dh da
a

y teniendo en cuenta que dx® =¥ 7x ) , asi como la ecuacién de cambio de
volumen (2.55), puede escribirse:

daFX®) =datux® = av, =|F|av, =|F|aa mx®)  Dax® 2.57)

Comparando el primer y dltimo término de (2.57), y teniendo en cuenta que la
posicion relativa de la particula S es cualquiera (y por tanto también lo es el

vector dX?), se llega finalmente a:

daF=|F|[dA O |da=|F|dAF"' (2.58)
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Para obtener una relacién entre los escalares diferencial de drea dAy da se
sustituyen las expresiones dA =NdA4 y da =nda en la ecuacién (2.58) y se
toman modulos:

dan=[FINF"'d4 O da =[F|[NOF'| a4 (2.59)

2.11 Deformacion infinitesimal

La teoria de la deformacion infinitesimal (también denominada zeoria de pequerias
deformaciones) se basa en dos hipotesis simplificativas sobre la teorfa general (o
de deformacion finita) vista en apartados anteriores (ver Figura 2-14).

Hipétesis: I
1) Los desplagamientos son muy pequerios frente a las dimensiones tfpicas
del medio continuo (||u|| << ||X||)

2)  Los gradientes de los desplazamientos son mmy pequerios (infinitesimales).

X, X

Figura 2-14

En virtud de la primera hipoétesis las configuraciones de referencia, Qy actual,
Q,, estan muy proximas entre si y se consideran indistinguibles una de otra.

En consecuencia, las coordenadas materiales y espaciales coinciden y ya no
tiene sentido hablar de descripciones material y espacial:

not
k=X+ulX EU(X,t)=u(X,t)Eu(x,t)
O —y 4+, 0x 0B ot (2.60)
oy =4 Tu; i /U (X,t) = “i(Xat)E”i(X’t) i0{1,2,3}
La segunda hipétesis puede escribirse matematicamente como:
ou. ..
—<<l, [0, ;j0{1,2,3} (2.01)
axj
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NOTACION

Se define el operador
gradiente simétrico []°

mediante: []° ()=

%[(-) 00+00()]

2.11.1 Tensores de deformacion. Tensor de deformacion
infinitesimal

Los tensores gradiente material y gradiente espacial de los desplazamientos

coinciden. En efecto, a la vista de la ecuacion (2.60):

L, =X, . _Ou, 0U,
L=t = _J 0 J
E%(X,t) =U;(X,t) Ty Ox . 0X i= (2.62)

J

y el tensor material de deformacién resulta ser:

Eﬁzl(J+JT +JTJ)Dl(J+JT)

EE 1w, 04, 6uk Ouy 1 Fows -E (2.63)

U_Zpr o0x; GxH Zpr E

Q <<1
donde se ha tenido en cuenta el caracter de infinitésimo de segundo orden del
Ou, 0
término ﬂﬂ. Operando similarmente con el tensor espacial de
ox; Ox ;
deformacién:
1 g N1, . 1
=i+ i -0 (+i7 )= +a7)
2 2 2
O
O
a _1 1 Ppu MJ- auk auk H Ppu ; H (2.64)
D 2 pr xi a_x B 2 pr ; E
D %,_/
0 <<1]

Las ecuaciones (2.63) y (2.64) permiten definir e/ tensor de deformacion infinitesimal
(o tensor de pequenas deformaciones) €:

0 1 not
Tensor de £== (J+JT) O'u
U
deformacién — D 1w, 0w, (2.65)

, +—L
infinitesimal U =5 ? ax, 5

Observacion 2-14 I

Bajo la hipétesis de deformacion infinitesimal Jos zensores material y
espacial de  deformacion coinciden y colapsan en el fensor de deformacion
infinitesinal.

‘E(X, 1) =e(x,t) = &(x, t)‘
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Observacion 2-15

E/ tensor de deformacion infinitesimal es simeétrico, tal como se observa de su
definicién en la ecuacion (2.65):

e} <Ler)-

Observacion 2-16

Las componentes del tensor infinitesimal de deformacion € son infinitésinws
(&; <<l).la demostracion es evidente a partir de la ecuacién (2.65) y

la condicién de infinitésimo de las componentes de J=j (ver
ecuacion (2.01)).

Ejemplo 2-4 — Para el movimiento del Ejemplo 2-1, determinar bajo qué condiciones
constituye un caso de deformacion infinitesimal. Para dicho caso obtener el tensor infinitesimal
de deformacion. Comparar con el resultado obtenido a partir de los tensores espacial y
material de deformacion del Ejemplo 2-2 considerando las hipdtesis de  deformacion
infinitesimal.

O =X, —AX,
a) Las ecuaciones de movimiento vienen dadas por [, = X, — AX; de las
=-AX, +AX, + X;
cuales se obtiene el campo de desplazamientos:
U, = —4X ,
UX,7))=x-X = EUZ = -AX, . Es evidente que para que

Hu, = -ax, + 4x,
los desplazamientos sean infinitesimales debe cumplirse que A sea un

infinitésimo (A <<1).

b) Tensor de deformacion: El tensor gradiente de los desplazamientos
J(X,?) = j(x,?) vendra dado por:

0 - AX, D ) - 00 0 —AQ
J:UDD—D — AX, , _Do 0 -4U
Dﬁuf ax,  ax,H O 0

EAX+AXQ B4 4 08

y el tensor infinitesimal de deformacion, de acuerdo con la ecuacién (2.65),
sera:

0o 0 -4n0
_ sy =0 O
=0'U=50 0 07
B4 0 00

c) Tensores material y espacial de deformacion: En el Ejemplo 2-2 los tensores
material y espacial de deformacién resultan ser, respectivamente:
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04> -4 -240
10 O

= 2 2
E=_g4 4 0qy

H24 0 24°H

(F34% -24% A*+24* -24-24°0

e:1%A2+2A4 A* -24* 24° E
H-24-24°  24° -24> H

y despreciando los infinitésimos de segundo orden o superior
(A* << A’ << A* << A) resulta:
go 0 -A40 0o 0 -40
_0 O _O0 C —ac—
E=50 0 07 e=H0 0 OED E=e=¢

H4 0 0F F4 0 0f8

RECORDATORIO

El desarrollo en serie

de Taylor de /1 + x

en un entorno de
x=0es:

mm;“
+O(x2)

2.11.2 Estiramiento. Alargamiento unitario

Considerando la férmula general (2.30) del estiramiento unitario en la direccion
TOt (A, =\1+2tEQR) y aplicando al mismo un desarrollo en serie de

Taylor alrededor de O (teniendo en cuenta que E = & es infinitésimo y, por lo
tanto también lo es x =t [£[1), se obtiene:

A, = /1+2tB:D Ol+tlet
x (2.606)

g, =N, —1=tlelt

2.11.3 Interpretacion fisica de las deformaciones infinitesimales

Consideremos el tensor de deformaciones infinitesimales € y sus componentes
en el sistema de coordenadas x, =x, x, =y, x;=z de la Figura 2-15:

%xx 8xv 8xz E |}ll 812 813 0
_ ) _ 0
€= @xy 8yy 8yz o= %12 822 823 O (267)

&xz 8yz €. E @13 823 833 E

Consideremos el segmento diferencial PQ orientado en la configuracion de
referencia en la direcciéon del eje coordenado x, =x. El estiramiento A, y el

alargamiento unitario € en dicha direccion vienen dados, de acuerdo con la

ecuacion (2.66) con t= {1,O,O}T , por:
A =1+tlelt=1+e, O €, =A-1=¢,, (2.68)

Lo que permite dar a la componente € _ =€, el significado fisico del alargamiento
unitario € _en la direccion del eje coordenado x, = x. Una interpretacion similar puede
darse a las demas componentes de la diagonal principal del tensor
€ (ex’c ,Syy ’ezz )’

€, =€ (2.69)

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



2 Descripcion de la deformacion 51

RECORDATORIO

El desarrollo en serie
de Taylor de arcsin x

en un entorno de
x=0es:
arcsin X = x + O(xz)

Atendiendo ahora a las componentes de fuera de la diagonal principal de €,
consideremos los segmentos diferenciales PQ y PR orientados segun las
direcciones coordenadas x e y en la configuracion de referencia y formando,

por lo tanto, un angulo ©

Tt . ., . -,
w =~ en dicha configuraciéon. Aplicando la ecuacion
2

(2.43), el incremento del angulo correspondiente sera:

Figura 2-15
T . €y .
AB,, =0, ——=-2arcsin O0-2 arcsing,, =-2¢
2 Ji+2e, [1+2e, — (2.70)
T ey

donde se ha tenido en cuenta el caricter infinitesimal de €, €, y €,,. En

xx o

consecuencia, de la ecuacion (2.70) €, puede interpretarse como menos el semi-

incremento, producido por la deformacion, del dngulo entre dos segmentos diferenciales
inicialmente orientados segin las direcciones coordenadas x ¢ y. Una interpretacion

analoga puede encontrarse para las demas componentes €, y € _:

e =—1p e =-lpg e =-lpg @.71)

xy 2 xy Xz Xz yz yz

2.11.4 Deformaciones Ingenieriles. Vector de deformaciones
ingenieriles

Hay una importante tradicion en ingenierfa en usar una particular
denominacién para las componentes del tensor de deformacién infinitesimal,
lo que constituye la denominada notacion ingenieril, en contraposicion con la
notacion cientifica generalmente usada en Mecanica de Medios Continuos. Ambas
notaciones se pueden sintetizar como sigue:
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notacion ingenieril

notacion cientifica 0 . 1 1 v ]
[J¢x A Yy 5 Yz [

&, &, &,0 L&, ¢, 6 ¢€.0 2 2

_ %” 2 Pag TTog I, E (2.72)

E=Fn €»n En [ty €y &) D—@ny g, Eyyz[
B &y €30 B:xz €, SZZH ol 1 0
@yxz Eyyz 82 E

Observacion 2-17

Las componentes del tensor de deformacion situadas en la diagonal
principal (denonznadas deformaciones longitudinales) se denotan por€ .,y

coinciden con los alarganientos unitarios en las direcciones de los ejes
coordenadps. Valores positivos de las deformaciones longitudinales
(€., >0) corresponden a un aumento de longitud de los

correspondientes segmentos diferenciales en la configuracion de
referencia.

Observacion 2-18

Las componentes del tensor de deformacion situadas fuera de la
diagonal principal vienen caracterizadas por los  valores
V(e o) (denonunadas deformaciones tangenciales o de cigalladura) y pueden

interpretarse como /os decrementos de los correspondientes dngulos orientados
segiin las direcciones cartesianas en la confignracion de referencia. Valores
positivos de las deformaciones tangenciales (Ve >0) indican que los

correspondientes angulos se czerran con el proceso de deformacion.

Es también muy frecuente en ingenierfa aprovechar la simetria del tensor de
deformacion infinitesimal (ver Observacion 2-15) para trabajar Ginicamente con
las seis componentes distintas de dicho tensor reuniéndolas en el denominado
vector de deformaciones ingenieriles definido como:

=
|
[

deformaciones longitudinales

ne
PEPR

N

eOR®

o™

(2.73)
deformaciones tangenciales,

transversales o de cizalladura

[

S

WL
58

o o o o o o
o o

2.11.5 Variacion del angulo entre dos segmentos diferenciales
en deformacion infinitesimal

Consideremos dos segmentos diferenciales cualesquiera, PQ y PR, en la

configuracién de referencia y el angulo © que definen (ver Figura 2-16). Sea
0 =0 + Af el angulo formado por los correspondientes segmentos deformados
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NOTA

Se consideran los
siguientes desarrollos
en serie de Taylor en un
entornode y =(:

sin x = x+0(x2)
COS X = 1+0(x2)

en la configuracion actual. Aplicando la ecuacion (2.42) a dicho caso se
obtiene:

TO o+ 2¢]r®

14210 0" 1+21? O (2.74)
<<1 <<1

cosB =cos(@ +AB) =

donde T" y T son los dos vectores unitarios en las direcciones de PQ y
PR cumpliéndose, por lo tanto, que T [T? =HT(1)”“T(2)HCOS@=COS@.

Considerando el caracter de infinitésimo de las componentes de € y del propio
AB se cumple:

T(l) F

X3 0

T(z)
Figura 2-16
cos 8 =cos(©+Af) =cos OLdos AG —sinOZINAG =
—— ——
=1 =A\0
=cos©
O rp@ 4 oM ) ,
=cos @ -SinO A = L L ) =cos @+2T" @B T" (2.75)
J+TO BT 1+T? R T®

=] =]

0 sinome =21V ' O

B 21O r® _ 2tV Ea®
sin® sin®

AB=

(2.76)

donde se ha considerado que, debido al caracter infinitesimal de la
deformacion, se cumple que T =¢@, 7@ =¢@ y ©=60.

2.11.6 Descomposicion polar

Para el caso general de deformacioén finita la descomposicién polar del tensor
gradiente de la deformacién F viene dada por la ecuacion (2.49). Para el caso
de deformacién infinitesimal, recordando la expresion (2.12) (F=1+J) y el
caracter de infinitésimo de las componentes del tensor J (ver la ecuacion
(2.61)), el tensor U de la ecuacion (2.49) puede escribirse como:
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RECORDATORIO

El desarrollo en setie
de Taylor del tensor

~/1 + x enun entorno

de x =(Qes:

VT+x=1+;x+
+O(x2)

RECORDATORIO

El desarrollo en setie
de Taylor del tensor

(1+x)"

entorno de x =() es:

(1+x)7" =1-x+

+ofe)

cn un

NOTACION

Se define el operador
gradiente antisimétrico 1%

mediante: []¢ ()=

%[(-) 00-00 )]

U=VFF=/+37)a+J)= E
\/1+J+JT+JTDI 1+J+J7 =1+ (J+JT)DD

<J X

@2.77)

TE

y, de forma similar, debido al propio caracter infinitesimal de las componentes
de € (ver Observacion 2-106) resulta:

U™ :(1+§)'1=1—s:1—;(J+JT)
X

—_—
€

2.78)

con lo que el tensor de rotacion Q de la ecuaciéon (2.49) puede escribirse
como:

Qsz‘1=(1+J)E§—l(J+JT)§= %
oo (2.79)
N &

<<J Q O

—1+J——(J+J )——JE{J+J) 1+13-37)p
;—/__/ 2

La ecuacion (2.79) define el zensor infinitesimal de rotacion Q :

O de of 1
Tensor 0 =

infinitesimal - []

(J J7 ):—(uDEI IZIDu)—IZI"
(2.80)

Ou . [
de rotacion %2 1 EB” —LD<<1 i, j0{1,2,3}
0 x ; ox; B
Observacion 2-19
E/ tensor Q es un tensor antisimeétrico. En efecto:
1 1
T =23-37) ==3" -J)=-Q
0 2 2

i, j0{1,2,3}

B, =-9,

En consecuencia Q tendra nulos los términos de su diagonal
principal, y su matriz de componentes tendra la estructura:

0o Q, -Q;0

_ 0 O
[Q] 0 Q,, 0 Qs 0
5931 _Qz3 0 E

En el contexto de pequefas rotaciones, e/ tensor Q es un tensor que caracteriza la
rotacion (Q =1+ Q) y de ah{ el nombre de tensor infinitesimal de rotacién. Al
tratarse de un tensor antisimétrico queda definido mediante solamente tres
componentes distintas (Q,;,Q;,,Q,,), de las que se puede extraer el
denominado wector infinitesimal de rotacion ©:
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0 (Du, Ou, U
NOTACION D D_ - a_D
Se denota el operador Vector 0 m0 Q,0 | EgX2 aX3 Edef .
’”f"“:””“/de (*) infinitesimal — % = H92 E= Er Q, E: 5 [PB_JL:l - sz 3 Oxu (2.81)
e deroucion 0 [ Fra.H B onE
2 _ 0wy
E H@xl 0x, H

Las expresiones (2.12) , (2.65) y (2.79) permiten escribir:

F=1+y=1+_(+37)+ 0 -3")0 08

€ Q

Observacion 2-20
Los resultados de apluar escalarmente el tensor de rotacion infinitesimal Q 'y
de aplicar vectorialmente el vector de rotacion infinitesimal © a un vector

cualquiera r = [}”1,1”2,}”3]T (ver Figura 2-17) coinciden. En efecto:

0o Q, -Q,0n0 59127’2 —Qyry O

_ 0O _
Qr=7Qp 0 Qp A 0= 0 Qph +Qpi 0
HQ; -Qn 0 35 EQMFI —Qyr, E

¢, e, e, 0 e, e, e, O 0Q,n-Qyn O
exr"f% 0, 0,020 -0, -0,Ho.+0

Y2 YT gim 31 g O i 10

Hi n»n nH Bn r r B EQMFI —Qun E

En consecuencia, el vector QOFr=0xr tiene las siguientes

caracteristicas: |

* Es ortogonal al vector r (puesto que es el resultado de un
producto vectorial en el que interviene r).

*  Sumddulo es infinitesimal (puesto que 0 lo es).

* El vector r+QIF=r+0xr puede considerarse, salvo
infinitésimos de orden superior, el resultado de aplicar una
rotacion © al vector r . o 4

;
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Consideremos ahora un segmento diferencial dX en el entorno diferencial de
una particula P en la configuracién de referencia (ver Figura 2-18). De acuerdo
con la ecuacion (2.82) la deformacion transforma dicho vector en el vector dx:

deformacion rotacion

—_— —_——
dx=FX=1+e+Q)X= eX + A+Q)X .85

‘F(O) = deformacion (¢ ) + rotacion (¢)

Observacion 2-21

En régimen de deformacién infinitesimal la ecuacion (2.83)
caracteriza el movimiento relativo a una particula, en un entorno
diferencial de la misma, como la suma de:

a) Una deformacion propiamente dicha, caracterizada por el tensor
infinitesimal de deformacion €.

b) Una rtacion caracterizada por el tensor infinitesimal de rotacion
Q que (en el contexto de pequefias rotaciones) mantiene angulos
y distancias.

La  superposicion  (deformacion o rotacion) del caso general de
deformacion finita (ver Observacion 2-12) degenera, para el caso de
deformacion infinitesimal, en una simple adlicion
(deformacion + rotacion ).

QLX0O B
OO rotacion
0xdX[]
Figura 2-18
2.12 Deformacion volumétrica
Definicion: I

Deformacion volumeétrica: Incremento producido por la deformacion en
el volumen asociado a una particula, por unidad de volumen en la
configuracion de referencia.

La anterior definicién puede expresarse matematicamente como (ver Figura 2-
19):
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def - not -
def. volumétrica - e(X,t) = dV(Xc;Q(Xd(I)/)(X’O) 24V dVdV° (2.84)
) 0

X,,y

Figura 2-19

La ecuacién (2.55) (dV, =|F ‘t dV,) permite expresar, a su vez, la deformacion

volumétrica en los siguientes términos:

»  Deformacion finita:

e_dn_dz)_WLMQ—dK)D
v, v,

e=|F|-1 (2.85)

*  Deformacion infinitesimal:

Considerando la ecuacion (2.49) (F=QMU) y recordando que Q es un tensor
ortogonal (|Q =1) puede escribirse:

1+ Sxx 8xy 8xz
Fl=le=/Qui=|u|=[t +e[=det| &, 1+e, e, (2.86)
sz 8yz 1+ 8zz

donde se ha tenido en cuenta la ecuaciéon (2.77) (U=1+¢). Considerando
ahora que las componentes de € son infinitésimos, y despreciando en la
expresion de su determinante los infinitésimos de orden superior a uno, puede
escribirse:

l+e, ¢ €

)Cy Xz
[Fl=det| &, 1+e, e, |Sl+e, +e, +e +O0(E)=1+Tr(€) (og7
_—
8)cz 8yz 1+ 8zz TV(E)

y sustituyendo la ecuaciéon (2.87) en la (2.85) se obtiene, para el caso de
deformacion infinitesimal:
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av, =(1+Tr(€))av, O

LoV —dv, /¥ _IED (2.88)
dv, H

2.13 Velocidad de deformacion

En las secciones anteriores de este capitulo se ha estudiado el concepto
deformacion, entendido como la variaciéon de la posicion relativa (angulos y
distancias) de las particulas en el entorno de una dada. En los siguientes
apartados, consideraremos la velocidad a la que se modifica esta posicion
relativa introduciendo el concepto de velocidad de deformacion como una medida
de la variacion de la posicion relativa entre particulas por unidad de tiempo

2.13.1 Tensor gradiente de la velocidad

Considerando la configuraciéon correspondiente en el instante ¢, sean dos
particulas del medio continuo P y Q que ocupan los puntos espaciales P’ y
Q'en dicho instante (ver Figura 2-20), sus velocidades, v, =V(X,t) y

= V(X + dx,t) y su velocidad relativa:

P Figura 2-20
dv(x,t)=v, = v, = V(X + dx,t) - V(X,t) (2.89)
con lo que puede escribirse:
dv = a—V Cdx =1 Ldx
ox
T
4 (2.90)
av. :%dx =lodx. i,] 04{1,2,3}
1 ax ) J q J
-
l;

En la ecuacion (2.90) se ha introducido el denominado tensor gradiente espacial de
Ja velocidad l(x,t)deﬁnido como:
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RECORDATORIO

Todo tensor de
segundo orden, g, se

puede descomponer en
la suma de su parte

simétrica (sym(a)) y
antisimétrica gkew(a))
de la forma:
a =sym(a) + skew(a)
a+a’
2
a-a’

sym(a) =

skew(a) =

espacial de la >

0
Tensor gradiente g
velocidad El

i, jO{1,2,3}

2.13.2 Tensor velocidad de deformacion y tensor spin

(2.91)

Descomponiendo el tensor gradiente de la velocidad en su parte simétrica y

antisimétrica:

I=d+w

donde d es un tensor simétrico denominado zensor velocidad de deformacion:

def no
= sym(l):%(l+lT):%(VD o+00 V) :tEISV

Tensor

. A\
velocidad de — [, = ?’ +—L0 i, j0{,2,3}
deformacion i !

Do0Emogood
&
<

MM,
=
I
im] =~y
I
o Qo
N
o,
2
[}

(2.92)

(2.93)

y W es un tensor asimétrico denominado fensor velocidad de rotacion o tensor spin

cuya expresion es:

def 1 not

skew(l):%(l—lT):E(v 0O-00v)=0%
Tensor

Cpy. ov. 0O
velocidad de P AATIG i, jO{1,2,3}
N _ 20x; Ox; §
rotacion (spin) /
0o Wi —wy U
_0
W] 0 Ve 0 W O

!
D]]DJ:I,DDD%D]]DQDDD

Hws,

~ Wy

0§

(2.94)

2.13.3 Interpretacion fisica del tensor velocidad de deformacién

Consideremos el segmento diferencial definido por las particulas P y Q de la

Figura 2-21 y la variacién del cuadrado de su longitud a lo largo del tiempo:
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NOTA

Se utiliza aqui el
siguiente teorema del
algebra tensorial: dado
un tensor de segundo
orden A , si se vetifica
que x [A[Xx=0

para todo vector x # ()

entonces A =().

4 52 =i(dx wx)zi(dx)mx +dx D‘i(dx):
dt dt dt dt
2.95
= aF e + o aEEE P o i + s 2%
0dt O 0dt O
A% A%

y utilizando las relaciones (2.90) (dv =10dx) y (2.93) (d =%(l +1")) se obtiene
de la ecuacion (2.95):

J 0 O
s’ = (ax 7 )ttt + dx {2 Caix) = ax 0+ 4Taix = 2 (@ i (2.96)

2d H

Considerando ahora la ecuacién (2.20) (ds® —dS* =2 dX[E X)) derivindola
respecto al tiempo y teniendo en cuenta la ecuacion (2.96):

d d
2dx [l THx =—ds? (1) =—\ds? (1) - dS? )=
= ds™ (1) dt( (1)-ds?)

di(ZdX [E(X, 1) QiX) = 2dX BilZE X = 24X E X 2.97)
t &
E

Sustituyendo ahora la ecuacion (2.2) (dx =F [#X) enla (2.97) se obtiene:
dX [ X = dx (@ Gix = [ax]" [d] diax] = aX 0F” 0@ 0F | rzix
DdXEﬁFTm[F—E]BiX=0 0dX O [FTm[F—E]zom (2.98)

Figura 2-21
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Observacion 2-22

La ecuacién (2.98) pone de manifiesto la relacion existente entre el
tensor velocidad de deformacion d(x,?)y la derivada material del

tensor matetial de deformacion E(X,7), proporcionando una

interpretacion fisica (y justificando su denominacion) para el tensor
d(x,?). De la mencionada ecuacioén se desprende, sin embargo, que

los tensores d(x,7) y E(X,) no son exactamente el mismo. Ambos

tensores coincidiran exactamente en los siguientes casos:

* Enla configuracién de referencia (¢ =, 0 F|,., =1)

* Enlateorfa de deformacion infinitesimal ( x=X 0O F = g—; =1)

2.13.4 Interpretacion fisica del tensor velocidad de rotacion w

Partiendo de la ecuacion (2.94) y al ser wun tensor antisimétrico (definido por
lo tanto mediante s6lo tres componentes distintas), puede extraerse del mismo

el vector:
0
NOTA T V2 _ 6‘7—3%
Obsérvese la similitud 0 o 0x, [+ w,, O
en la estructura de los 1 (V) = 1 Oxvy= 1 % V3 _aVl _ 0 2,09
tensotes QQ y @ dela w_Ero v ) V_ED ox, a -0 WVsig (2.99)
seccion 2.11.6 y los 0 3 B wi
tensores wy (- F Va _OVs
g 00x; Ox,
wf

Figura 2-22

Al vector 2w=0xv se le denomina vector vorticidad. Es posible demostrar (la
demostracion es totalmente analoga a la de la Observacion 2-20) que se cumple
la siguiente igualdad:

wWxr =w[r Ur (2.100)

y que, por lo tanto, es posible caracterizar a @ como la velocidad angular de un
movimiento de rotacién, y a wXr =w [ como la correspondiente velocidad de
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NOTA

Se utiliza aqui el
teorema de igualdad de
derivadas cruzadas para
funciones regulares:

0°(+) _ 0°()
O, 1, O, 4,

rotacién del punto cuyo vector de posicion respecto al centro de rotacion es
r (ver Figura 2-22). A partir de ahi, y considerando, las ecuaciones (2.90)
(dv=10Ix)y (292) (I1=d + w) puede escribirse:

dv=lLIx=(d+w)lx=  dLix +  wlik
H_/ %/_/
velocidad de  velocidad de (2.101)
estiramiento rotacion

lo que permite describir la velocidad relativa dv de las particulas en el entorno
de una dada P (ver Figura 2-23) como la suma de una wvelocidad relativa de
estiramiento (caracterizada por el tensor velocidad de deformaciéon d) y una
velocidad relativa de rotacion (caracterizada por el tensor spin w o el vector
vorticidad 2w).

O velocidad

dldx [ E de
/ &stiramiento

[welocidad
wldx O _ O
0Od g de
WX dx[] .,
Brotacmn
X

Figura 2-23
2.14 Derivadas materiales de los tensores
de deformacion y otras magnitudes

2.14.1 Tensor gradiente de la deformacién F y gradiente de la
deformacion inverso F'

Derivando respecto al tiempo la expresiéon de F en la ecuacion (2.3)

- axi (X’t) 0 dF‘U

_ 0o (X) _ 9 ax (X0 _ovi(X,1)

F.
Y 0X dt ot 0X, 0X, _ ot 0X
H—/
V.
1
_ ov,(x(X, 1)) 0x, =,F, O
Ox, 0X
l F
ik ki (2.102)
DdFij )
0 :Fij = likaj l,]D{l,Z,?)}
0 dt
UJ
EHF not
— = F=IF
Odt
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NOTA

No debe confundirse la
derivada material del
tensor inverso

d\F™
dt

de la derivada material

del tensot: (F)_1 .

con el inverso

Ambos tensores son
distintos.

NOTA

Obsérvese que el
resultado es el mismo
que el obtenido en la
ecuacion (2.98) por un
procedimiento
alternativo.

donde se ha tenido en cuenta la expresion (2.91) para el tensor gradiente de la

velocidad 1. Para obtener la derivada material del tensor F~' se deriva la
siguiente identidad:

-1
FF =1 0 S@Eot)=F g +FG‘4F—)=0
dt dt dt

_l .
0N ) g op ' =-F OFET =-F 00
dt [ —
IF 1
- (2.103)
)
U, -1
5 _poy '041,2,3}
Jar v WE0S
2.14.2 Tensores de deformacion Ey e
De las ecuaciones (2.21), (2.102) y (2.93):
E=L(F or-1)0 Eop=lFmer ¥ L=
2 dt 2
%(FTDTEF+FTDDT):%FTEQI+IT (F=F" @F (2.104)

2d
0 E=F M@F

Para el tensor espacial de deformacion e, de las ecuaciones (2.23) y (2.103) se
obtiene:

=l r ) 0 Eee 1) L)

dt 2 [dt dt

:%(ﬂ FF+F7 F7 Q) (2.105)

0 e :%(ﬂ FT O +F7 F )

2.14.3 Derivadas materiales de diferenciales de volumen y de
area

El diferencial de volumen dV(X,t) asociado a una determinada particula, P,

varfa a lo largo del tiempo (ver Figura 2-24) y, en consecuencia, tiene sentido
calcular su derivada material. Derivando la expresion (2.55) para el diferencial
de volumen:

d )=F

Zavi)=——av,

2.106
dt dt ( )

dv(X,t)=[F(X,t)dv, (X)O

con lo que la derivada material del determinante del tensor gradiente de la
deformacién |F | resulta:
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NOTA

La derivada del

determinante de un
tensor A , respecto al
propio tensor, puede

escribirse como:

Al

=[A[A

d|F| _d|F| dF} L, dF; . )
dt dF, dt L Ji tik K K ji ik Kibik
ij T
l"kaf %‘m %ﬁ.zakt
_ -
I = =IFoy O (2.107)

d|F| =|F|O0>

donde se han tenido en cuenta las expresiones (2.102) y (2.91). Substituyendo
ahora la ecuacion (2.107) en la (2.106) se obtiene finalmente, tras considerar la
ecuacion (2.55):

d
E(dV) =(00)|Flav, =[O0 &)av (2.108)
dv

t+dt

X,.Z

Figura 2-24 — Variacion del diferencial de volumen

X, X

Puede operarse similarmente para obtener la derivada material del diferencial
de area asociado a una particula determinada P y a una direccién n (ver Figura
2-25). El vector diferencial de area asociado a la particula en la configuracion
de referencia, dA(X) =dAN, y en la configuracién actual, da(x,?) = dan, estan

relacionados por da = |F| [HAF~ (ver ecuacién (2.59) ) y derivando dicha
expresion:
—(da) = 0F| A EF“): dA F +|F] WAi( )=
L/_J
‘F ‘ EIE} -F'[I
=(O D/]F| dATF™ - |F| dATF™' 00 (2.109)
da da

%(da) =(0B)da-dald=dal(03)1-1)

donde se han considerado las ecuaciones (2.103) y (2.107).
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da=dan

X, X,

Figura 2-25 — Variacion del diferencial de area

2.15 Movimientos y deformaciones en
coordenadas cilindricas y esféricas

Las expresiones y ecuaciones obtenidas en notacion intrinseca o compacta son
independientes del sistema de coordenadas considerado. Sin embargo, las
expresiones en componentes dependen del sistema de coordenadas en el que
se trabaje. Ademas del sistera de coordenadas cartesiano, en el que se ha trabajado
en los apartados anteriores, consideraremos ahora dos sistemas de coordenadas
curvilineas ortogonales: cwordenadas cilindricas y coordenadas esféricas.

Observacion 2-23

Un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales, (denominadas
bl
genéricamente {a,b,c} viene caracterizado por su base fisica

ortogonales entre si (e, [¢, =¢, [¢, =¢, [&. =0), tal como ocurre

e

e,

{e,.e,.e.} unitaria (|e,| =|e, =1) cuyas componentes son

con un sistema cartesiano. La diferencia fundamental es que la
orientacion de la base curvilinea va cambiando en cada punto del
espacio (e, =e, (x) mO{a,b,c}). Asi pues, a los efectos que nos

interesan aqui, podemos considerar un sistema de coordenadas
curvilineas ortogonales como un sistera de  coordenadas cartesiano movil
{x',»",z'} asociado a la base curvilinea {&,,&,,&.} (ver Figura 2-20).

Observacion 2-24

Las componentes, de una cierta magnitud de caracter vectorial (v) o
tensorial (T) en el sistema de coordenadas curvilineas ortogonales
{a,b,c} podran obtenerse como sus respectivas componentes en el sistema

cartesiano local {x',y',z'} :
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Observacion 2-25

Las componentes curvilineas de los operadores diferenciales (el
operador O y sus derivados) 7o son iguales a sus componentes en el
sistema coordenado local {x',y',z"} y deben ser obtenidas especificamente

para cada caso. Su valor para coordenadas cilindricas y esféricas se
roporciona en el apartado correspondiente.

2.15.1 Coordenadas cilindricas

La posiciéon de un cierto punto en el espacio puede definirse mediante sus

coordenadas cilindricas {r, 6, z} (ver Figura 2-26). En dicha figura se presenta

también la base fisica ortonormal &,,&4,€,. Esta base cambia en cada punto

del espacio de acuerdo con:
de,
06

=6y —2=-¢ (2.110)

[k =7rcos@
x(r,0,z) = Ey =rsenf

==

Figura 2-26 — Coordenadas cilindricas

En la Figura 2-27 se presenta el correspondiente elemento diferencial.

dV =rdOdr dz

Figura 2-27 — Elemento diferencial en coordenadas cilindricas

Las expresiones en coordenadas cilindricas de algunos de los elementos
tratados en este capitulo son:
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* Operador nabla:

0o O
X
0 . 10 . 0 . ESCAR
O=—e, +——e;+—e. O 0O==F+— 2.111
o " roe 0 oz - %aeD @11
5 O
I~ 0O
Bz B
* Vector de desplazamientos u y vector velocidad v:
i, O
u=u,é, +ugdy +u.é. Ou=yd 2.112)
A5
o, O
vV=v,e, +veeq+v.e, 0 u= S’GE (2.113)
BB
¢ Tensor infinitesimal de deformacién €
x' Sx'y' & g L, 81‘8 &0
_ 0_ ad
e——{[uDEI] +uod’ =% &y EnTRe e fap
%xz' Sy'z' SZ'Z'H @12 89.7 822@
£ —% &£ 1 aue u" £ —auiz
7 00 = 90 r =" 5, (2.114)
Idou,  Ou, u,0 1 [Pu GuE
E, =—F—~+=L--= & =— r4 27z
® 28B0e0 o B 7 2p0z o[
_1MPue  10u,

£
e~ 52He: - 00

En la Figura 2-27 se presentan las componentes de € sobre el correspondiente
elemento diferencial.

e ‘Tensor velocidad de deformaciéon d:

1 |]ix'x' dx'y' dx'z' O |:J/rlrr dre drz 0
_ n _ 0 0 O
d= E{[V O D] +[V O Ijl } = |jl1x'y' dy'y' dy'z' o %lre de@ d@z 0
@ix'z' dy'z' dz'z' H erz d@z dzz B
_0v, 1ovy v, _0v,
O T L (2115)
ldov, 0vy vg[O _1 E ov.
= = r4+_° -9 + -z
© 2800 o +B % 2p0: rD
0z r 08
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2.15.2 Coordenadas esféricas
Un punto del espacio esta definido por sus coordenadas esféricas {r, 6, (p}.

Linca coordenadas ¢ _ A [k =rsen@ cosq

x=x(r,0,g0)5 Ey =rsen @ sen @

Eg=rcos0

Linea coordenada @

Figura 2-28— Coordenadas esféricas

En la Figura 2-28 se presenta la base fisica ortonormal é,.,ée,éq,. Esta base

cambia en cada punto del espacio de acuerdo con:.

" n de
08, =¢, % _ o %o_y (2.116)
00 00 00
* Operador nabla:
O o 0
O E O
e 1096 06 - .
g=9%: 10 1 % p_pgld g 2.117)
or r 00 rsen@ 0@ 0 roe6 0O
01 o0
D,D sen 6(p%

* Vector de desplazamientos u y vector velocidad v:

W, O
W=U,8, +ugey +uge, O U= ler] (2.118)

o

v=v,e, +vgeq +vee,llu=

PRbR Iy
o o

(2.119)
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e ‘Tensor infinitesimal de deformacion €:

1 ' eryr gx'z' O E“'brr Sre Sr(pD
_ _ 0_0 O
—5{[“5 O+[wogd’ =% &y E T Fe €0 Eap]
%xz' y'z' z'z' H @r(p Setp S(/)(DH
ou, l10u,  u,
€, = €0 = o T
or r 00 r
. 1 Ou (2.120)
o " r sen @ aqo r r
ou u
£, = _ 10 0u, &_uim Sr(ple 1 0u,.+ ‘P_lD
“2H e o rH 2Hsen6 99 or rH
Ju u
SEREREE TS
¢ 2senf dp r 060 r m

En la Figura 2-29 se presentan las componentes de € sobre el correspondiente

elemento diferencial.
e ‘Tensor velocidad de deformaciéon d:

1 x'x dx'v dx'z 0 Djrr dr@ dr(pD
_ _u ’ 0_0 O
—5{[V oO+[vod’} = Mo 4y domide dee depn
Eix'z' dy'z' dz'z' B @L‘(p d@(p d(pqaa
J = ov, _10v, LY
T or %", 00
1 ov (2.121)
o0~ 7 sen@ ago r r
_1dav, vy Ve[ _1d 1 o, +6V¢ _VeU
v 58 o +B ‘v 2Hsn0op o rH
ov A\
d, =lg L 0% 1% ——(pcot(pg
¢ 2senf dp r 96 0
de y
¢ y  dV=r’sen8drdfdy
x

Figura 2-29 — Elemento diferencial en coordenadas esféricas
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NOTACION

Se utiliza aqui la
notacién simplificada:

U, ot
0xX ;

i,J

3 Ecuaciones de
compatibilidad

3.1 Introduccion

Dado un campo de desplazamientos U(X,?) suficientemente regular, siempre
es posible hallar el campo de deformaciones correspondiente (por ejemplo, el
de Green-Lagrange) mediante derivaciéon del mismo respecto a las coordenadas
(en este caso materiales):

1Hu. oU, oU, aU, P 1
E == L4~k k= _yU.. +U, +U, .U, .) i,j0{1,2,3 1
g 2@)(. aX, ax, a)(_,EA 2( U UL, 6700123) G-1)

J

Para el caso de deformaciones infinitesimales, dado el campo de
desplazamientos u(x,?), el campo de deformaciones se obtiene como:

1 U au,’ B’Ot 1 L.

si.:—Ha—’ t——= =\,  +u,;) ,jO{,23 3.2
iy pr_/ o, H 2(” y u_/,) i, jU{ } 3.2
Se puede plantear la pregunta en forma inversa, es decir: dado un campo de
deformaciones &(x,z), ¢es posible hallar un campo de desplazamientos u(x, )

tal que s(x,t) sea su tensor infinitesimal de deformacion? Esto no siempre es
posible y la respuesta la proporciona las denominadas ecuaciones de compatibilidad.
La expresion (3.2) constituye un sistema de 6 (debido a la simetrfa) ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (E.D.P’s.) con 3 incégnitas
u, (X,1),u,(X,1),u5(x,t) . Este sistema esta sobredeterminado, ya que existen
mas condiciones que incégnitas y puede no tener solucion.

Por lo tanto, para que un tensor simétrico de segundo orden €(x,7)
corresponda a un tensor de deformaciones (y que por lo tanto sea integrable y
exista un campo de desplazamientos del cual provenga) es necesario que
verifique unas ciertas condiciones. Estas condiciones se denominan
condiciones o ecuaciones de compatibilidad y garantizan la continuidad del
medio continuo durante el proceso de deformacion (ver Figura 3-1).

1 | 8 | 7 E(X./ 1_‘ 8 | 7
9
2 | 9 |6 2
6
3 4 5 3 4 5

Figura 3-1— Campo de deformaciones no compatible

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



72
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Definicion: I

Condiciones de compatibilidad: Son las condiciones que debe verificar un
tensor simétrico de segundo orden para que pueda ser un tensor de
deformacién y que, por lo tanto, exista un campo de desplazamientos
del cual provenga.

Observacion 3-1

Notese que para definir un tensor de deformacion, no se pueden
escribir de forma arbitraria las 6 componentes de un tensor simétrico.
Es necesario que éstas verifiquen las condiciones de compatibilidad.

Observacion 3-2

Dado un campo de desplazamientos, siempre podemos obtener, por
derivaciéon, un tensor de deformacién asociado al mismo que
automaticamente verificara las condiciones de compatibilidad. Asi
pues, en este caso no tiene sentido la verificacion de estas
condiciones.

3.2 Ejemplo preliminar: Ecuaciones de com-
patibilidad de un campo vectorial poten-
cial

Dado un campo vectorial v(x,7), se dice que es un campo potencial si existe una

funcién escalar (p(x,t) (lamada funcién potencial) tal que su gradiente sea

V(x,t), es decir:

E}v(x, 1)=0¢(x, 1)

U

i (x,1) :@ i0{1,2,3} (33)
X

1

Por lo tanto, dada una funcién escalar @(x,7) (continua), siempre es posible
definir un campo vectorial potencial V(X,t) del cual aquella sea el potencial de
acuerdo con la ecuacién (3.3).

La cuestion que se plantea ahora es la inversa: dado un campo vectorial
V(X,t), ¢existe una funcién escalar (p(x,t) tal que Elq)(x,t): V(X,t)? En
componentes esto se escribe como:
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v :a—(p o v —a—(p:()
toox toox
0 0
=— [ —X=0
y ay y ay (3‘4)
Z_acp 0 ) 0 0
0z 0z

En (3.4) se tiene un sistema de E.D.P’s. con 3 ecuaciones y con 1 incégnita
(@(x,7)), por lo que el sistema estd sobredeterminado y puede no tener

solucion.
Derivando una vez las expresiones (3.4) respecto a (x, y,z) se tiene:

RECORDATORIO

El teorema de Schwartz
(igualdad de derivadas
cruzadas) garantiza que
para una funcién
D(x,,x,....x,)
continua y con
derivadas continuas se
cumple:
20 _ 9’
Ox;0x;  Ox;0x;

0i, j

v, 0% av, 0@ av, 0@

ox  ox’ ay  oxdy 0z oxdz

aVy _ 62(p aVy _ 02(p aVy _ 02(p (3 5)
Ox  0yox dy oy’ 0z 0yoz '
av. _d’¢ ov. _d%o ov. _d’g

ox  0zdx dy - 0z0y 0z o>

La ecuaciéon (3.5) representa un sistema de 9 ewmaciones. Considerando el
teorema de Schwartz se puede ver que en estas 9 ecuaciones intervienen 6
Sfunciones (derivadas segundas) distintas de la incognita @, a saber:

’p d’¢ d’¢ 9’9 Jd’¢ OJ’¢
ox2 7 dy?’ 0z% 7 Oxdy’ oxdz  0y0z

(3.6)

por lo que podemos eliminarlas del sistema original (3.5) y establecer 3
relaciones, denominadas condiciones de compatibilidad, entre las derivadas
espaciales primeras de las componentes de V(x,t).

Por lo tanto, para que exista una funcion escalar (p(x,t) tal que
I:I([(x,t)=v(x,t), el campo vectorial V(x,t) dado debe verificar las siguientes
ecuaciones de compatibilidad:

ov def  []
ax ay w E 5.0 e, 5 €5
e not

Ve OV :OZSVDdondeSEES’yEEi 9 —| =rotv=0xv (3.7
0z  Ox 0 Hg H Ox dy Oz
ov, 0v, df [ z Ve, V, Vv,

L-——=0=S.0
dy 0z =

En consecuencia, de la ecuacién (3.7), las ecuaciones de compatibilidad

pueden escribirse como:

Ecuaciones de compatibilidad ~[TIxv =0
0
- . 0v,
deuncampo Tz ijop2s G
vectorial potencial Hax i Ox;
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RECORDATORIO

Un teorema de la
geometria diferencial
establece que la
divergencia del
rotacional de cualquier
campo es nula:

DX(O)]:O

Observacion 3-3

Las 3 ecuaciones de compatibilidad (3.7 o (3.8) no son
independientes entre si y puede establecerse una relacion funcional
entre ellas. En efecto, aplicando la condicion de que la divergencia del
rotacional de un campo vectorial es nula se obtiene:

Odxv)=0

3.3 Condiciones de compatibilidad para las
deformaciones infinitesimales

Sea el campo de deformaciones infinitesimales &(x,?) de componentes:

g, = 1P, "’”H:l(
2By, T 2™

que puede ser descrito matricialmente mediante:

u,,) i 0,23} (3.9)

E Ou, IEE E 1 [Pu, %
0x 2 2 Oz
[s]zlj‘xy €y syZD:E X ay 5 oz 6;% (3.10)
e ef 0 LB
Wsimétrico) X 0
H H

Debido a la simetria de la ecuacién (3.10) solamente se obtienen de la misma 6
ecuaciones distintas:

€~ aux Y 0
Ox Dy
0

€ —&:0 € —l%-}aﬁazo

T oy ¥ o200z ox [

szz - auZ =0 y
0z az

La ecuacion (3.11) es un sistema de 6 E.D.P.’s con 3 incégnitas que son las
componentes del vector de desplazamientos u(x,#). En general, este problema

(3.11)

no tendra solucién salvo que se verifiquen ciertas condiciones de
compatibilidad. Para obtener dichas condiciones se derivan dos veces las
ecuaciones (3.11) respecto a las coordenadas espaciales y se obtiene:
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I
0 ox

dx?, 6y2 ,0z7%, Oxy, Oxz, 0yz

Atesl

dx?,0y%,0z%,0xy, Oxz, Oyz

= 6 ecuaciones

= 6 ecuaciones

que proporcionan un total de 36 ecuaciones:

d’c, 0du, —lH o’u. H
ox* ox’ 6x2 2 HB z 6y0x2 H
Ve, ol c _1F0, 0%
ay?  axdy’ 6y2 2 Hﬁ ay H
0%, 0u, d’€, _lFP au a
0z oxdz’ 022 2 H 6y022 H
0, 0u, d’e, _15 auB,
oxdy  ax’dy axay 2 EP axay ayzaxB
0’e,, _ 0’u, 1Ho’ u. H
0x0z  Ox’0z axaz 2 Hazzax ayaxazH
%,  o'u, 0’ o’u, L9 [
0y0z  0x0y0z ayaz 2 Epz dy ay OZH

(parag,, €, ,€ . =18ecuaciones) (parag,, €,

€,, =18ecuaciones)

(3.12)

(3.13)

En estas 36 ecuaciones intervienen todas las posibles ferveras derivadas de cada

componente de los desplazamientos u,,u,y u,

derivadas distintas:
0u,

a3, Oxzy, ax’z, 0y3, ayzx, ayzz, 9z,
63uy

ax?, Oxzy, ax’z, 0y3, ayzx, ayzz, az3,
0%u.

ox’, ox’y, ax’z, dy°, dy’x, dy’z, 0z°,

0z%x, 0z y, Oxyz

0z%x, 0z y, Oxyz

0z%x, 0z%y, Oxyz

10 derivadas

10 derivadas

10 derivadas

que constituyen las 30 incégnitas del sistema de 36 ecuaciones

RN
pr axkaxl " 0x, 0x, B
%,—/

30

n=1...36

definido en (3.13).
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Por lo tanto, de este sistema pueden eliminarse las 30 incognitas derivadas de los
3
i

, obteniéndose 6 ecuaciones, en las que no apareceran
0x ;0x,.0x,

desplazaniientos

estas terceras derivadas, donde intervendran las 27 derivadas segundas del tensor de
2

ij , . . .
"~ . Después de las correspondientes operaciones algebraicas,
b Ox

K0X;

deformaciones

estas ecuaciones quedan:

5, Y0 Pes 00
T > 0y0z
O difazszz . azgxx _ 6 €,
%gyy P 9z> axaz
O def 628 azs 0’ €y
Ecuaciones Eﬁzz x2 ) axay -0
. B E . a . a ] . (3.16)
compatibilidad égxy - Bxay Eaax 0z E:O
ES’ “ 0%, 9’ €y , 0 Eas o E:O
o- axaz 0 Ox 0z
O “ 3%, 08, 2% =0
Efyz - ayaz % ox 0z %

que constituyen /Jas ecuaciones de compatibilidad para el tensor infinitesimal de
deformacion €. La expresion compacta correspondiente a las 6 ecuaciones (3.16)
resulta ser:

Ecuaciones de compatibilidad
para el tensor infinitesimal - S=[0x (s X EI) =0 (3.17)

de deformacidén

Observacion 3-4

Las 6 ecuaciones (3.16) no son funcionalmente independientes vy,
aprovechando de nuevo el hecho de que la divergencia del rotacional
de un campo es intrinsecamente nula, pueden establecerse entre ellas
las siguientes relaciones funcionales

EBS 6S w  0S.

+ =0
0 ax ay 0z
Hos oS oS

OB =000xExO)=0 - G——+—"+—=0
[ ox dy 0z

oS
%sz + vz + aSzz :O

H ox dy 0z

Otra forma de expresar las condiciones de compatibilidad (3.16) es utilizando
el operador de tres indices denominado gperador de permutacion (e ):
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Observacion 3-5

El operador de tres indices denominado operador permutacion viene

dado por:

00 - sialgin indicese repite:(i=j o i=k o j=k)
€k = El - sentido positivo (horario) deindices:  ijk{123,231312}
H-l - sentido negativo (antihoraro) de indices : ijk ({132, 321, 213}

En este caso las ecuaciones de compatibilidad pueden escribirse:

S = iy =0 (3.18)

Finalmente, otra posible expresion de las condiciones de compatibilidad es:

Eyu * Euy ~Euy ~Eua =0 1k 10{123}) (3.19)

Observacion 3-6

Puesto que las ecuaciones de compatibilidad (3.16) involucran
solamente derivadas espaciales segundas de las componentes del
tensor de deformacion &(X,t), cualguier tensor de deformacion lineal

(polinémico de orden uno) respecto a las variables del espacio seri

compatible y, por lo tanto, integrable. Como caso particular, 7odo tensor de
deformacion uniforme €(t) serd integrable.

3.4 Integracion del campo de deformacio-
nes infinitesimales

3.4.1 Foérmulas preliminares

Sea el tensor de rotacion Q(x,#) para el caso de deformaciones infinitesimales
(ver capitulo 2, apartado 2.11.0):
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RECORDATORIO

El tensor Q es

antisimétrico
Q=
oo Q,
39, 0
5931 Q3

3 Ecuaciones de compatibilidad

%22%(uDEI—EIDu)

0

0 (3.20)
0,

O, =12 20 0023

H" 2ppx; ox

y el vector rotacién 6(x,?), asociado al mismo, definido como:

0,0 O-Qx0 G-Q,.0

0 "0
Oxu=9,0=FQy 0= 7 Q.. (3.21)

3,8 BB Fo.H

Derivando el tensor de rotaciéon (3.20) con respecto a la coordenada x; se

lerotu:l
2

obtiene:

ou, Ou . 0Q . o 0u; O
Qi/’ :l ui _ “ H O Y :lil:Bu’ - Ui 0 (322)
T2 prj Ox; H Ox, 20x, @x, Ox; {

J

2
Sumando y restando en la ecuacién (3.22) el término 1

k
2 Ox.0x .

L

y reordenando

se obtiene:

an-/- _liﬂ)ui _a“_,- E+l a2uk _l azuk
Ox, 20x, %x- Ox; {§ 20x,0x; 2 0x0x,

J
:il Ui +% _il’:Pu-/ + Ouy, H: 0g; 0E (3.23)
Ox; 20Px, Ox; [ Ox, 2[x, ox; [ or, o,
ik €

m

Jk

La ecuacion (3.23) puede utilizarse ahora para calcular las derivadas cartesianas
de las componentes del vector velocidad de rotacién, 6(x,#), de la ecuacién

(3.21), obteniéndose:

(08, 0Q, oe ot
0x Ox dy 0z

0o, - —_ 0 P T
1 Eia X ay 0z (3.24)
%el — aQ)’Z aszz _ asz)’
Hoz 0z oy 0z
06, _ _ 0Q,. 0t _ 0€ .
0 Ox Ox 0z Ox
(PO 0Q de,, Ot
De N 2 —_ % — Xy yz
? E@ dy 0z ox (3.25)
(o8, _ 0Q., _0e,. 0¢,
00z 0z 0z Ox
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NOTA

De acuerdo con la ecuacién
(3.21) el tensor Q puede
escribirse como:
Q=
oo Q, -Q,0
] m]
7 Qi 0 Qy 7
HQ 31 -Q 23 0
oo -6, 6,0
0 0
D93 0 _91 D
Be, 6 0fH

(06, __any B asxy _ os
]0x ox Ox dy
e, _ 9Q, o, o,

0o, — = =
TRy o (3.26)

%93 __any _as)’z _asxz

oz a2 ox  dy

XX

Supongamos ahora conocido el vector de rotacién O(x,z) y, a través de él
mediante las ecuaciones (3.21), el tensor de rotacién Q(x,?). Considerando el
tensor gradiente de los desplazamientos J(x,#) (ver capitulo 2, apartado 2.11.0)
puede escribirse:

g g i, J (3.27)
200, o O BHERY

Finalmente, escribiendo de forma explicita las diversas componentes de la
ecuacion (3.27) y teniendo en cuenta la ecuacion (3.21) se obtiene:

j=1 j=2 j=3
i=1: Ou €. Ou =e, -6, ou, =g, +6,
0x oy Z
ou, ou , Ou ,
i=2: ——=g, +6; ~=g, ~=g, -6 (3.28)
ox oy ’ 0z
i=3 auz = xz e2 auz = yz + el auz :szz
Ox dy )

3.4.2 Integracion del campo de deformaciones

Sea &(x,f)el campo de deformaciones infinitesimales que se quiere integrar

Esta operacion se hara en dos pasos:

1) Utilizando las expresiones (3.24) a (3.26), se integra el vector de rotacion O(X,t).

La integracion, respecto al espacio, del vector de rotaciéon en las ecuaciones
(3.24) a (3.26) conducira a soluciones del tipo:

0, =0, (x,y,z,6)+c,(t) i0{1,2,3} (3:29)

donde las constantes de integracién, c,;(f), que en general pueden ser

funcién del tiempo, se pueden determinar conociendo el valor (o la
evolucioén a lo largo del tiempo) del vector de rotacion en algin punto del
medio.
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2) En un segundo paso, conocidos ahora el tensor de deformacion infinitesimal

&(x,7)y el vector de rotacion O(x,t), se integra el campo de desplazamientos
u(x, ¢) utilizando el sistema de E.D.P’s de primer orden (3.28) obteniéndose:

u;, =u, (x, ¥, Z,t)+C; (t) i0{1,2,3} (3.30)

De nuevo, las constantes de integracién c;(f) que aparecen en la ecuacion

(3.30), que en general seran funciéon del tiempo, se determinaran
conociendo el valor (o la evolucién a lo largo del tiempo) de los
desplazamientos en algin punto del espacio.

Observacion 3-7

Los procesos de integracion de los pasos 1) y 2) implican integrar
sistemas de E.D.P.”s de primer orden. Si se cumplen las ecuaciones
de compatibilidad (3.16), estos sistemas seran integrables (sin
conducir a contradicciones en su integracion) permitiendo,
finalmente, la obtencién del campo de desplazamientos

NOTA

El tensor de rotacion de
slido rigido Q(f)
(antisimétrico) se
construye a partir del

vector de rotacion é(t)

como:
Q=
B 9 12 _5231%
UAQu 9 Q) O
E n ~ Qs 0 E
0) 7% g
0Ys P -80
56, 6 04

Observacion 3-8 I

La aparicion de las constantes de integracion en las ecuaciones (3.29)
y (3.30) pone de manifiesto que un tensor de deformacion integrable,
€(x,?), determina el movimiento en cada instante de tiempo salvo

not . not

una rotacion ¢(¢) = 0(¢) y una traslacién ¢'(¢) = a(¢):

BB(x, 1) = B(x, ) + 8()
Bl(x, ) =u(x,1) +a(r)

A partir de dicha rotacién é(t) y traslacion u(z) uniformes, puede

&(x,1) -

construirse el siguiente campo de desplazamientos:

u(x,1) = Q()x +a(r)

(0 w’00=Q)

que se denomina desplazamiento de sdlido rigide. En efecto, la
deformacion asociada a dicho desplazamiento es nula:

g'(x,t)=0%" =l(uD OO0+00u") =l(f2 +Q")=0
2 27 T

tal como corresponde al concepto de sélido rigido (sin deformacion).
Por consiguiente, puede concluirse que fodo campo de deformacion
compatible  determina los  desplazamientos del - medio  continuo  salvo  un
desplazamiento  de  solido rigido, €l cual debe determinarse con las
condiciones de contorno apropiadas.
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Ejemplo 3-1
Para un cierto movimiento el tensor de deformacion infinitesimal tiene el signiente valor:
S gx -2 3 x’ zg
2 2
0 y 0
gx,t)=0-= «x 0 O
o 2 O
%xzz 0 x° E

Obtener el vector de desplazamientos W(X,t)y el tensor de rotacion Q(X,t) sabiendo que:
u(x,?)| ={31,0,0}" y Q(x,1)]| 0.

x=(0,0,0)" x=(0,0,0)" —

1) Vector de rotacion:
Planteando los sistemas de ecuaciones(3.24) a (3.20), se obtiene:

09 09 00
—L=0 ; —-=0 ; —Ll= 08, =C,(t)
Ox oy 0z
&=—3xz ; &= ; &=—§x2 O 92=—§x22+C2(t)
Ox oy 0z 2 2
Ox oy 2 0z 2
Las constantes de integracion C,(f)se determinan imponiendo que
Q(x, 1) |x:(0’0’0)7 =0 (y por tanto el vector de rotacion O(x,t) |x:(0’0’0)7 =0)
obteniéndose:
(l (l
oY% o
C,()=C,(t)=Cy(1)=0 O 9(x)=%—§xzz%
02 O
03, 0
H2" B
y el tensor de rotacion resulta ser:
E 0 _3 y - 3 xzzg
00 -6, 6,0 g, 27 27 g
Qx=58, 0 -6=02y 0 O
02 O
H-8, 0, 0 H B , 0
gx V4 O O E

2) Vector de desplazamientos:

Planteando, e integrando, los sistemas de ecuaciones (3.28) se tiene:

0 0 0 .
Phogy ; D=2y ; D=0 O u =4x>-y+C@)
Ox dy 0z

Ou, Ou, Ou, :

—== ; ——= ; —=0 O =xy+C,(t

o Y dy X oz Uy, =xy L (1)

ou Ou Ou .

_6x3 =3x’z ; _6y3 = ; _623 =x> O wu;=xz+C,()
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e imponiendo que (X, )| 0.0y = {3£,0,0}" :
Elhxz - y? +3tg
C(®=3t ; C,(n)=C;®)=0 0O wux,0)=0 xy 0
0 o8

3.5 Ecuaciones de compatibilidad e integra-
cién del tensor velocidad de deforma-
cion

Teniendo en cuenta las definiciones de los tensores de deformacion

infinitesimal € del tensor de rotacién Q vy del vector de rotacion 0, existe una

clara correspondencia entre estas magnitudes y a) el tensor velocidad de
deformacion d, b) el tensor velocidad de rotacién w (o tensor spin) y c) el

vector velocidad de rotacion @ dados en el capitulo 2. Dichas
correspondencias se pueden establecer como sigue:

u v
€(n) d(v)

T TOCT: R PR L
YT Tl T e
v [
o |

(3.31)
_1fou, Ou; _1fpv, 9
2 2 pr Ox; E Wi 2 pr

9=lEI><u Q):—DXV
2 2

Es evidente entonces que el concepto de compatibilidad de un campo de
deformaciones € introducido en el apartado 3.1 puede extenderse, en virtud de
la correspondencia (3.31), a la compatibilidad de un campo de velocidad de
deformacion d(x,?).

Para integrar dicho campo se podra utilizar el mismo procedimiento
visto en el apartado 3.4.2 sustituyendo € por d, u por v, Q por w y 0 por
. Ciertamente esta integracion solo podra llevarse a cabo si se cumplen las
ecuaciones de compatibilidad (3.16) en las componentes de d(x,?).

Observacion 3-9

Las ecuaciones de compatibilidad resultantes y el proceso de
integracion del tensor velocidad de deformacion d(x,#) no estan, en

este caso, restringidos al caso de deformacion infinitesimal.
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4.1 Fuerzas masicas y superficiales

Consideraremos que las fuerzas que pueden actuar sobre un medio continuo
pueden ser de dos tipos: fuerzas mdsicas y fuerzas de superficie (o superficiales).

4.1.1 Fuerzas masicas

Definicion:
Fuerzas misicas: son las fuerzas que se ejercen a distancia sobre las

particulas del interior del medio continuo. Ejemplos de dicho tipo
de fuerzas son las fuerzas gravitatorias, las inerciales o las de

atraccion magética. I

df, =pbdV

Figura 4-1— Fuerzas masicas en el medio continuo

Sea b(X,t) la descripcion espacial del campo vectorial fuerzas misicas por unidad
de masa. Multiplicando el vector de fuerzas mdsicas b(X,t) por la densidad p, se
obtiene el vector de fuerzas masicas por unidad de volumen pb(x,t) (densidad
de fuerzas mdsicas). La resultante total, f,, de las fuerzas masicas sobre el

volumen material V' de la Figura 4-1 sera:

fV =pr(x,t)dV (41)
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Observacion 4-1

En la definicién de las fuerzas de volumen dada en (4.1), se acepta
implicitamente la existencia del vector pb (X, t) de densidad de fuerzas
masicas. Esto supone que, dada una secuencia arbitraria de
volimenes AV, que contienen a la particula P y la correspondiente

£,

secuencia de fuerzas masicas f,, , existe el limite pb (X,t) = lim 75y
i AI/‘*?O i

ademas es independiente de la secuencia de volimenes considerada.

Ejemplo 4-1 — Para un medio continuo, de volumen V, situado en la superficie
terrestre, obtener el valor de la resultante de las fuerzas masicas en funciéon de
la constante gravitatoria g .

Figura 4-2— Campo gravitacional

Suponiendo un sistema de ejes cartesianos (ver Figura 4-2) tal que el eje x,
tenga la direccién de la vertical desde el centro de la tierra el campo vectorial
b(x,t) de las fuerzas gravitatorias por unidad de masa es:

0go 0o

b(x.1)=50 1

HeH

y el valor de las fuerzas masicas puede calcularse como:

0 , O
0 0
f, =pr(x,t)dV =0 o0 O
0 0
gfredry
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En la literatura suele
denominarse vector de
traccion al vector de
fuerzas supetficiales
por unidad de

superficie ¢, aunque

este concepto puede set
extendido a puntos del
interior del medio
continuo

4.1.2 Fuerzas superficiales

Definicion:

Fuerzas superficiales: fuerzas que actian sobre el wntormo del volumen
material considerado. Pueden considerarse producidas por las
acciones de contacto de las particulas situadas en el contorno del
medio con el exterior del mismo.

Sea t(x,t) la descripcion espacial del campo vectorial de fuerzas superficiales

por unidad de superficie en el medio continuo de la Figura 4-3. La fuerza resultante
sobre un elemento diferencial de superficie dS sera t[dS y la resultante total
de las fuerzas de superficie actuando en el contorno 0V del volumen V' podra

escribirse como:

f, = J/t (X, t) das (4.2)

Figura 4-3 — Fuerzas superficiales

Observacion 4-2

En la definicién de las fuerzas de superficie dada en (4.2) se considera
implicitamente la existencia del vector de fuerzas superficiales por
unidad de superficie t(x,t) (vector de traccion). En otras palabras, si
se considera una secuencia de superficies AS,, todas ellas
conteniendo al punto P, y las correspondientes fuerzas superficiales

fas;

fas (ver Figura 4-4), se supone que existe el limite t(x,t)= Aéim0 as Y

que éste es independiente de la secuencia de superficies elegida.
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ASl’fAS
ASz’fAS2

AS3,fAS3

Figura 4-4— Vector de traccion

4.2 Postulados de Cauchy

Consideremos un medio continuo sobre el que actian las correspondientes
fuerzas masicas y superficiales (ver Figura 4-5). Consideremos también una
particula P del interior del medio continuo y una superficie arbitraria, que pasa
por el punto P y de normal unitaria n en dicho punto, que divide al medio
continuo en dos partes (volimenes materiales). En la superficie de corte,
considerada ahora como parte del contorno de cada uno de estos volumenes
materiales, actuaran las fuerzas superficiales debidas al contacto entre ambos.

Sea t el vector de traccién que actia en el punto P considerado como
parte del contorno del primero de estos volumenes materiales. En principio
este vector de traccion (definido ahora en un punto material del interior del
medio continuo original) dependera:

1) De cual sea la particula considerada,
2) de la orientacion de la superficie (definida a través de la normal n) y
3) de cual sea la propia superficie de corte.

El siguiente postulado lo hace independiente de esta ultima condicion:

Figura 4-5—Postulados de Cauchy
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RECORDATORIO
Un postulado es un Obsetvacién 4-3

ingrediente 17 Postulado de Canchy: El vector de tracciéon que actda en un punto
fundamental de una

teotfa que se formula material P de un medio continuo segin un plano de normal unitaria
como principio de la n, depende tnicamente del punto P y de lanormaln |t = t(P,n) .
misma y que, como tal,
no admite
demostracion.

¥, t(P, n)

Observacion 4-4

Sea una particula P de un medio continuo y consideremos distintas
superficies que pasan por el punto P de forma que todas ellas tienen
el mismo vector normal n en dicho punto. De acuerdo con el
postulado de Cauchy, los vectores de traccion en el punto P, segin
cada una de estas superficies, coinciden. Por el contrario, si la normal
a las superficies en P es distinta, los correspondientes vectores de
traccion ya no coinciden (Figura 4-06).

Figura 4-6— Vector de tracciéon en un punto segun distintas superficies

Observacion 4-5

2° Postulado de Canchy - Principio de accion y reaccion: El vector de
tracciones en un punto P de un medio continuo, segin un plano de
normal unitaria n, es igual y de sentido contrario al vector de
tracciones en el mismo punto P segin un plano de normal unitaria
—n en el mismo punto (ver Figura 4-5):

|t(P,n)= —t(P,—n)|
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4.3 Tensor de tensiones

4.3.1 Preliminares: aplicacion de la 22 ley de Newton a un
medio continuo

Consideremos un sistema discreto de particulas en movimiento, tal que una
particula genérica i del mismo tiene una masa m,, una velocidad v; y una

. dv,
aceleracion a, = 7’ Sobre cada particula i actia ademas una fuerza f; que se
t

relaciona con su aceleracion a través de la segunda ley de Newton
f,=ma, (4.3)

y la resultante R de las fuerzas que actian sobre todas las particulas del sistema
resulta set:

R= Zfi = Zmiai (44)

Los conceptos anteriores pueden generalizarse para el caso de medios
continuos entendidos como sistemas discretos constituidos por un numero
infinito de particulas. En este caso la aplicacion de la segunda ley de Newton a
un medio continuo de masa total M , sobre el que actian unas fuerzas
exteriores caracterizadas por el vector de densidad de fuerzas masicas pb(X,?)y
el vector de tracciéon t(x,t), cuyas particulas tienen una aceleraciéon a(x,#)y que

ocupa en el instante ¢ el volumen de espacio V, se escribe:

R=J’pde+ a([tdS =7!:a dm =J’padV

dV
G P (4.5)
Resultante de  Resultante de
las fuerzas las fuerzas
masicas superficiales

4.3.2 Tensor de tensiones

Consideremos ahora el caso particular de volumen material constituido por un
tetraedro elemental situado alrededor de una particula arbitraria P del interior
del medio continuo, y orientado segun se muestra en la Figura 4-7. Sin pérdida
de generalidad puede situarse el origen de coordenadas en P.

El tetraedro tiene un vértice en P y sus caras quedan definidas
mediante un plano de normal n E{nl,nz,n3}r que intersecta con los planos
coordenados definiendo una superficie genérica de area § (la base del
tetraedro) a una distancia & (la altura del tetraedro) del punto P. A su vez, los
planos coordenados definen las otras caras del tetraedro de areas §,,S, y S,
con normales (hacia fuera) —e,, —e, y —e;, respectivamente. Por
consideraciones geométricas pueden establecerse las relaciones:

S =nS S,=n,8§ §,=nS (4.6)

En la Figura 4-8, se introduce la notacién para los vectores de traccion en cada
una de las caras del tetraedro considerado y asociados a las correspondientes
normales.
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ABC=S§
T
BPC=S,=n,S
N
APC =S, =n,S
T
APB=S, =n,S

Figura 4-7 — Tetraedro elemental alrededor de un punto material P

PP’ //n

PN
ABC = § =area de la base del tetraedro

‘ﬁ‘ =h = altura del tetraedro

V= ;S h = volumen del tetraedro

Figura 4-8 — Vectores de traccion en el tetraedro elemental

Por el segundo postulado de Cauchy (ver Observacion 4-5) el vector de
traccion sobre un punto genérico X de una de las superficies S, (de normal

hacia fuera —@,) puede escribirse

not .
t(x,—¢,) = —t(x,&,) =—tV(x) i0{1,2,3} 4.7
Observacion 4-6
Teorema del valor medio: Dada una funciéon (escalar, vectorial o tensorial)

continua en el interior de un dominio (compacto), la funcién alcanza su
valor medio e# e/ interior de dicho dominio.

En términos matematicos:

Dada f(x) continuaen Q, [x 0Q ‘ z[f(x)a’Q =Q0 f(x*)

Valor
medio
de fenQ

En la Figura 4-9 puede verse la interpretacion grafica del teorema del
valor medio en una dimension.
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X
-

Figura 4-9 — Teorema del valor medio

En virtud del teorema del valor medio el campo vectorial t?(x), supuesto

continuo en el dominio §;, alcanza su valor medio en el interior del mismo.
N .
Sea x; [0S, el punto donde se alcanza del valor medio y t" =t(’)(xz,) dicho

valor medio. De forma analoga sean t'=t(xy), p'b =px,)b(x;) ¥y

% % % % . .

pa =p(x,) a(x,) los correspondientes valores medios de los campos: vector
de traccién t(x) en §, densidad de fuerzas masicas pb(x) y de aceleracion
pa(x), los cuales, de nuevo en virtud del teorema del valor medio, se alcanzan

* * . . . . .
en los puntos, x, 0S y x, OV de/ interior de los correspondientes dominios.
En consecuencia puede escribirse:

Jtm (x)dS =t [5, i0{,2,3}

t(x)dS =t" [§
!

4.8)

T/[p(x)b(x) av=pb ¥

J’p(x) ax)dV =pa’ ¥

]

Aplicando ahora la ecuacién (4.5) al tetraedro considerado, se tendra:
pbdV + [tdS + [tdS + [tdS + (tdS =
s e

4.9)

=(pbdV +(tdS+ [(—t")dS + (¥t<2>)ds+ (-t?)dS =(padV
jerafrer frer e reneT

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (4.7). Substituyendo la ecuacion (4.8)
en la expresion (4.9), ésta se puede escribir en términos de los valores medios
como:

p b v+t s—tW's —tO 5, —¢O)s =p"a" ¥ (4.10)
Substituyendo ahora la ecuacion (4.6) y expresando el volumen total de la

piramide como V = ;S h la ecuacion (4.10), puede escribirse como:
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;p* b hS+t'S —t0'n s —t®n,5 -t n,s =;p a” hS [

4.11
| R s () Q) Gr. _1 « » 1)
5p b h+t -t n —-t“n, -t n3—§p ah

La expresion (4.11) es valida para cualguier tetraedro definido por un plano de
normal n situado a una distancia 4 del puntoP. Si se considera ahora un
tetraedro infinitesimal, alrededor del punto P, haciendo tender a cero el valor

de ‘PP" =h pero manteniendo constante la orientacion del plano

(n =constante), en la ecuaciéon (4.11) se tiene que los dominios S,, S y

V colapsan en el punto P (ver Figura 4-7), con lo cual los puntos de los
respectivos dominios en los que se obtienen los valores medios tienden
también al punto P:

X, =0 gimd (G = e0(p) D023y .
Xy - X, [ gilag[t*(xz,n]=t(P,n)

y ademas
fimBlp* b’ hB:fimBlp* a hEo (4.13)
h-0[B O #-o[B O
Tomando ahora el limite de la ecuaciéon (4.11) y substituyendo las (4.12) y
(4.13) 1a expresion (4.11), conduce a:
t(P,n)—tVn, —t®n, -t®n, =0 O t(P,n)-tn, =0 (4.14)

El vector de tracciones t®) puede escribirse en funcién de sus componentes
cartesianas, ver Figura 4-10, como:

(4.15)

i

(1) - A A Ao oA
tV =0, +0,¢é, +0,;¢; =08

Figura 4-10 — Descomposicién en componentes del vector de traccion t()

Operaciéon que puede realizarse en forma analoga por los vectores de traccion
t® y t@ (ver Figura 4-11):
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Figura 4-11— Vectores de traccion t®) y t0)

= 0,€ +0,e, +0,8; =0,¢, (4.16)
t0) = 03,€, + 05,8, +03,€; =06, “.17)
Resultando para el caso general:
tPy=0o,e, i,j0{23} (4.18)
o, (P)=t"(P) i, j0{1,2,3} (4.19)

Observacion 4-7
Notese que en la expresion (4.19) las funciones 0; son funciones de

(las componentes de) los vectores de traccion 1\ (P) sobre superficies

especificamente orientadas en el punto P. Se enfatiza, pues, que dichas
funciones dependen del punto P, pero no de la normal n:

0; =0;(P)

Substituyendo la ecuacion (4.19) en la (4.14):
t(P,n)=nt" 0 ¢,(P,n)=n; t"(P)=n; 0;(P) i,j0{1,2,3} 0

4.20
t(P,n) =n[O(P) (4:20)

donde se ha definido el Tensor de Tensiones de Cauchy O':
o=0,¢ e, (4.21)
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Observacion 4-8

Notese que la expresion (4.20) t(P,n) =n[6(P) es consistente con

el primer postulado de Cauchy (ver Observacion 4-3) y que el
segundo postulado (Observacion 4-5) se cumple a partir de:

t(P,n)=nBJ 0 b
t(P,—n)=—n BIED t(P,n)— t(P, n)

Observacion 4-9

De acuerdo con las expresiones (4.18) y (4.21) la construccion del
tensor de tensiones de Cauchy se realiza a partir de los vectores de
traccion segun tres planos coordenados que pasan por el punto P (ver
Figura 4-12). Sin embargo mediante la ecuacion (4.20), se observa que
en dicho tensor de tensiones O(P) se encuentra la informacién sobre

los vectores de traccion correspondientes a cualguzer plano (identificado
por sunormal n ) gue pase por dicho punto.

4.3.3 Representacion grafica del estado tensional en un punto

Es frecuente acudir a representaciones graficas del tensor de tensiones basadas
en paralelepipedos elementales alrededor de la particula considerada, con caras
orientadas segun los tres planos coordenados, y en la que los correspondientes
vectores de tracciéon se descomponen vectorialmente en sus componentes
normal y tangencial al plano de acuerdo con las expresiones (4.15) a (4.20) (ver
Figura 4-13)

4.3.3.1 Notacion cientifica

La representacion de la Figura 4-13 corresponde a lo que se conoce como
notacion cientifica. En dicha notaciéon la matriz de componentes del tensor de
tensiones se escribe:

|])-11 012 013 E
o=@, On Oyh (4.22)
5 03 O30
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y cada componente O, puede caracterizarse en funcion de sus subindices

como:
o indica el plano de actuacion
Ondice i — . .
[ (plano perpendicular al eje Xi)
g
o, - O (4.23)

o . indica la direccién de la tension ’

gn‘hce /= |(direccién del cje x ;)
XA
A0
;0-3
23“ =022
O.21 )g

1 1
Figura 4-13 — Representacion grafica del tensor de tensiones (notacion
cientifica)
4.3.3.2 Notacion ingenieril

En notacién ingenieril, las componentes del tensor de tensiones de Cauchy se
escriben (ver Figura 4-14):

[b-x Txy sz D
O 0
0=, 0, T.Q (4.24)
%zx Tyz 02 E
[U, — Tension normal actuante sobre el plano perpendicular al eje a
0
% Tension tangencial actuante sobre el plano perpendicular al eje a (4.25)
g“b " lenla direccion del eje b
B

Yo

\<v

Figura 4-14 - Representacion grafica del tensor de tensiones (notacion
ingenieril)
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NOTA

Es evidente que valores
negativos de las
componentes del
tensor de tensiones
redundarin en
representaciones
graficas de signo
opuesto al de los
valores positivos
indicados en las figuras.

4.3.3.3 Criterio de signos

Consideremos un particula P del medio continuo y un plano de normal n que
pase por (ver Figura 4-15). El correspondiente vector de tracciéon t puede
descomponerse en sus componentes normal 0,y tangencial T,. El signo de la

proyecciéon de t sobre m (0 =t[h) define el caracter de #raccion (O, tiende a
traccionar al plano) o compresion (G, tiende a comprimir al plano) de la

componente normal.

0o, =0n

n

> 0 traccion
o=thh [ 3
X 0 compresion

Figura 4-15— Descomposicion del vector de traccion

Este concepto puede utilizarse para definir el signo de las componentes del
tensor de tensiones. A estos efectos en el paralelepipedo elemental de la Figura
4-13 se distingue entre caras vistas o positivas (cuya normal hacia fuera va en la
direccion positiva del vector de la base y que se ver en la figura) y las restantes
caras o caras ocultas o negativas.

El criterio de signos para las caras vistas es el siguiente:

) ositivas (+) ] traccion
Tensiones normales |0, 0 0, . B
‘ [negativas (—) U compresion

ositivas (+) 0 sentido del eje b

—

Tensiones tangenciales

“ Fegativas (=)0 sentido contrario al eje b

De acuerdo con estos criterios los sentidos de las tensiones representados en la
Figura 4-14 (sobre las caras vistas del paralelepipedo) corresponden a valores
positivos de las respectivas componentes del tensor de tensiones.

En virtud del principio de accién y reaccion (t(P,n)= —t(P,—n) )y para
las caras ocultas del paralelepipedo, dichos valores positivos de los
componentes del tensor de tensiones suponen sentidos contrarios para su

correspondiente representacion grafica (ver Figura 4-16).
A
z

% | O«
Lo Ty
-

O-y<___,7vr Vsz _
Ty >
I y
g

T
\j
X 02

Figura 4-16 — Tensiones positivas en los planos ocultos
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4.4 Propiedades del tensor de tensiones

Consideremos un volumen material arbitrario ' de un medio continuo y sea
0V el contorno de este volumen material. Sean b(x,t) las fuerzas masicas que
actiian en V y sea t'(x,z) el vector de traccion prescrito que actiia sobre el
contornodV . Sean, finalmente, a(x,?) el campo vectorial de aceleraciones de
las particulas y 0(x,7) el campo tensorial de tensiones de Cauchy (ver Figura
4-17).

b(x,t) xV

t"(x,7) xOoy

Figura 4-17

4.41 Ecuacién de Cauchy. Ecuacion de equilibrio interno

El tensor de tensiones, las fuerza masicas v las aceleraciones estan relacionadas
) y
por la denominada Ecuacidn de Canchy:

. M+pb=pa Ox OV
Ecuacionde [

- O-i‘ .. 4.26
Cauchy Bax_J +pb, =pa; i, j0{1,2,3 (4-26)
cuya expresion explicita en notacién ingenieril resulta:
(Do, , ot,, L0t b =
Jox "oy oz TP
[B 0 0
Ty 00, 0Ty b, = pa, (4.27)
0 6x 6y 0z ’ ’
Epr Dz 4 99 4 oh = pa,
Oox  dy

Si el sistema esta en equilibrio la acelerac1on es nula (a=0), la expresion (4.20)

queda:

) Mo+pb=0 Ox OV
Ecuacion de 0
i (4.28)

e - [P
equilibrio interno B_ +pb. =0 i,J D{1,2,Z§
Ox, !

que se conoce como la Ecuacion de equilibrio interno del medio continuo.
La deduccién de las ecuaciones de Cauchy se hace a partir de/ Postulado
de balance de la cantidad de movimiento que es objeto de estudio en el capitulo 5.
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4.4.2 Ecuacion de equilibrio en el contorno

La ecuaciéon (4.20) puede ser ahora aplicada a los puntos del contorno
considerando que el vector de traccién es ahora conocido en dichos puntos

(t=t"). El resultado es la denominada ecuacion de equilibrio en el contorno:

Ecuacién de equilibrio %1()(, 1)o(x,1)=t"(x,7) OxOoV

- . (4.29)
en el contorno B, 0, =1; i, jU{1,2,3}

4.4.3 Simetria del tensor de tensiones de Cauchy

Mediante la aplicaciéon del principio de balance del momento angular (ver
capitulo 5) puede demostrarse que el tensor de tensiones de Cauchy es sizétrico:

o=0’

4.30
o,=0, i,j0{23} *50)

Observacion 4-10

La simetrfa del tensor de tensiones permite que las ecuaciones de
Cauchy (4.28) y de equilibrio en el contorno (4.29) puedan escribirse,
respectivamente, como:

[Mo+pb=c@+pb=pa UxOV
0o, spb, =00y = ,j0{1,2.3
% pj_axi PJ—PCIJ- 1] 94y
Fhio=ch=t(x,1) OxOoV
gzi 0, =0,n =t)(x,) OxO0V  4,;0{1,2,3}

Ejemplo 4-2 — Un medio continuo se mueve con un campo de velocidades cuya descripcion
espacial esv(X,t) = [Z, X, y]T . E/ tensor de tensiones de Canchy es de la forma:
Oy gx,zt) 00
o=they) 21+ 0
HO 0 0
Determinar las funciones g, by la forma espacial de las fuerzas de volumen b(X,t) que

generan el movimiento.

Resolucion:
Sabemos que el tensor de tensiones es simétrico, por lo tanto:
O a(y)=C
o=0’ 0 hp)=gxzn 0 0 ')
B(xz,)=C

donde C es una constante.

Ademas la divergencia del tensor resulta ser nula:
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C 00
o o 6D[y

0
0= g za+0 o[ 0 0]
% oy 625@ 0 05

por lo tanto, la ecuacién de Cauchy quedara:

OLo+pb=
Pb=pady .,
Ule=0 0
y aplicando la férmula de la derivada material de la velocidad:
dt 0t ot
0o O
0
axD O 1 00O
DV—DDV=% z X y]=g) 0 IB
Y
05 O H 0 0
b=
M 1 00

a=v[l[|v=[z x y][%) 0 15=[y z x]
g 0 08

0 bxp=axn=[y z "

RECORDATORIO

Un teorema del dlgebra
tensorial garantiza que
todo tensor de segundo
orden simétrico
diagonaliza en una base
ortonormal y sus
valores propios son
reales.

4.4.4 Diagonalizacion. Tensiones y direcciones principales

Consideremos el tensor de tensiones @. Al tratarse de un tensor de segundo
orden simétrico diagonaliza en una base ortonormal y sus autovalores son
reales. Consideremos, pues, su matriz de componentes en la base cartesiana
(x,y,z)de trabajo (ver Figura 4-18):

b T

X Xy

_U
0=gd» O, U0
sz Tyz 0. Hx,y,z)

En el sistema cartesiano (x,)',z') en el que 0 diagonaliza su matriz de
componentes sera:

-~ —

Xz D
E (4.31)

@, 0 00
0=EO o, OE (4.32)

HO 0 o, Ex,’y,’z,)

Definiciones:

Direcciones principales (de tension): Las direcciones, asociadas a los ejes
(x',',2"), en las que el tensor de tensiones diagonaliza.

Tensiones principales: 1os valores propios del tensor de tensiones
(0,,0,,0,). En general, se supondran ordenadas de la forma
{0,20,20,}.
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Figura 4-18 — Diagonalizacion del tensor de tensiones

Para obtener las direcciones y tensiones principales, se debe plantear el
problema de autovalores asociado al tensor 0. Es decir, si A y v son un
autovalor y su correspondiente autovector, respectivamente, se plantea:

c=Av0[o-AT3=0 (4.33)

Para que la soluciéon de este sistema sea no trivial (distinta de v=0), el
determinante de (4.33) tiene que ser igual a cero, es decir:

detfo -1 = o -21 =0 (434)

La ecuacion (4.34) es una ecuacion polinémica de tercer grado enA . Siendo el
tensor O simétrico, sus tres soluciones (A, =0,,A, =0,,A; =0;)son reales.
Una vez hallado los autovalores y ordenados segun el criterio 0, 20, 20,, se
puede obtener el vector propio v
sistema (4.33):

para cada tensiéon O, resolviendo el

[o-0 3@ =0 i0{1,23} (4.35)
que proporciona una solucién no trivial para los autovectores v ortogonales
entre si, la cual, una vez normalizada, define los tres elementos de la base
correspondientes a las tres direcciones principales.

Observacion 4-11 I

De acuerdo con la interpretacion grafica de las componentes del
tensor de tensiones del apartado 4.3.3, sobre las caras del
paralelepipedo elemental asociado a las direcciones principales de
tension no actian mas que unas tensiones normales que son,
precisamente, las tensiones principales (ver Figura 4-18).
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NOTA

Se define como tensor
isétropo a aquel que es
invariante frente a
cualquier cambio de
base ortogonal. La
expresion mas general
de un tensor isétropo
de segundo orden es
T=0a1 siendo g un

escalar cualquiera.

4.4.5 Tension mediay presion media

Definicion:

Tension media: Es el valor medio de las tensiones principales

(01 +0, +03)

Observando la matriz de componentes del tensor de tensiones en las
direcciones principales (4.32), resulta:

o, =%(01 +0, +03)=%Tr(o) (4.36)

Definicion:

Presion media: Es la tension media cambiada de signo

. . not
presion media = p=-0,, = —5(01 +0, + 03)

Definicion:

Estado de tension hidrostatico: Es aquel en el que las tres tensiones
principales son iguales:

o 0 00

0,=0,=0,; U OEB) o OB=01

B 0 of

Observacion 4-12

Un estado de tension hidrostatico implica que el tensor de tensiones
es isétropo y, por tanto, que su matriz de componentes es la misma
en cualquier sistema de coordenadas cartesianas.

En consecuencia, cualquier direccion es direccion principal y el estado
tensional (vector de traccion) es el mismo para cualquier plano.
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NOTA

Este tipo de
descomposicién puede
hacerse con cualquier
tensor de segundo
orden.

4.4.6 Descomposicion del tensor de tensiones en sus partes

esférica y desviadora

El tensor de tensiones 0 puede descomponerse en una parte (0 componente)

esférica O, y una parte desviadora 0"

c=0, + O
— —
Parte Parte
esférica  desviadora
donde la parte esférica se define como:

def | Sj’” 0
O = gTr(G)1 =0,1=50 o,
EO 0

Lo szD II)-m
- _ O O O
0=0-0. =, 0, T.g 0

H. o.H Ho

X Txy

yz

resultando:

00

0
00

0,

donde 0, es la tension media definida en (4.36). Por la definicion (4.37) la
parte (o componente) desviadora del tensor de tensiones sera:

0
o

m

0

00
0

00
o,H

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Observacion 4-13

La parte esférica del tensor de tensiones @, es un tensor is6tropo (y

define un estado tensional hidrostatico) y por lo tanto es invariante
frente a un cambio de base ortogonal.

Observacion 4-14
La componente desviadora del tensor es un sudicador de cuanto se

aparta el estado tensional de uno hidrostatico (ver ecuacion (4.39) y la
Observacion 4-13).

Observacion 4-15

!

ag.
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Las direcciones principales del tensor de tensiones y de su
componente desviadora coinciden. La demostracién es trivial
teniendo en cuenta que, de la Observacion 4-13, la parte estérica O,

es diagonal en cualquier sistema de coordenadas. En consecuencia, en
la ecuacion (4.39), si @ diagonaliza en una cierta base, también lo hace
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RECORDATORIO

Los invariantes
tensoriales son
combinaciones
algebraicas escalares de
las componentes de un
tensor, que no cambian
al cambiar la base.

La traza del tensor (componente) desviador es nula. Teniendo en
cuenta las ecuaciones (4.36) y (4.39):

Tr(o)=Tr(c -0,,)=1Tr(0) -Tr(0,,) =30, —30, =0

Observacion 4-16 I

4.4.7 Invariantes tensoriales

Los tres invariantes fundamentales del tensor de tensiones (0 znvariantes I) son:

I, =Tr(0)=0, =0, +0, +0, (4.41)

1
I, 5(0 o-1} ) ~(0,0, +0,0, +0,0,) (4.42)
I, = det(o) (4.43)

Cualquier combinacién de los invariantes I es a su vez otro invariante. As{ se
definen los siguientes znvariantes J :

J, =1, =0, (4.44)
1 1 1
J, 5([2 21, )= 29,0, =5(0:0) (4.45)
J :%(113 +31,1, +313)=§Tr(aww)=%0ij0jk0ki (4.46)

Observacion 4-17
Para un tensor puramente desviador @' los correspondientes
invariantes | resultan ser (ver Observacion 4-16 y las ecuaciones (4.41)

a (446)):
O
Jy=1,=00 E‘"l‘o
J, =1, ED o0 ,=1I, l(o :0')= 1 0,0,
_ 0 2 2
J3 _13 H N , 1
E]3 =1 37T E(Gljcjkckl)
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4.5 Tensor de tensiones en coordenadas
curvilineas ortogonales

NOTA 4.5.1 Coordenadas cilindricas
Son aplicables aqui los _ ) ) . .
mismos conceptos y Consideremos un punto en el espacio definido por las coordenadas cilindricas
nociones respecto a {r,@, Z} (Ver Figura 4_19);
sistemas de
coordenadas curvilineas [k = 0

i A Az =rcos

ortogonales, explicados z A Z 0 .
en el apartado 2.15 del ’ x(r, 0, Z)Ey=r sin®

capitulo 2.

-

Figura 4-19 — Coordenadas cilindricas

En dicho punto consideraremos la base fisica (ortonormal) {ér,ée,éz} y un
sistema cartesiano de ejes locales {x,y",z"} definido dextrégiro. En esta base

las componentes del tensor de tensiones son:

x'z O |:C-r Tre Trz E

To-[ (4.47)
rz Tez 0. E

anr i
>

dV =rdOdr dz

Figura 4-20— Elemento diferencial en coordenadas cilindricas

cuya representacion grafica sobre un paralelepipedo elemental puede verse en
la Figura 4-20, donde se han dibujado las componentes del tensor de tensiones
en las caras vistas. Notese que, ahora, las caras vistas en la figura no coinciden
con las caras positivas, definidas (en el mismo sentido que en el apartado
4.3.3.3) como aquellas cuya normal coincide (en direcciéon y sentido) con un
vector de la base fisica.
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Linea coordenadas @ . A

4.5.2 Coordenadas esféricas
Un punto en el espacio esta definido por las coordenadas esféricas {r, 9,(& (ver
Figura 4-21).

Ok =7 sinB cos @
x=x(r,9,(p)E %/=rsinesen(p
Eg=rcose

Linea coordenada @

Figura 4-21— Coordenadas esféricas

Para cada punto consideraremos la base fisica (ortonormal) {é,.,ée,é(p} y un
sistema de ejes locales cartesiano{x", ",z } definido dextrégiro. En esta base

las componentes del tensor de tensiones son:

fo, 1., 1.0 0o 14 1,0

o’ 0.0 0
0=,y O, T, e s Teo[ (4.48)

%x'z' Ty'z' O-z' E %r(p T(pG O-(DE

La representacion grafica de las componentes del tensor de tensiones en
coordenadas esféricas puede verse en la Figura 4-22, donde se han dibujado las
componentes del tensor de tensiones en las caras vistas.

do - A

¢ yV dv =r’sinBdr d8 d@

Figura 4-22 — Elemento diferencial en coordenadas esféricas
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4.6 Circulo de Mohr en 3 dimensiones

4.6.1 Interpretacion grafica de estados tensionales

El tensor de tensiones juega un papel tan crucial en la ingenierfa que,
tradicionalmente, se han desarrollado diversos procedimientos, esencialmente
graficos, para su visualizacién e interpretaciéon. Los mas comunes son los
denominados Cireulos de Mobr.

Sea P un punto arbitrario de un medio continuo y sea 0(P) el tensor de

tensiones en dicho punto. Consideremos un plano arbitrario, con normal
unitaria n, que pasa por P (ver Figura 4-23). El vector de traccién en el punto
P correspondiente a dicho plano es t=0[h. Podemos descomponer ahora
dicho vector en sus componentes @,, normal al plano considerado, y la

componente T, tangente a dicho plano.
Consideremos ahora la componente normal 0, =0n, donde O es la

componente normal de la tensién sobre el plano, definida de acuerdo con el
criterio de signos del apartado 4.3.3.3:

[0 >0 traccion

o, =0l U .
[0 <0 compresion

n

(4.49)

Consideremos ahora la componente tangencial T,, de la que sélo nos va a
interesar su modulo:

(4.50)

Figura 4-23 — Descomposicion del vector de traccion

Podemos caracterizar ahora el estado tensional en el punto considerado sobre
el plano de normal n mediante la pareja:

1) - 4.51
S (4.51)

que, a su vez, determina un punto del semiplano (x =0, y=T)ORxR" de la
Figura 4-24. Si consideramos ahora los infinitos planos que pasan por el punto
P (caracterizados por todas las posibles normales mn ) y obtenemos los
correspondientes valores de la tensién normal 0; y tangencial T, vy, finalmente,

los representamos en el semiespacio mencionado, obtendremos una nube de
b
puntos de la que podemos preguntarnos si ocupa todo el semiespacio o estd
limitada a un lugar geomiétrico determinado. l.a repuesta a dicha pregunta la
gar g
proporciona el analisis que sigue.
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T
A
(01aT1) n - (OI’TI)
. 0'2,'[2) n, — (0-2’.[2)
hd hd . . .
°
(Ol’Tl) n; - (Oi’T‘)
=O'

Figura 4-24 — Lugar geométrico de los puntos (O,T)

4.6.2 Determinacion de los circulos de Mohr

Consideremos el sistema de ejes cartesianos asociado a las direcciones
principales del tensor de tensiones. En esta base, las componentes del tensor

seran:
o, 0 00
o= EO g, 0 Econ 0,20,20, (4.52)

B 0 oF

y el vector de traccion tendra por componentes

©, 0 000 B n0
oyl M, 0.0 'O
t=cth=00 0, 0=, mp (4.53)

H 0 o,HmBE B;nH

donde n,,n,,n, son las componentes de la normal n en la base asociada a las
direcciones principales. A la vista de la ecuacién (4.53) la componente normal
de la tension (0), definida en la ecuaciéon (4.49), y el médulo del vector de
traccion seran, respectivamente:

1

Lk, O
%2 E: o,n] +0,n; +0,n; =0 (4.54)
H

EZ

th =[01n1, 0,n,, 03n3]

0 =t =02 +0ln? +0ln? (4.55)

También podemos relacionar los médulos del vector de traccion y de sus
componentes normal y tangencial mediante:

— 2.2 2.2 2.2 — 2 2
=|0yn; +05n; +03n; =07 +1 (4.56)

donde se ha tenido en cuenta la expresion (4.55). Finalmente, la condicién de
normal unitaria de n se puede expresar en funcién de sus componentes como:

|n|=1D nl +n; +n; =1 (4.57)

Las ecuaciones (4.50), (4.54) y (4.57) se pueden sintetizar en la siguiente
ecuacién matricial:
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(67 o7 o0 b +1°0
0 0d,0 O U
|j.)'1 o, 03D|]1§D=D (e) DD AX=b
gt 1 IgH H 1 H
| ) W —) | —]
A X b

El sistema (4.58) puede ser interpretado como un sistema lineal con:

(4.58)

a) Una matriz de coeficientes, A(0), definida por el tensor de tensiones en

el punto P (a través de las tensiones principales).

b) Un término independiente, b, definido por las coordenadas de un
cierto punto en el semiespacio 0 — T (representativas a su vez del estado
tensional sobre un cierto plano)

¢) Un vector de incégnitas X que determina (mediante las componentes
de la normal m) a qué plano corresponden los valores de o vy

7 elegidos.

Observacion 4-18 I
En principio solo seran factibles las soluciones del sistema (4.58)

T
=1,2 ,2 2 e
cuyas COl’l’lpOfleltCS X= [l’ll N ,}13] sean pOSlthﬂS y menores que 1

h<nl <1
(ver ecuacion (4.57)). U %) <n; <1
H<n?<l
Toda pareja (0,T) que conduzca a una soluciéon X que cumpla este

requisito sera considerado un punto factible del semiespacio 0—T, el
cual es representativo del estado tensional sobre un plano que pasa por P. El
lugar geométrico de los puntos (0, T) factibles es la denominada regidn

Gctible del semiespacio 0—T.

Consideremos ahora el objetivo de encontrar la regién factible. Mediante
algunas operaciones algebraicas, el sistema (4.58) puede ser reescrito como:

E(I) > 02+r2—(a1 +a3)0+0103— A 1=0

0 01 — 03

%U) - o’ +1? —(02 +a3)a+0203 A ni=0

0 0,0, (4.59)
D 2 2 A 2

LIl -0 +71 —(01 +02)0+0102— ny =0

= g, —0,

4=(0, -0,)lo, -0,) 0, -3,

Consideremos ahora, por ejemplo, la ecuacion (III) del sistema (4.59). Es facil
comprobar que puede escribirse como:

(0-a) +12 =R?
=2l +o) (4.60)

O _1
@“ 2
A
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que corresponde a la ecuaciéon de una semicircunferencia en el semiespacio
0 —T de centro C, y radio R;:

C, =Bl—(a1 +02)OE
2 0
R, =\/i(a1 —02)2 +(a2 —03)(01 —03)}132

Los distintos valores de n32 D[O,l] determinaran un conjunto de

(4.61)

semicircunferencias concéntricas de centro C; y radios R;(n;) en el
semiespacio 0 — T, cuyos puntos ocuparan una cierta regiéon del mismo. Dicha
regiéon vendra delimitada por los valores maximo y minimo de R;(ny).

Observando que el radical de la expresion de R, en (4.61) es positivo, estos

valores se obtendran para n; =0 (el radio minimo) y n; =1 (el radio maximo)

ni=00 RM™ =l(01 —02)
2 (4.62)
n;=10 R =%(01 +02)—03

El dominio delimitado por ambas semicircunferencias definird una primera
limitacién del dominio factible al indicado en la Figura 4-25.

T

max
R3
min
R3

-
|

03 02 C3 01 o

Figura 4-25 — Primera limitacion del dominio factible

El proceso puede ser ahora repetido para las otras dos ecuaciones (I) y (II) de
(4.59) obteniéndose los siguientes resultados:

= =i

- Ecuacién (I) : C, = %(0 +0 )ODD 0 2
B P E E{elmaxzbl_al
max 1
E E 5 :_(01_03)

- Ecuacién () :  C, =Dl(o1 +o,)ol0 g° 2

mm

a, |02 a2|
B E D mm _l _
- Ecuacion (II): C, %(o +o )ODD 0> 2(0 02)

H 4 E R =0, —a
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Para cada caso se tiene, como region factible, una semi-corona definida por los
radios minimo y maximo. Evidentemente la region factible final tiene que estar
en la interseccion de dichas semi-coronas tal como se indica en la Figura 4-20).

A
T

zona factible

Figura 4-26 — Zona factible

En la Figura 4-27 se muestra la construccion final resultante de los tres semi-
circulos de Mohr pasando por los puntos 0,,0,y O, .

T

(o) (o)

3 2 g, ()

Figura 4-27— Circulos de Mohr en tres dimensiones

Puede demostrarse, ademas, que todo punto del interior del dominio encerrado
por los circulos de Mohr es factible (en el sentido de que los correspondientes
valores de 0 y T corresponden a estados tensionales sobre un cierto plano que
pasa por el punto P).

La construccién del circulo de Mohr es trivial (una vez conocidas las
tres tensiones principales) y resulta de utilidad para discriminar posibles estados
tensionales sobre planos, determinar valores maximos de las tensiones
tangenciales etc.

Ejemplo 4-3 — Las tensiones principales en un cierto punto de un medio continuo son:
=10 ; 0,=5 ; 0;,=2
En un cierto plano, que pasa por dicho punto, las tensiones normal y tangencial son Oy T
respectivamente. Ragonar si son posibles los siguientes valores de O y T:
a0=10 ; 1=1
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bjo=5 ;1=4
0o=3 ; 1=1

Resolucion:
Dibujando los Cireulos de Mohr para el estado tensional que nos definen y los
puntos pedidos en el semiespacio 0 —T:
T
A Pto. b)

c=2 0=5 o=10
Solo en la zona sombreada es posible encontrar puntos que representen
estados tensionales (puntos factibles). Se comprueba qwe ninguno de los
considerados puede serlo.

NOTA

Este tipo de problemas
se analiza en
profundidad en el
capitulo 7, dedicado a
la Elasticidad
bidimensional.

4.7 Circulo de Mohr en 2 dimensiones

Muchos problemas reales en ingenierfa se asimilan a un estado tensional ideal
bidimensional en el que se conoce (o se supone) a priori cual es una de las
direcciones principales de tensién. En estos casos, haciendo coincidir el eje
cartesiano X, (o el eje z) con dicha direcciéon principal (ver Figura 4-28), las
componentes del tensor de tensiones pueden escribirse como:

w, o0, O D o, 1, 00
- U
0=%n Opn % g, 0 N

HO 0 033@ H0 0 0.8

Consideremos ahora solamente la familia de planos paralelos al ¢je x, (por tanto, la

(4.63)

componente n, de su normal es nula). El correspondiente vector de traccion
tiene la expresion:

0,0 ®, o, 000
il 00 O

t(P,n)=cm O %25_ . 0, 000 (4.64)
BH Bo 0 o.HHH

y su componente ¢, se anula. En las ecuaciones (4.63) y (4.64) las componentes

del tensor de tensiones 0, de la normal al plano n y del vector tracciéon t,

asociadas a la direccion x;, o bien son conocidas (este es el caso de
0,3, 053,130 t3), o bien no intervienen en el problema (como es el caso de

0,,). Esta circunstancia sugiere prescindir de la tercera dimension y reducir el
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m

analisis a las dos dimensiones asociadas a los ejes x,,X, (0 x,y) como se

indica en la Figura 4-28.

\

VX,

Figura 4-28 — Reduccién del problema de tres a dos dimensiones

Entonces podemos definir el problema ez e/ plano a partir de:

o= o, o,0 o, Txy%
—4 D_
%12 0xn0 %xy 0,

0 o, o,dnr0

t(P,n)=Gﬁl= ID: 11 12|:|D1D

52 U %12 Oy .0

4.7.1 Estado tensional sobre un plano dado

(4.65)

(4.66)

Sea un plano (siempre paralelo al eje z) cuya normal unitaria n forma un
angulo 0 con el eje x. Se define un vector unitario m en la direccion zangencial

a la traza del plano y en e/ sentido indicado en la Figura 4-29.

[¢os 6]
O. ~0
3in0 ]

0
B
]
0 sinB0
E" -0 O
[T cos O[]

\j

Figura 4-29 — Estado tensional sobre un plano dado
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NOTA

Se utilizan aquf las
siguientes relaciones
trigonométricas:

0
sin(26) = 2sinBcos 6

cos? 0= 1+ C(;s(ZB)
in’0 = 1- C(;s(ZB)

I

Observacion 4-19

Tanto la normal n como el vector tangente m y el angulo 6 en la
Figura 4-29 tienen asociados los siguientes sezzzdos:

*  Vector nomual n : hacia el exterior del plano (respecto a la posicion
del punto P)

*  Vector fangente m : tiende a girar en sentido horario respecto al punto
P.

* Angulo 0: positivo en el sentido antihorario.

Sea 0 el tensor de tensiones en el punto con componentes en la base
cartesiana:

o D Tyl (4.67)
= D .
%xy 0,0

Utilizando la expresion (4.66), el vector de traccion en el punto sobre el plano
considerado es:
(=0l [0, T, 0¢os60 [0, cosb+T, sinB0
=oglh= =

%xy o, %gineﬁ %xy cos9+0ysin9E

Se definen la zension normal Gg y la tension tangencial g, sobre el plano de inclinacion

(4.68)

0 (ver Figura 4-29) como:
[¢os B[]
Og=th= [Gx cosO+1, sinb ; T, cosO+ Gysine] D(?S 0
L (4.69)

O =0, cos’ 0+T,,2s5inBcosO+ 0 ,sin’0

in6
Tg=tln= [Gx cosO+71,  sinf ; T, cosB+ Gvsine] osme o
! H cosBH (4.70)
Tg =0, sinBcosO -0 sinbcosO+T1,, [sin29 —cos’ 6]
que pueden reescribirse como:
0 o,+0, 0,-0
0o =—— =+ 3 * cos(20) + 1, sin(26)
O 4.71)
_0,-0, .
%e —Tsm(29)— T, cos(26)

4.7.2 Problema directo: diagonalizacion del tensor de tensio-
nes.

El problema directo consiste en, conocidas las componentes del tensor de
tensiones (4.67) en un cierto sistema de ejes x —y, obtener las direcciones y

tensiones principales (ver Figura 4-30).
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NOTA

La tercera direccion
principal es la
perpendicular al plano
de analisis (eje z o
X, ), ver ecuacion

(4.63) y Figura 4-28.

problema ditecy,
0 V
2 0'2
\ o
y Diagonalizacion /
de 0
Y *
a
I°roblema invetso

Figura 4-30 — Problema directo y problema inverso

Las direcciones principales asociadas a los ejes x” e )’ definidas por los
angulos o y T/2+a (ver Figura 4-30), determinan las inclinaciones de los dos
planos sobre los cuales las tensiones sélo tienen componente normal 0,
mientras que la componente tangencial T se anula. Imponiendo dicha condicién en
la ecuacion (4.71) se obtiene:

a %Sm(ZO() cos(ZO():O O

tan(ZC( ) = O'TLO'

2

sm(ZO(): ! . =+ Ly .
1+ . ~0, 4.72
tgz(ZG) 5 ks +'[xy2 ( )

O-)C _GV
cos(20()=i ! =% 2 .
1+1g” (2a) -0
X 2 y +_l_xy2

La ecuacién (4.72) proporciona dos soluciones (asociadas a los signos + y -)
Tt . . ..
a, ya,=a, +E’ que definen las dos direcciones principales (ortogonales) en

el plano de analisis. Las correspondientes tensiones principales se obtendran
substituyendo el angulo 8=a de la ecuaciéon (4.72) en la ecuacion (4.71)
obteniéndose:

0,+0, 0,-0

O, = 5 — + 5 2 cos(20()+Txysin(20() 4.73)
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(4.74)

4.7.3 Problema inverso

El problema consiste en, dadas las direcciones y tensiones principales 0,y 0,

en el plano de analisis, obtener las tensiones sobre cualquier plano,
caracterizado por e/ dngulo B que forma su normal con la direccion principal

correspondiente a 0, . Como caso particular puede obtenerse las componentes del

tensor de tensiones sobre el rectangulo elemental asociado al sistema de ejes
x—y (ver Figura 4-30).

\l

Figura 4-31- Problema inverso

Considerando ahora el sistema cartesiano x'— ', asociado a las direcciones
principales (ver Figura 4-31), y aplicando la ecuacién (4.71) con 0, =0, 0, =0,,
1., =0y 8=, sc obtiene:

g, +t0 o, -
-5 2 Y

2
g, -

9% cos(2B)

Og

(4.75)
9 sin(2[3)

4.7.4 Circulo de Mohr para estados planos (en dos dimensio-
nes)

Consideremos ahora todos los posible planos que pasen por el punto P y los
valores de las tensiones normal y tangencial, 0 y Tg, definidos en la ecuacion
(4.71) para todos los posible valores de GD[O,2Tﬂ . Podemos caracterizar ahora
el estado tensional en el punto sobre un plano de inclinacién 8 mediante la
pareja:

(0=0y,T=Ty) - 4.76
—YertTte) 7 %DR ( )

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



4 Tension 115

que, a su vez, determina un punto (X =0, y =T)[JRXR del plano 0 -1 de la

Figura 4-32. Para determinar el lugar geométrico de los puntos de dicho plano
g . L ugar g .

que caracterizan todos los posibles estados tensionales, sobre planos que pasen

por el punto de analisis, se procede como sigue:

Considerando un sistema de referencia que coincida con las direcciones
principales (como en la Figura 4-31) y caracterizando la inclinacién de los
planos por el angulo B con la tensién principal 0,, de la ecuacién (4.75) se
obtiene:

o=

o, +0 0o, -0 o, +0 0o, -0
1 2 41 2cos(2B)D G- 1 2 1 2
2 2 2
0,-0,

cos(2B)
4.77)
=

O OO

sin(ZB)

y elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumandolas, queda:

B0t o [0 f @.78)
0 2 O 2 0O

O

Se observa que la ecuaciéon (4.78), que sera valida para cualquier valor del
angulo B, o, lo que es lo mismo, para cualquier plano de orientacion arbitraria
que pase por el punto, corresponde a una circunferencia con centro C y radio
R en el plano 0 -1 dados por (ver Figura 4-32):

+0 0, -0
C:D‘2 2,0§ R=—‘2 2 (4.79)

Figura 4-32 — Circulo de Mohr para estados planos

En consecuencia, el lugar geométrico de los puntos representativos del estado
tensional sobre planos que pasan por P es un circulo (denominado civulo de
Mohr), cuya construccion queda definida en la Figura 4-32.

La proposicion inversa también es cierta: dado un punto del circulo de
Mohrt, con coordenadas (0, T), existe un plano que pasa por P cuyas tensiones
normal y tangencial son 0 y T, respectivamente. En efecto, de la ecuacién
(4.77) se puede obtener:

(4.80)
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ecuaciones que definen de forma unica el angulo B de la normal a un plano

(con la tension principal 0,) al que corresponden dichas tensiones. La Figura
4-33 proporciona, ademas, una interpretacion del angulo 2B sobre el propio

circulo de Mohr.

A
T

Figura 4-33 — Interpretacion del angulo 3

4.7.5 Propiedades del circulo de Mohr

\j

a) Para obtener el punto representativo en el circulo de Mobr del estado tensional sobre un

Pplano cuya normal forma un dngulo B con la direccion principal O, :

Se parte del punto representativo del plano donde actia la direccion principal
0, (punto (0,,0)) y se gira un angulo 2f3 en el sentido que va desde 0, a O

(ver Figura 4-33 y Figura 4-34).

TA

&
)

(os. 1)

Figura 4-34

b) Los puntos representativos en el circulo de Mobr de dos planos ortogonales estin
alineados con el centro del circulo (consecuencia de la propiedad a) para

B, =B, +§ , ver Figura 4-35. T A
(o)
O p
B
; =
B A T

Figura 4-35
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)

d)

87 se conoce el estado tensional en dos planos ortogonales se puede dibujar el circulo de

Mobr.

En efecto, por la propiedad b) los puntos representativos de ambos planos
en el plano 0—T estan alineados con el centro de circulo de Mohr. En
consecuencia, uniendo ambos puntos, la interseccion con el eje O
proporciona el centro de circulo. Puesto que ademas se conocen dos
puntos de circulo, puede trazarse éste.

Dadas las componentes del tensor de tensiones, en una determinada base ortonormal, se

puede dibujar el cirenlo de Mobr.

Este es un caso particular de la propiedad c), en la que se conocen los
puntos representativos del estado tensional sobre los planos cartesianos
(ver Figura 4-36). Obsérvese en dicha figura como pueden calcularse el
radio y los puntos diametrales del circulo. Obsérvese también que la
aplicacion de la propiedad a), para el punto representativo del plano
perpendicular al eje x, supone moverse en sentido contrario al angulo O
(angulo de 0, con 0, = - angulo de 0,con 0, =-0).

TA (Gv’Txy) o, 1,0
) E g,
0) . V —T—P Txy

e 1 ©)
| y 0’“‘% ®{_'0x

Q
|
N}
+
=
1

0,*0, . |H°. -0,

2 H 2

Gzza—R:o"+oy_\/ﬂo"_0Y
2 H 2

Figura 4-36

4.7.6 EIl Polo del circulo de Mohr

Teorema: I

En el circulo de Mohr existe un punto denominado pok que tiene las
siguientes propiedades:

o Siseune el polo P con otro punto A del circulo de Mobr, se obtiene una recta
que es paralela al plano de cuyo estado tensional es representativo el punto A
(ver Figura 4-37).

* Lainversa también se verifica, es decit, dado un plano cualquiera, si se
traza por el polo P una recta paralela a dicho plano, ésta cortard al cirenlo de
Mobhr en punto B que representa al estado tensional de dicho plano (ver
Figura 4-38).
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NOTA

Obsérvese que, de

acuerdo con el critetio
de signos del circulo de

Moht, la tension
tangencial sobre el
plano A es T=—T

xy

T A
A
[
A
0,
Figura 4-37
A
T
P
(6)
B(0g,T4) 7
(0)
Figura 4-38

Demostracion:

Sea el tensor de tensiones en el punto y su representacion grafica sobre los
planos cartesianos de la ( Figura 4-39, izquierda) denominados plano A (plano
vertical) y plano B (plano horizontal). Sean A y B los correspondientes puntos
en el circulo de Mohr (Figura 4-39, derecha).

D

2)

Suponiendo que se verifica la propiedad a), el polo del circulo de Mohr
podria obtenerse trazando desde el punto A una vertical (paralela al plano
A) y donde corte al circulo de Mohr se encuentra el polo P. También
trazando desde el punto B una recta horizontal (paralela al plano B) donde
corte al circulo de Mohr, se encontraria el polo. Puede verse en la figura
que en ambos casos se obtiene el mismo punto P.

Consideremos ahora un plano arbitrario cuya normal forma un angulo 6
con la horizontal (ver Figura 4-40; izquierda) y sean Oy y Tglas tensiones
normal y tangencial, respectivamente, segun este plano. Supongamos
ademas que la tensién principal mayor 0, forma un angulo o con la
tension O0,. Entonces, la tension 0y formara un angulo 6-a con la

tension principal mayor 0, .

Figura 4-39
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NOTA

Se utilizan aquf las
siguientes propiedades
geométricas:

a)Un angulo central de
circunferencia tiene un
valor igual que el arco
que abarca.

b) Un angulo
semiinscrito en un una
circunferencia tiene un
valor la mitad del arco
que abarca.

3) Consideremos el circulo de Mohr y el polo P obtenido en el paso 1) (ver
Figura 4-40, derecha). Utilizando la propiedad a) del apartado 4.7.5,
podemos obtener el punto C, representativo del circulo de Mohr que
corresponde al plano considerado, girando desde el punto M, y en el
mismo sentido, un angulo doble igual a 2(8-a) tal que el angulo MOC es
2(8 - a). Por construccién el angulo 4OM es 2a y el angulo AOC, suma
de ambos, es 2(8-a)+2a=20 y el arco abarcado por el mismo

esAMC =20. El angulo semiinscrito APC, que abarca el mismo arco
AMC , valdra, por tanto,8, con lo que queda demostrado que la recta PC es
paralela a la traza del plano considerado. Puesto que dicho plano es cualquiera,
la propiedad queda demostrada.

1 A
B P
6 C(Oe,Te)
O\ -~k -
O'2 /| 0'1 g
20
2(0-a)
Alo,,-1,,)
Figura 4-40

Ejemplo 4-4 — Calcular las tensiones que actrian en el estado 111 =1 + 11:

5

1

1 3

1 \ /
45°  45°
o I T
Estado 1 Estado 11 Estado II1

Resolucion:

Para poder sumar los dos estados, las tensiones deben actuar sobre los mismos
planos. Como los dos estados presentan planos con orientaciones diferentes,
deberemos buscar las tensiones del Estado II existentes sobre los planos dados
en el Estado 1. Para ello, representaremos el Cireulo de Mohr del Estado 11:

TT' e Plano EC
D{ <0
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T Plano horizontal (2,1)

Plano a(1,0) Plano b(3,0)
S 4

Plano vertical (2,-1)
7

Para dibujar el citculo, se representan los planos a y b, ya que se conocen sus
estados tensionales. Ademas, como los puntos correspondientes en el circulo
de Mohr pertenecen al eje de abscisas, definen el diametro del circulo que
queda, por tanto, determinado.

Se encuentra el polo como la intersecciéon de lineas paralelas a los dos
planos inclinados 45° por los puntos que los representan. Una vez obtenido, se
hace pasar por él una linea horizontal cuya interseccion con el circulo (que al
ser tangente al mismo es el propio polo) determina el punto representativo de
un plano horizontal (2,1). Se repite el procedimiento para un plano vertical
obteniendo el punto (2,-1). Con esta informacién se puede reconstruir el
Estado II , ahora sobre planos horizontales y verticales, y sumarlo al Estado 1
para obtener el Estado I11.

©) S

D) 2

Estado 1 Estado 11 Estado II1

4.7.7 Circulo de Mohr con el criterio de signos de la Mecanica
de Suelos

En la Mecanica de Suelos se suele utilizar un criterio de signos, respecto a las
tensiones normales y tangenciales, que es contrario al utilizado en la Mecanica
de Medios Continuos, ver Figura 4-41. Las diferencias son:

* Enla Mecanica de Suelos las tensiones positivas son de signo contrario
(las tensiones normales son positivas cuando son de compresion, y el
sentido de las tensiones tangenciales positivas viene definido por un giro
antihorario respecto al plano).

* El criterio de signos para los angulos es el mismo (angulos positivos
antihorarios).

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



4 Tension

121

Mecanica de Medios Continuos

Figura 4-41

Mecanica de Suelos

En consecuencia, si se respeta en ambos casos la ordenacion de las tensiones
bl
principales (0, 20,), para un mismo estado tensional el orden de las tensiones

principales se invertira en la Mecanica de Suelos respecto a la Mecanica de

Medios Continuos (ver Figura 4-42).

Mecanica de Medios Continuos

Figura 4-42

Mecanica de Suelos

Si consideramos las formulas fundamentales (4.75), punto de partida para la
construcciéon y propiedades del circulo de Mohr, para un mismo estado
tensional, utilizando los criterios de signos en ambos casos se tiene:

Mecanica de Medios Continuos: Og, Tg, G}, 0,, B

(o, =-0
[ *B B
B[B = _TB

Mecénica de Suelos: [0, = -0

o« _
;=0

2

1

B =p+m2
y substituyendo las férmulas (4.81) en las (4.75) se obtiene:

—Cos(zﬁ*)

0

EI’GE =7%70,,7%,7%0 cos(2B* -7
E 2 2

U . *

B— TE =_GzT+01sin(2|3* - T

=i ~sin2g")
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s

o = o, ero’; ,01-0, cos(2B*)
., (4.83)
TE =%sin(2[3*)

y se observa que las férmulas fundamentales (4.83), obtenidas sobre la base de
los criterios de signos de la Mecanica de Suelos, son las mismas que las (4.75),
obtenidas sobre la base de los criterios de signos de la Mecanica de medios

Continuos. Por consiguiente, /az construccion del circulo de Mobr y sus propiedades son
las mismas en ambos casos.

4.8 Circulos de Mohr para casos particula-
res
4.8.1 Estado tensional hidrostatico

Para estados tensionales hidrostaticos, caracterizados por 0, =0, =0, =0, los
circulos de Mohr en tres dimensiones colapsan en un punto (ver Figura 4-43).

Figura 4-43

4.8.2 Circulos de Mohr de un tensor y de su desviador

Los circulos de Mohr en tres dimensiones asociados a un estado tensional y a
su desviador difieren en una traslacién igual a la tension media (ver Figura

4-44),
E)-m 0 0 |:| E)-lzo-m-l-o-l’
_ , _ 0 O _ ,
0= O, + o ; oesf—DO O, ODD o, =0, +0,
Parte m E 0 0 o E u =0_+0
esferica  desviadora mn @3 m 3
Traslacion
1  — L —
,,,,,,,,,,,,,,,,,, s
Tmax
A >
0-3 O-2 0-1 O'm 03 () 2 (6) 1 o
Figura 4-44
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4.8.3 Circulo de Mohr para un estado plano de corte puro

Definicion:

Estado plano de corte puro: Cuando existen, en el punto, dos planos

ortogonales sobre los que solamente hay tension tangencial (ver
Figura 4-45, derecha).

El circulo de Mohr correspondiente a #n estado de corte puro caracterizado por
una tensién tangencial T Ziene por centro el origen y radio R = ‘T*“ La demostracion

es inmediata a partir de los criterios de construccion del circulo de Mohr (ver
Figura 4-45, izquierda).

Figura 4-45- Circulo de Mohr para un estado plano de corte puro
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5 Ecuaciones de
conservacion-balance

5.1 Postulados de conservacion-balance

La Mecanica de Medios Continuos se asienta en una serie de postulados o
principios generales que se suponen validos siempre, independientemente del
tipo de material y del rango de desplazamientos o de deformaciones. Entre
estos se encuentran los denominados Postulados de conservacion-balance que son los
siguientes:

* Conservacion de la masa.

* Balance del momento cinético (o cantidad de movimiento).

* Balance del momento angular (0 momento de la cantidad de
movimiento).

* Balance de la energfa (o primer principio de la termodinamica).

A estas leyes de conservacion-balance es necesario afiadir una restricciéon (que
no puede se entendida rigurosamente como un postulado de conservacion-
balance) introducida por el :

*  Segundo principio de la termodinamica.

5.2 Flujo por transporte de masa o flujo con-
vectivo

En Mecanica de Medios Continuos, se asocia el término conveccion al movimiento
de la masa del medio que se deriva del movimiento de sus particulas. Puesto que
el medio continuo esta formado por particulas, algunas de cuyas propiedades
estan asociadas a la cantidad de masa (peso especifico, momento cinético,
energfa cinética, etc.), al moverse las particulas y transportarse sus masas se
produce un transporte de dichas propiedades denominado #ransporte convectivo
(ver Figura 5-1).

Sea A una propiedad arbitraria del medio continuo (de caracter
escalar, vectorial o tensorial) y W(X,?) la cantidad de dicha propiedad por unidad

de masa del medio continuo. Consideremos una superficie de control (fija en el
espacio) S (ver Figura 5-2). Debido al movimiento de las particulas del medio,
éstas atraviesan a lo largo del tiempo dicha superficie y, como consecuencia,
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existira una cierta cantidad de la propiedad A que, asociada al transporte de
masa, atraviesa la superficie de control S por unidad de tiempo.

Figura 5-1

Definicion:
Flujo convectivo: Se define como flujo convectivo (o flujo por transporte
de masa) de una propiedad genérica A a través de una superficie de

control § a la cantidad de A que, debido al transporte de masa,
atraviesa la superficie S por unidad de tiempo.

Flujo convectivo de A[] not o = cantidad de A que atraviesa S

atravésde S unidad de tiempo

X

Figura 5-2 — Flujo convectivo a través de una superficie de control

Para obtener la expresion matematica del flujo convectivo de A a través de la
superficie S, consideraremos un elemento diferencial de superficie dS vy el
vector de velocidades v de las particulas que en el instante ¢ estan sobre
dS (ver Figura 5-3). En un diferencial de tiempodt, éstas particulas habran
recorrido un trayecto dx = vdt, de forma tal que en el instante de tiempo ¢ +dt
ocuparan una nueva posicion en el espacio. Si se consideran todas las particulas
que han atravesado dS en el intervalo [t,t +dt], éstas ocuparan el cilindro

generado al trasladar la base dS sobre la generatriz dx = vdt, cuyo volumen
viene dado por:
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dh=dx=vdt

Figura 5-3

dV =dS ih =v Thdt dS (5.1)

Conociendo el volumen (dV') de particulas que atraviesan dS en el intervalo
de tiempo [t,t + dt], podemos obtener la masa que atraviesa dS en el intervalo

de tiempo [t,t + dt], multiplicando (5.1) por la densidad:
dm=p dV =pvh dt dS (5.2)

y, finalmente, puede obtenerse la cantidad de A que atraviesa dS en el
intervalo de tiempo [t,t +dt] , multiplicando (5.2) por la funciéon W (cantidad de
A por unidad de masa):

W dm=pWvh dt dS (5.3)

Dividiendo por dt la expresion (5.3), obtendremos la cantidad de la propiedad
que atraviesa el diferencial de superficie de control dS por unidad de tienpo:

ddg =%=p¢vﬁl ds (5.4
Integrando la ecuacion (5.4) sobre la superficie de control §, tendremos la
cantidad de la propiedad A que atraviesa la totalidad de la superficie S por
unidad de tiempo, es decir, ¢/ flujo convectivo de la propiedad A a través de S :

Flujo convectivo de [
— (D = LPV Dl dS 5.5
Aatravésde S E s -S[p (5:5)

Ejemplo 5-1 — Calenlar la magnitud ¥y el correspondiente flujo convectivo @ g para las

siguientes propiedades: a) el volumen, b) la masa, c) la cantidad de movimiento, d) la energia
cinética.

1) Sea la propiedad A el volumen de las particulas. Entonces W serd
volumen por unidad de masa (el inverso de la densidad) y:

A=V, Y=—, b =J’Vﬁl dS = Caudal
S
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NOTA

Salvo que se indique lo
contrario, cuando se
trate con superficies
cerradas se tomarid el
sentido de la normal
n hacia el exterior de la
supetficie.

5 Ecuaciones de conservacion-balance

2) Seala propiedad A la masa. Entonces W sera la masa por unidad de masa
(es decir la unidad):

A=M, W=, q)S:J'pVEldS‘
S

3) Sea la propiedad A la cantidad de movimiento (=masa X velocidad ).
Entonces W sera la velocidad (cantidad de movimiento por unidad de
masa):

A=myv, Y=, D, =J'pv|:(vﬂl)dS
S

(Notese que en este caso W y el flujo convectivo @ tienen caracter vectorial).

4) Sea la propiedad A la energfa cinética:

=1, _1. =l
A—zmv , SV b J'zpv [{v th)ds

S

Observacion 5-1 I

Para una superficie de control cerrada § =0V, la expresion del flujo
por transporte de masa o flujo convectivo corresponde al flujo neto
saliente, definido como flujo saliente menos el flujo entrante (ver Figura 5-4).

Flujo convectivo neto de A =P, = JquV (h dS
Vv

Flujo entrante

Flujo saliente
vin=0

Figura 5-4 — Flujo convectivo neto a través de una superficie de control
cerrada
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NOTA

u est4 relacionado con

_ cantidad de A

unidad de masa
mediante p=pY vy
tiene el mismo orden
tensorial que la

propiedad A .

Observacion 5-2

El flujo convectivo de cualquier propiedad a través de una superficie material es
nulo. En efecto, el flujo convectivo esta asociado, por definicion, al
transporte de masa (de particulas) y, por otro lado, una superficie
material esta formada siempre por las mismas particulas y no puede
ser atravesada por ellas. En consecuencia no existe transporte de masa
a través de una superficie material y por lo tanto no existe flujo
convectivo a través de la misma.

Observacion 5-3 I
Flujo no convectivo:

Algunas propiedades pueden transportarse en el seno de un medio
continuo de forma no necesariamente asociada al movimiento de la
masa. Dicha forma de transporte 7o convectivo recibe diversos nombres
(conduccion, difusion, etc. ) dependiendo del problema fisico del que
se trate. Un ejemplo tipico es el flujo de calor por conduccion.

El transporte no convectivo de una propiedad queda caracterizado
por el denominado vector de flujo no convectivo q(X,t) que permite definir

el flujo (no convectivo) a través de una superficie S de normal
n como:

Flujo no convectivo =Iq th dS
S

5.3 Derivada local y derivada material de
una integral de volumen

Sea A una cierta propiedad (de caracter escalar, vectorial o tensorial) de un
medio continuo y sea Hla cantidad de esta propiedad genérica A por unidad
de volumen:

u(x.)= cantidad de A (5.6)

unidad de volumen
Consideremos un volumen arbitrario V' del espacio. En el instante de tiempo
t, la cantidad total Q(t)de la propiedad contenida en este volumen sera:

()= [ uix,r)ar G.7)

Si ahora quisiéramos calcular el contenido de la propiedad A en otro instante
t+ At , podriamos considerar las siguientes dos situaciones:
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1) Se trata con un volumen de control V , que por lo tanto esta fijo en el
espacio y es atravesado por las particulas a lo largo del tiempo, o
bien,

2) se trata con un volumen material que en el instante de interés ¢ ocupa
el volumen del espacio ¥V, =V, aunque ocupa posiciones distintas

en el espacio a lo largo del tiempo.

Para cada caso obtendremos valores distintos de la cantidad Q(f +Atf)y
calculando la diferencia entre las cantidades de Q(f +Atr) y Q(t) cuando
At - 0:

oz Ole+ar)-0()
0'(1)= fim S0 (5.9)

obtendremos dos definiciones distintas de derivadas temporales que dan lugar a
los conceptos de derivada local y derivada material de un integral de volumen.

5.3.1 Derivada local

Definicion: I
Derivada local de nna integral de volumen. La derivada local de la integral de
volumen Q(?) =J'|1(X, t) dV es la derivada temporal de Q(f) cuando

Vv

el volumen V' es un volumen fijo en el espacio (volumen de control),
ver Figura 5-5. Se utilizara la notacion:

Derivada ot 9

local O_t

Iu(x, 1) av

Volumen de control V'

Figura 5-5 — Derivada local de una integral de volumen

La cantidad de la propiedad genérica A en el wolumen de control V en los
instantes ¢ y ¢+t es:
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Q)= fulx.r)av

(5.9)
t+At =Ip.xt+At
Vv

y utilizando el concepto de derivada temporal de Q(t) y las ecuaciones (5.9)

’ _ a - 1 1 _
0w =51 Hx.)av = lim ——[0fe + &)~ O]

NOTA
Noétese que el dominio 0
de 1ntegac1én no varfa = lim — u X t+At)d _[M(X,f) dvo=
al considerar que el Ar-0 At ) g (5.10)
volumen [/ es un ’
+ -
volumen de control, y = [ lim Ll(x,t At) H(X,t) dv = I M v
por lo tanto fijo en el -0 At > ot
espacio. ap.ix,t ) Derivada
ot local de p

de donde se obtiene la expresion matematica de la derivada local de una
integral de volumen:

Derivada local de una [J 0 oulx, ¢
! - o [ulor)ar = oulx.r) (.11)
integral de volumen [ ot ]

5.3.2 Derivada material

Definicion:

Derivada material de una integral de volumen. La derivada material de la

integral de volumen Q(¢) =J’|1(x,t) dV es la derivada temporal de
v

O(t) cuando el volumen ¥, es un volumen material (movil en el
espacio), ver Figura 5-5. Se utilizara la notacion:

Deri d not
er1V?1 a o i‘[u(x,t av
material dt J

El contenido Q de una propiedad A en el volumen material en los instantes
de tiempo ¢ y t+ At sera:

Q(t + At) = Ip(x,t + At)dV (5.12)

Vt +At
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NOTA

Noétese que ahora los
dominios de
integracién son
diferentes en los

instantes ¢t y t + At -

B

X

X ) . . .
™1 Figura 5-6 — Derivada material de una integral de volumen

La derivada material se expresa matematicamente como:

0=2 _ o Qle+ar)-Ql)
o'@) —EJH(X,t)dV —AI}IPOA—t_
' O (5.13)

= lim—g J’u(x,t+At)dV—J’u(x,t)dV E

Vient Vi

El siguiente paso consiste en hacer unos cambios de variable, adecuados para
cada una de las dos integrales de la ecuacion (5.13), que conduzcan al mismo
dominio de integracion. Este cambio de variable viene dado por las ecuaciones
de movimiento X = (I)(X,t), particularizadas para los instantes ¢ y ¢+ /At :

Eix, =¢(X,7) ~ (dx, dx,dxy ), =[F(X, 1) (dX, dX,dX ;)

U ar, dVo

: (5.14)
Ko =O(X,1+87) = (dv, drydxy ), g = [F(X1 +Ar) (dX, dX,dX;)

H dV.n dv,

donde se ha tenido en cuenta la identidad dV, =|F (X,t] dV,. Los cambios de

variable de la ecuacion (5.14) introducidos en la ecuacién (5.13) conducen a:

d -
EJu(x,t) v =

0 0
1
= Jim ap(x(X;t + D) 1+ ) [F(X, £ +D¢0) dV, - Ip()i(X,t), )F(X,0) av,
B H(X,r+A1) o uXr
(X, £+ AR, £+ 1) - BX, ) F(X, 1) J 19
= [ lim —— : : —dv, =I—[u\F\] dv,
VOAtAO Nt 7 dt

a%[n(x, RO ) Pl
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NOTA

Se deshace aqui

cambio de wvariable

X, =(|)(X,t)

NOTACION

d
E lu(x,t) av

denota la derivada
temporal de la integral
sobre el volumen
material J/, (derivada

material de la integral
de volumen)
particnlarizada en el
instante ¢ en el que dicho

volumen material ocupa el
volnmen del espacio 1/ .

Finalmente, desarrollando el dltimo integrando de la ecuaciéon (5.14) y teniendo

- d|F|
en cuenta la igualdad 7y = |F | OLv:

4 -~ i W
dtJu(x,t)dV—JdtGJ|F|)dVo _,-,r(dt [F[+ ¥ W) dv, =
' 0 0 F| O

IB‘]—+MDBH|F| dVo IBd—ﬂlEIEVHW

es decir:

%J’u(x,t)dV dij’ t)dV J’Bd—ﬂlEIBVHdV
Vy v,=r 4

(5.16)

(5.17)

Recordando la expresion de la derivada material de una propiedad

@ = 0_[.1 +v W) se tiene finalmente:
dt Ot
J u 0
- = 0 =
& Jubc)ar =[Pty D0 iy
Visy 4 E Oiuv) E
dv =

a—udV+ O dv + (0 av
v pa)ar = % fuar + o)

donde se ha tenido en cuenta la expresiéon de la derivada local (5.11).

(5.18)

De la

ecuacion (5.18) se obtiene la expresion para la derivada material de una integral

de volumen:

Derivada material []
de una integral E -— J’u(x, 1)dv = J’u av + J’D Muv)dv

de volumen H —
Derlvada Derivada  Derivada
material local convectiva

(5.19)

Observacion 5-4

El formato de derivada material, como suma de una derivada local y
una derivada convectiva, que aparece al derivar propiedades del medio
continuo (ver capitulo 1, apartado 1.4) aparece también aqui al derivar
integrales en el medio continuo. De nuevo la derivada convectiva esta
asociada a la existencia de velocidad (o de movimiento) en el medio vy,
por lo tanto, a la posibilidad del transporte de masa.
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5.4 Conservacion de la masa. Ecuacion de
continuidad

Definicion: I

Principio de conservacion de la masa. 1.a masa del medio continuo (y por

tanto la de cualquier volumen material del mismo que se considere) es
siempre la misma.

Sea un volumen material V, que en los instantes de tiempo ¢ y ¢ + At ocupa

los volumenes en el espacio V, y V. (ver Figura 5-7). Sea p(x,t) la

descripcion espacial de la densidad. L.a masa encerrada por el volumen material
V' en los instantes de tiempo ¢ y t + At es:

M(t)= Ip(x,t)dV

M +00)= i p(x,z+At)dv 20

Vt +At

Por el principio de conservacion de la masa se verificara que

M) =M(t+1r).

Figura 5-7

5.4.1 Forma espacial del principio de la conservacion de la
masa. Ecuacion de la continuidad

La expresion matematica del principio de conservacion de la masa del volumen
material M(t) es que la derivada material de la integral (5.20) es nula:

AN _
M (t)—ZT/[pdV—O Ot (5.21)
t

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



NOTA

Este  procedimiento,
que permite pasar de
un expresion global (o
integral), como la (5.22)
a una expresion local (o
diferencial), como la
(5.24), se denomina en
Mecanica de Medios
Continuos proceso de
localizacion.
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Utilizando la expresion de la derivada material de una integral de volumen
(5.17), la forma integral (o global) espacial de la ecuaciéon de conservaciéon de
masa resulta:

Forma global [
espacial de laH d

5.22
conservacion E dt ( )

J’E‘;—‘:muwgbho oAV, OV, O

V.

I3

(ar)

delamasa. H

La expresion (5.22) debe cumplirse no solo para V, sino también para todo
volumen material parcial, AV, OV, que se considere. En particular, debe

cumplirse para cada uno de los volimenes materiales elementales asociados a
las diferente particulas del medio del medio que ocupan volimenes
diferenciales dV,. Aplicando la ecuacién (5.22) a cada volumen diferencial

dV, =dV (x,t) se obtiene:

[ HP L onmBar =5 1 o Bfax,t)dV(x,t) =0 OxOV, Or O
AV ix.t) Odt O HC;
5.23
f{p+p|][v 0 OxOV, Ot -2
Forma local espacial [0
del .,
ela conservacwr.l’ @_) dp +p0& =0, Ox0V, [ (5.04
de la masa (ecuacion de dt

continuidad). H

que constituye la denominada ecuacion de continuidad. Utilizando la expresion de

la  derivada material de la descripcion espacial de wuna propiedad
fiFt) = E;E) +v [p) y substituyendo en la ecuacion (5.24):
P —og %P -
+V|:|Dp+p|:||3’— O at+D[ﬂpV)—O (525)
Oipv)
que constituye una expresion alternativa de la ecuacién de continuidad:
g
op
> +0 =0 O
ot ov) O
% 0PV) _o o3 3 oo, o (5.26)
ot Ox; 0
U
9p , 0pv,) , Ov,) dpv.) _
ot 0x 0y 0z =

5.4.2 Forma material del principio de la conservacion de la
masa.

De la ecuacién (5.22):
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RECORDATORIO

Se considera aqui la
expresion, deducida en

el capitulo 2,
dF|
= FDO3
dt
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RECORDATORIO

Se utiliza aqui la
igualdad,
F(X,0)=101

H, =1

o) _ p Lajry =
.[Ddt-'-pDB'@dV_-V[ dt p\F\ dt%d -[F%7

E(P\F\) (5.27)
\FW
:
I\F‘ LR @ = [ 2 [plRl(X0dr, =0 0A¥,07, O
VO

donde ahora el recinto de integracion es el volumen de la configuracién de
referencia V. Puesto que la ecuaciéon (5.27) debe cumplirse para todas y cada

una de las partes AV, de V), puede llevarse a cabo un proceso de localizacion
que conduce a:

9 [p\F\](X n=0 OXOV, 0r0 p[R(X.n=p[F(X) Or o
0

0 p(X,0)|F|(X,0) = p(X, 1)[F|(X,7) D po[Fl, =P F, ED (5.28)
e, EeF, - ]

Forma local material O
del principio de la 0 po(X)=p,(X) [F.(X) OXOW, O (5.29)

conservacion de la masa.

5.5 Ecuacion de balance. Teorema del
transporte de Reynolds

Sea A wuna cierta propiedad genérica (escalar, vectorial o tensorial) de un
medio continuo, y sea llJ(x,t) la cantidad de esta propiedad A por unidad de

masa. Por consiguiente, pW(x,7) es la cantidad de la propiedad por unidad de
volumen.

5.5.1 Lema de Reynolds

Consideremos un volumen saterial arbitrario de medio continuo que en el
instante ¢ ocupa en el espacio un volumen V, =V . La cantidad de la propiedad

genérica A en el volumen material ¥, en el instante ¢ sera:

co= Jowdr (5.30)

La variacién a lo largo del tiempo del contenido de la propiedad A en el
volumen material ¥, vendra dada por la derivada temporal de O(ft), que

utilizando la expresion (5.17) de la derivada material de una integral de
volumen (con U =pY)sera:

0n=1 IR j )+wa®§dV (531)
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Utilizando la expresion para la derivada material de un producto de funciones,
agrupando términos y utilizando la ecuacién de continuidad (5.24):

EV;quJde
0. dy O, _ ayg p
J%’T y— +plIJEIEVEdV—J[ p;w@i—tWDBE]dVﬂ (5.32)

\_q,——d
=0 (Ec.de
continuidad)

L

Lema de Reynolds : - — IPUJ av = Ipd (5.33)

5.5.2 Teorema de Reynolds

Consideremos el volumen arbitrario V', fijo en el espacio, de la Figura 5-8. La
cantidad de la propiedad A en este volumen de control sera:

o(n=[pwdr (5.34)
V

La variacion de la cantidad de la propiedad A en el volumen material V,, que

de forma instantinea coincide en el instante ¢ con el volumen de control
V(V,=V), vendra dada por la derivada material de la expresiéon (5.19) (con
H=pY) vy la ecuacion (5.11):

d o(p lIJ)
EKJE-VF)qJ dv = I dv +J‘|:I Hpwv)av (5.35)

Utilizando el lema de Reynolds (5.33) y el teorema de la divergencia en la
expresion (5.35) se obtiene:

Lf(:ima
c
d Reynolds d 0
< [pwar [o% WY gy = J’MdV”’DEpwv)dV:
dt L, ) Ot )
Teorema (5'36)
d dela
vergencl a
encte olpy) 4 * [Py vihds
y 0 v
expresion (5.360) que puede ser reescrita como:
Teorema del Transporte de Reynolds:
2J’qudV = J’pd—de - erlIJVEIdV
or) ) dt . (5.37)
Variacion por unidad Variacion debida al ~ Variacion debida al
de tiempo del contenido  cambio del contenido  flujo convectivo neto
dela propiedad A enel  delapropiedad Aen de .A,saliente por el
volumen de control /. las particulas del contorno 0V
interior de V'
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dp _ cantidad de A generada

dt u.devolumen / u.detiempo

Flujo neto saliente

Figura 5-8

La forma local del Teorema del transporte de Reynolds puede ser obtenida
localizando en la ecuacién (5.30):

ay ., _0pw)
det av 1[ 5 dV+1[EIEplIJV)dV OAY Ov QO

(5.38)
ap _olpy)
—— =——+[ Ox OV O
p 7 Y lpWYv) X
Forma local O 3 (p )
del Teorema de E - 6ltp = pcj;f -OLpyYv) Ox OV (5.39)
transporte de Reynolds E

5.6 Expresion general de las ecuaciones de
balance

Considérese una cierta propiedad A de un medio continuo y sea llJ(X,t) la
cantidad de esta propiedad por unidad de masa. Se supondra, en el caso mas
general, que existe una fuente interna de generacion de la propiedad A y que
dicha propiedad puede transportarse tanto por el movimiento de la masa
(transporte convectivo) como por transporte no convectivo. Para ello se
define:

* Un término fuente k4 (X,t) (del mismo orden tensorial que la propiedad

A ) que caracteriza la generacion interna de la propiedad:

cantidad de A generada interiormente
unidad de masa/unidad de tiempo

k4 (x,1)= (5.40)

e Un vector j A(X,t), de flujo no convectivo por unidad de superficie (un

orden tensorial superior al de la propiedad A ) que caracteriza el flujo de la
propiedad debido a mecanismos no convectivos (ver Observacion 5-3).
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Sea V' un volumen de control arbitrario (ver Figura 5-9). La variacion por
unidad de tiempo de la cantidad de la propiedad A en el volumen V' sera

debida a:

1) la generacién de la propiedad A por unidad de tiempo debida al término
fuente,

2) el flujo convectivo (neto-entrante) de A a través de 0V,

3) el flujo no convectivo (neto-entrante) de A a través de 0V :

cantidad de A que se genera en ¥ debido a fuentes internas

k =
_V[P alx1)av unidad de tiempo

cantidad de A que sale por dV por flujo convectivo
unidad de tiempo (5.41)

cantidad de .A que sale por dV por flujo no convectivo

JplijDldSZ
v

jadS= . X
Y unidad de tiempo

Figura 5-9

y la ecuacion que expresa e/ balance de la cantidad de la propiedad A en el volumen de
control 'V se escribe :

Forma O

lobal d
globatde Eq ijpde = [PkadV ~[pWvihdS ~ [j, (hds
la ecuacion 0 ot4 ) . .

— —~— —; —; 5.42
de balance E Variacion de  Variacion Variacion Variacion ( )

la cantidad de  debida ala debida al flujo debida al flujo
A en 'V por generacion  convectivo no-convectivo
unidad d% interna entrante entrante
tiempo

Utilizando el teorema de la divergencia y la ecuacion (5.11), la ecuacion (5.42)
se puede escribir como:
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:t_[pde :_[pkA dV—IEI[ﬂp(,U v)dV—_[EIEjA av O
4 4 4 4 (5.43)

I%%(p‘l’)mmp‘l”)%’/ =[(pks~0G4)dv DAV OV

y localizando en la ecuaciéon (5.43), se obtiene la forma local espacial de la
ecuacion general de balance:

Forma local espacial de la ecuacion general de balance :

0 dy
o, PU)rOtpyy)= o7t = pky ~004
Ly Variacion debida Variacién debida
pdj{ Variaciondela 4 generacion  al transporte (5.44)
dt cantidaddela  interna delas o convectivo '

propiedad fuentes
(por unidad de
volumen y de
tiempo)

donde se ha considerado la ecuacién (5.39).

Observacion 5-5
Las expresion (5.42) y, especialmente, la (5.44):

dy
X ok, -0
pdt PK 4 U4

pone de manifiesto la contribucion negativa (—0Lj 4) del fluyjo no

convectivo, a la variaciéon del contenido de la propiedad por unidad

de volumen y de tiempo poji—lf. Solamente cuando todo el flujo es

convectivo (por transporte de masa) dicha variacion procede
unicamente de la generacion interna de la propiedad :

Ejemplo 5-2 — Si asociamos la propiedad A con la masa ,A=M,
tendremos:

* El contenido de A por unidad de masa (masa/unidad de masa) es P =1.

* El término fuente de generacion de masa es k,, =0, ya que no es posible
generar masa (por el principio de conservacion de la masa).

* El vector de flujo no convectivo de masa es j,, =0, ya que no se puede

transportar masa de forma no convectiva.

Entonces la ecuacion (5.44) (balance de la generacion de masa) queda:

dy _op _
T2 =0
p—- =5+ Olpy)

que es una de las formas de la ecuacion de continuidad (ver ecuacion (5.20)).
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TERMINOLOGIA

En Mecanica suelen
utilizarse también los
nombtres Momento
Cinético o Momentum
para designar la
cantidad de
movimiento.

5.7 Balance de la cantidad de movimiento

Supdngase un sistema discreto formado por n particulas tal que la particula i

tiene una masa m,, una aceleracién a; y esta
sometida a una fuerza f; (ver Figura 5-9).

La segunda ley de Newton establece que la fuerza que
e ° m; actia sobre una partfcula es igual a la masa de la
° misma por su aceleracion. Utllizando la definicién de

\ a, aceleracion como derivada material de la velocidad y
teniendo en cuenta el principio de conservacion de la
masa (la variacion de la masa de la particula es igual a
cero) se tiene:

dv, _d

f,=ma, =m, ? :Z(mivi) (5.45)

Figura 5-9

Definiendo la cantidad de movimiento de la particula como el producto de su masa
por su velocidad (m;v;), la ecuaciéon (5.45) expresa que la fuerza que actia
sobre la particula es igual a la variaciéon de la cantidad de movimiento de la
misma.

Aplicando, ahora la segunda ley de Newton al sistema discreto formado
por n particulas tendremos:

— — — dv, _d - 4P
RO=3 0=y ma=ym =g 2mve == (5.46)
—
P= '
cantidad de
movimiento

Notese que, de nuevo, para obtener la dltima expresion de (5.40) se ha
dm;
utilizado el principio de conservacion de la masa (% =0). La ecuacion (5.40)

expresa que /a resultante R de todas las fuerzas que actiian sobre el sistema discreto de
particulas es ignal a la variacion por unidad de tiempo de la cantidad de movimiento P del
mismo. Bste postulado recibe el nombre de Principio del balance de la cantidad de
moviniento.

Observacion 5-6

Si el sistema se encuentra en equilibrio R=0 y:

R(#)=0 DtD%:OD Zmiviz’P:Ctte

y se habla entonces de la conservacion de la cantidad de movimiento.

5.7.1 Forma global del principio de balance de la cantidad de
movimiento

Estos conceptos, correspondientes a la mecanica clasica, pueden ahora
extenderse a la Mecanica de Medios Continuos, definiendo la cantidad de
movimiento de un volumen material ¥, de medio continuo de masa M como:
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P@)= I v dM —IpvdV (5.47)
M pdV v,

Definicion:

Principio de balance de la cantidad de movimiento: 1a resultante R(#) de todas

las fuerzas que actian sobre un volumen material del medio continuo
es igual a la variacion por unidad de tiempo de su cantidad de
movimiento:

d’P(t)

R() = tJ’p vdV

X

Figura 5-10

donde la resultante de todas las fuerzas que actian en el medio continuo es
(ver Figura 5-10):

R(f) =J’pb dv + th ds
4 (5.48)

\ﬂ__/ —
Fuerzas Fuerzas de
madsicas superficie

Aplicando la ecuaciéon del balance de la cantidad de movimiento con la
resultante (5.48) se obtiene la forma integral del balance de la cantidad de
movimiento:

Forma global del principio [
de balance de la cantidad E—» J’p bdV + J|’t ds=—- J’p vdr (5.49)

v

de movimiento H

5.7.2 Forma local del principio de balance de la cantidad de
movimiento

Aplicando el lema de Reynolds (5.33) a la ecuaciéon (5.49) (y utilizando el
teorema de la divergencia), se tiene que:
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NOTA

Se identifica asi la
ecuacion de Cauchy
(enunciada, aunque no
deducida, en el capitulo
4) como la forma local
espacial del principio de
balance de la cantidad de

movimiento.

TERMINOLOGIA

En Mecanica suele
utilizarse también el
nombre de Momento
angular para designar el
momento de la
cantidad de
movimiento.

NOTA

El producto vectorial
de un vector por si
mismo es nulo

(v, xv,=0)

4 J'pvdV=J’pde+dIn_Bg as= [ p™arE
dtVZEV v vt vz dt O
U

Te((i)éci;na 0o (5.50)
divergencia E
5[“ 6 ds = J’EI odv 0O
4 4 U

— (o
DJV’(EIBHpb)dV—J’pdth oAV OV

7

(5.51)

y localizando en la ecuacion (5.51), se obtiene /a forma local espacial del balance de
la cantidad de movimiento, también denominada Ecuacion de Cauchy:

Forma local espacial O
del bal de 1 tidad
elbalancede lenidad ey oo oy py o s
de movimiento 0 dt
(Ecuacion de Cauchy) H

5.8 Balance del momento de la cantidad de
movimiento (momento angular)

Consideremos un sistema discreto formado por n particulas tal que para una
particula arbitraria i, su vector posicion es f
k

r;, su masa es m,, actia sobre ella una

i
fuerza f, y tiene una velocidad v; y una
5-10). El
momento respecto al origen de la fuerza que
actia sobre ésta particula sera M, =r; Xf, y

aceleracion a, (ver

Figura

el momento respecto al origen de la cantidad de
movimiento de la particula sera L, =1r; Xm,v, .

Figura 5-10

Teniendo en cuenta la segunda ley de
Newton, el momento M, sera:

dv
dt

— — — i
M, =r, Xf, =r, Xm;a, =r, Xm, (5.53)
Extendiendo el resultado anterior al sistema discreto formado por las
n particulas, tendremos que el momento resultante respecto al origen M, de
las fuerzas que actian sobre el sistema de particulas es:

Mo(t)=Zri xf; =Zri Xm;a,; =Zri xmi%m

O
d dr; dv. U
a xmv =N Wi o xS gd
dtzr’xm’v’ Z ” xXm;v,; +erl><ml o O
| I . 5.54)
=0 H ®
d dL(t)
M,())=— M r. Xmv, =—=
O() dtZ i ivi dt
R
Momento
angular £
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La ecuacion (5.54) expresa que e/ momento resultante M, de todas las fuerzas que
actiian sobre el sistema discreto de particulas es ignal a la variacion por unidad de tiempo del

momento de la cantidad de movimiento (0 momento angular) £ = Zri Xm,v,; del
i

mismo. Bste postulado recibe el nombre de Principio de balance del momento de la
cantidad de movimiento.

Observacion 5-7

Si el sistema se encuentra en equilibrio M, (£) =0 Ut

_dL()
t

- d _ —p=
M,()=0 OO Z,ermivi =00 Zer,-v,-—L—ctte

y se habla entonces de la wnservacidn del momento angular.

5.8.1 Forma global del principio de balance del momento
angular

El resultado (5.54) puede extenderse a un sistema continuo e infinito de
particulas (el medio continuo, ver Figura 5-11) como sigue:

dv o~

Figura 5-11

El momento angular se define como:
L=Ir><v aM =Ir><pvdV
M p dv v
y la version continua del postulado del balance del momento angular es:

(5.55)

Definicion: I
Principio de balance del momento de la cantidad de movimiento o momento
angular: el momento resultante, respecto a un cierto punto O del
espacio, de todas las acciones sobre el medio continuo es igual a la

variacion por unidad de tiempo del momento de la cantidad de
movimiento respecto a dicho punto.

dL(t) _d
= av
dtJ’rva

7

t

M, ()=

dt
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Puesto que el momento resultante de las fuerzas que actdan sobre el medio
continuo (momento de las fuerzas masicas y momento de las fuerzas de
superficie) tiene la expresion (ver Figura 5-11):

Mo(t)=J’r><pde+5[r><tdS (5.56)
Vv

|4

el principio de balance del momento de la cantidad de movimiento queda:

Forma global espacial del( J
principio de balance del E - Ir xpvdV =Ir xpbdV + 5[1‘ xtdS (5.57)
V.=V V

|4

momento angular H

5.8.2 Forma local espacial del principio de balance del mo-
mento angular

Para obtener la forma local espacial de la ecuacién de balance se procede como
sigue; teniendo en cuenta el Lema de Reynolds en la ecuaciéon (5.57):

4 J’rxpvdV -4 J’p(rxv)dV=
dr 4, dr 4,

_end _ dr dv _ dv 5.58)
=(p=(rxv)dV = [pExv)dV +[parxyay = (rxpay &
[ogr VIV = [o(xn)dv Hfowx g dv = [ rxp

G v
v
%,—/

=0

y desarrollando el dltimo término de la ecuacion (5.57):
nlg

O ——
Ofrx t dS:ernmdS:er[nm]Tds:J(rxof)mds:
V V V V

Ureorema (5:59)
LI Diverg.
E = f@ xg' )M dV
Vv

J simb % 0 0

g(rXO'T)DD]i = (e x; ork)a:a(eijkxjork):

0 ox, oo (5.60)

[k =0, +epux;, — % =¢,0, +@rx0®) i0{23)

O axr ax,, —_—

—— m.
0 6],, rx[lg i l

Substituyendo ahora la ecuacion (5.60) en la (5.59):
@’rXtdS =deV +J(r>< 0b)dV
U v

Hn =eyu0, i j,k0{1,2,3}

y substituyendo finalmente las ecuaciones (5.58) y (5.61) en la ecuacién (5.57):

(5.61)

dv
rxp = ay = (rxpbdV + [mdv + [(rx0 @)V 5.62
oo e frendremare] o

Reordenando términos en la ecuacion (5.62), se obtiene:
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NOTA

Se identifica asi la
simetria del tensor de
tensiones de Cauchy
(enunciada, aunque no
deducida, en el capitulo
4) como la forma local
espacial del principio de
balance del momento
angular.

dv —
+pb-p—rdV +[mdv =00 [mdVy=0 0UOAVQOV
ergms pb—p’ JV’m _V[ (5.63)

=0
donde se ha tenido en cuenta que el primer integrando es nulo debido a la
ecuacion de Cauchy (5.52) (forma local espacial de la ecuacion de balance de la
cantidad de movimiento). Localizando en la ecuacion (5.63) y considerando el
valor de m en la ecuacién (5.61), resulta:

m=0 UOx0OV 0

m =eyo, =0 i0aydT wln =0 LI AOEL2S (5.64)
t i J bt

y particularizando la ecuacion (5.64) para los tres posibles valores del indice i:
i=1: €0, Zey;0y+e; 0y =0y -0, =00 0y =0y 0
—— —

=1 =

. T
=" i L= + = - = = =
I=2: €30, ey 05 Fe30,;=05-0;=0 0o, =0;000=0 (5.65)

=1 =71 E
I=3: €330, =€;,0; ey, 0, =0, -0, =00 0, =0,
eI E
Forma local espacial del [
principio de balance E ~a=a’ (5.66)
del momento angular E

y la forma local del balance del momento de la cantidad de movimiento se
traduce en la simetria del tensor de tensiones de Cauchy.

5.9 Potencia

Definicion:

Potencia: En mecanica clasica, y también en Mecanica de Medios
Continuos, se define la potencia como un concepto, previo al de
energfa, que puede cuantificarse como la capacidad de realizar #abajo

por unidad de tiempo. Asi, para un sistema (o medio continuo) se define
la potencia W(t) entrante en el mismo como:

W) = Trabajo realizado en el sistema

unidad de tiempo

En algunos casos, no en todos, la potencia W(t)es una diferencial exacta de
una funciéon E(t), la cual, en dichos casos, recibe el nombre de Energia.

dE(t)

W) = T

(5.67)

En nuestro caso supondremos que existen dos procedimientos por los cuales el
medio continuo absorbe potencia de su exterior y realiza con ella un trabajo
por unidad de tiempo:
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- DPotencia mecanica: mediante el trabajo realizado por las acciones
mecanicas (fuerza masicas y superficiales) que actian sobre el medio.
- DPotencia calorifica: mediante la entrada de calor en el medio.

5.9.1 Potencia mecanica. Teorema de las fuerzas vivas

Definicion: I
Potencia mecanica entrante en el medio continuo: trabajo por unidad de
tiempo realizado por todas las fuerzas (masicas y de superficie) que
actian sobre el mismo.

Consideremos el medio continuo de la Figura 5-12 sometido a la accién de
unas fuerza masicas, caracterizadas por el vector de fuerzas masicas b(x,?), y

unas fuerzas superficiales, caracterizadas por el vector de traccion t(x,1) .
t(x,7)

=V
1o
0 pb E%dV =pb 3 dV
v
tdS
0t as=t3 ds
ar
Vil v
'J[f +dt
Figura 5-12
La expresion de la potencia mecanica entrante en el sistema P, es:
Pe=IprvdV+5[ t OdsS = pvadV+5[nE(oBv)dS (5.68)
v V¥ n 4 v '

Aplicando el teorema de la divergencia al dltimo término de la ecuacion (5.68)
se tiene:

Ofn o ) dS =[O o )dv

00 . ov.
a][(o-[{,):i(oi‘v‘)z iy o o, L=(|:|B)')Bf+0':l (5.69)
D axi y "l axi J L xi
B ae), W,
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RECORDATORIO

El tensor g es
simétrico y el tensor wy

es antisimétrico. En
consecuencia su
producto es nulo

(o:w=0)

NOTA

Se utiliza aqui la
expresion:

d 1
—(=vLl¥y)=
AT

NOTACION

2
VB'=|V| =v?

y teniendo en cuenta la identidad I=v O O=d+w (ver capitulo 2):

o: 1 =o:d+o:w=0:d
—— o
I=d+w =0

Substituyendo la ecuaciéon (5.70) en la (5.69), se obtiene:

O Jn o 3)ds =f(':' (&) dV +[o:daV

V

Substituyendo la ecuacién (5.71) en la ecuacion (5.68), la potencia
mecanica entrante en el medio continuo resulta ser:

P =(pbldV+ (t¥dS=(pbldV+((OW)3dV+(o:ddV =
! jres] I I

dv

:I(EIBJ+pb)B'dV+Io:ddV:Ip — ¥ dV+Io:ddV:
VT vV vV \dﬁt,_, V
P d A
dt —(5zvh)
dr 2

d [l . _e~d .
‘V[pw%vﬂf@rlo.dcﬁ/ _-,[pdt %v @nﬂlc.ddlf 0
y aplicando el lema de Reynolds (5.33) a la ecuacion (5.72):

d 1,
P =(pbdV+ (tdS=— [ —pvdV+([ o:ddV
I Joresa L]

Teorema de las fuerzas vivas

Potencia [

.. d d 1,
mecanica[j— P, = [pbdV + (tFdS=— [ —pvdV +([o:ddV
! J a L2 J

entrante H ad

\_ﬂ——d .
KC=Energia Potencia
tensional

cinética

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

La ecuacién (5.74) constituye la generalizacion a la Mecanica de Medios

Continuos del Teorema de las fuerzas vivas de la Mecanica clasica:

Definicion:

continuo:
P, =J’pb vdV +(J‘t v dS
4 4

se invierte en:

not
Energia cinética = K = J’% pvidv
4

N ﬁ:i lpvde
dt  dty?2

b) crear potencia tensional:

def
Potencia tensional = J’O‘ ddV
|4
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Observacion 5-8

A la vista de la ecuacion (5.74), la potencia tensional puede definirse
como aquella parte de la potencia mecanica entrante en el sistema que
no se emplea en hacer variar la energfa cinética. Puede interpretarse
como ¢/ trabajo por unidad de tiempo (potencia) realizado por las
tensiones en el proceso de deformacion del medio.

En un sélido rigido no hay deformacién ni velocidad de deformacion
(d=0). En consecuencia, las tensiones no realizan trabajo mecanico
y la potencia tensional es nula. En éste caso toda la potencia mecanica
entrante en el sistema se invierte en hacer variar la energfa cinética del
mismo y se recobra le Teorema de las fuerzas vivas de la Mecanica del

solido rigido.

5.9.2 Potencia calorifica

Definicion:

Potencia calorifica entrante Q, : es la cantidad de calor que entra, por

unidad de tiempo, en el medio continuo.

Dicha entrada de calor puede ser debida a dos causas fundamentales:

a) la entrada de calor debida al flujo (no comvectivo) de calor a través del
contorno del correspondiente volumen material. Notese que, al tratarse de
un volumen material, el flujo de calor por transporte de masa (convectivo)
es nulo y, por lo tanto, todo el flujo de calor entrante sera no convectivo,

b) la existencia de fuentes de calor en el interior del medio continuo.

o [Flujo de calor no convectivd

Sea q(x,t) la descripcion espacial del vector de flujo no convectivo de

calor por unidad de superficie. Entonces, el flujo neto no convectivo de
calor a través del contorno del volumen material sera (ver Figura 5-13):

Cantidad de calor saliente

qLhdS = : :
V unidad de tiempo
Cantidad de cal trant (>-75)
~ (qhdS = annz‘l eca(?renrane
) unidad de tiempo
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Figura 5-13

Observacion 5-9

Un ejemplo tipico de flujo no convectivo es la transmision de calor
por fenémenos de conduccion. 1.a conduccion de calor esta gobernada
por la Ley de Fourier, que proporciona el vector de flujo de calor por
conducciéon (no convectivo) q(x,7)en funciéon de la temperatura

G(X,t):

Ley de FourierJ
de conduccion E—» q(x, t) =-K EIO(X, t)
del calor H

donde KX es la conductividad térmica (una propiedad del material).

o [Fuentes internas de calor

En el interior del medio continuo puede generarse (o absorberse) calor
debido a ciertos fenémenos (reacciones quimicas, etc.). Sea r(x,t) una

funcién escalar que describe en forma espacial el calor generado por las
fuentes internas por unidad de masa y unidad de tiempo (ver Figura
5-14). El calor entrante en el sistema, por unidad de tiempo, debido a la
existencia de fuentes internas de calor sera:

oV

Xy

Figura 5-14
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Calor generado por la fuente interna
unidad de tiempo

[prdv= (5.76)

En consecuencia, el calor total entrante por unidad de tiempo en el medio
continuo (o potencia calorifica Q,) vendra dado como la suma de las

contribuciones del flujo por conduccién (5.75) y de las fuentes internas (5.76):

Potencia calorifica [
.
entrante en el medio :[]

0, =jprdV—5[thdS (5.77)

y, a la vista de las ecuaciones (5.74) y (5.77), la potencia total entrante en el
medio continuo puede escribirse como:

Potencia total entrante en el sistema .

_d 1 . B
Pe+Qe—EIEpvde+‘V[G.ddV+‘V[prdV 5[Vqﬁnds (5.78)

VtEV

5.10 Balance de la energia

5.10.1 Conceptos de termodinamica

o Sistema termodindmico. es una determinada cantidad de materia continua
formada siempre por las mismas particulas (en nuestro caso un volumen
material).

*  Variables  termodindmicas:  conjunto de variables macroscopicas que
caracterizan el sistema e intervienen en todos los procesos fisicos a
estudiar. Se designaran por W, (x,t) iD{l,2,...,n}.

*  Variables de estado, independientes o libres: es un subconjunto del grupo de
variables termodinamicas en funcién de las cuales se pueden expresar todas
las demas.

*  Estados termodindmicos: un estado termodinamico queda definido al asignar
un cierto valor a las variables de estado vy, por lo tanto, a todas las variables
termodinamicas. En un hiperespacio (espacio termodinamico) definido por
las wvariables termodinamicas H; iDEl,L...,n} (ver Figura 5-15), un

estado termodinamico vendrfa representado por un punto.

l'l2 °

M,

Figura 5-15 — Espacio termodinamico
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NOTA

La descripcion
matematica de una

funcién A, H,)
de las variables
termodindmicas
mediante una forma
diferencial O esun
hecho muy comun en

termodinamica de
medios continuos.

*  Procesos termodindmicos: la sucesion continua de estados termodinamicos por
los que pasa el sistema entre dos instantes de tiempo ¢, y ¢5 (es un camino
o segmento continuo en el espacio termodinamico, ver Figura 5-16).

W, A

leB B

W -4](

W/ W’ Ky
Figura 5-16 - Proceso termodinamico

*  Ciclo cerrado: proceso termodinamico en el que el estado termodinamico
final coincide con el estado termodinamico inicial (todas las variables
termodinamicas recuperan su valor inicial), ver Figura 5-17.

M, A
A=B

A

M

\j

by’ Hy
Figura 5-17 - Ciclo cerrado

*  Funcion de estado: toda funcion escalar, vectorial o tensorial (p(p.1 Sl ) de las

variables termodinamicas que se puede escribir unfvocamente en funciéon
de las mismas.

Consideremos un espacio termodinamico con variables termodinamicas
ui(x,t) iD{1,2,...,n} y una funcién @W,,....,H,) de dichas variables
termodinamicas definida implicitamente mediante una forma diferencial:

80= £, (Hyooe b, Jaby ot £, (ol ) i,

Consideremos también un determinado proceso termodinamico 4 — Ben el
espacio de las variable termodinamicas. La ecuacion (5.79) proporciona el valor

(5.79)

not

not
: s B B\ — : A AN —
de la funcién QW ,....,H,) =@, conocido su valor @U;,....,u;)=@, y el
correspondiente camino (proceso termodinamico ) 4 - B mediante:

P =0, + jj ) (5.80)
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®A 4
B
P =@ +[,00
| foerfoe
» uz
r1
ul Aif—)—)—)c B
S>>

T

Figura 5-18. Funcién no univoca de las variables termodinamicas H,,H,

2

Sin embargo la ecuaciéon (5.80) no garantiza que el resultado @, sea
independiente del camino (proceso termodinamico) seguido. En términos
matematicos, no garantiza que la funcién @:R" —» R definida mediante (5.80)

sea univoca (ver Figura 5-18) y que, por lo tanto, exista una sola imagen
@, ,....,l,) para cada punto del espacio termodinamico (ver Figura 5-18).

Observacion 5-10

Para que una funcién @, ,....M, ), descrita implicitamente mediante
una forma diferencial 8@, sea una funcion de estado (es decir univoca),
dicha forma diferencial tiene que set una diferencial exacta d9=d@. En
otras palabras la forma diferencial d@tiene que ser integrable.

La condicién necesaria y suficiente para que una forma diferencial
como la (5.79) sea una diferencial exacta es la igualdad de derivadas

cruzadas:
O (TSI ¥ TR N (TR I 2 T E
_ of . - &=
9 1""’“”): i) Di,jD{l,...n}E 0p=de
ap‘j ap‘i 0

Sila forma diferencial (5.79) es una diferencial exacta, la ecuacién (5.80) queda:

0z =0, +de(p=(pA + [A(éli (5.81)

y el valor @ges independiente del camino de integracién. Diremos entonces
que la funciéon @ es una funcion de estado que depende sinicamente de los valores de las

variables de estado y no del proceso termodinamico.
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Observacion 5-11

Si @ es una funcion de estado, entonces 0@ es una diferencial exacta
y la integral a lo largo de todo ciclo cetrado de la diferencial d@sera
nula:

A
Lmqm{g(;ﬂ_jfo

Ejemplo 5-3 — Determinar si la funcion @W,,W0,) definida a partir de la forma
diferencial dQ= 4, dW, + W, dW, puede ser una funcion de estado.

Resolucion:
De acuerdo con la ecuacion (5.79):

o _,
f ulm afz—D oH, Oy,
ou, [

luego OQ 7o es una diferencial exacta (ver Observacion 5-10) y @ no es una
funcién de estado.

5.10.2 Primer principio de la termodinamica

La experiencia demuestra que la potencia mecanica (5.74) no es una diferencial
exacta y que, por lo tanto, el trabajo mecanico desarrollado por el sistema en

un ciclo cerrado no es igual a cero. Lo mismo ocurre con la potencia calorifica
(5.77).

8¢ =P, dt0) {P, dt#0 H

(5.82)
@, =Q, dt fQ dt#OE

Sin embargo, existe evidencia experimental de que la suma de la potencia
mecanica mas la potencia calorifica, es decir la potencia total entrante en el
sistema (5.78) (ver Figura 5-19), es efectivamente una diferencial exacta y que,
por lo tanto, puede definirse a partir de ella una funcion de estado € que
correspondera al concepto de energfa:

Podt+Q,dt=dE0 (1) = Jj (P, +Q,)dt + ctte. (5.83)
0
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NOTA

Se dice que una cierta
propiedad es extensiva
si el contenido de la
propiedad en el todo es la
suma del contenido de la
propiedad en cada una de
las partes. El caracter
extensivo de un
propiedad permite
definir el contenido de
la propiedad por unidad
de masa (valor especifico
de la propiedad) o por
unidad de volumen

(densidad de la propiedad).

5 Ecuaciones de conservacion-balance 155

B0,

Figura 5-19

El primer principio de la termodindmica establece los siguientes postulados:

1) Existe una funcion de estado € , denominada energia total del sistema, tal que su
variacion por unidad de tiempo es igual a la suma de la potencia mecanica
mas la potencia calorifica entrantes en el sistema:

€ _p o
a =
éé = Pdi + Q.di (5.84)
. A — —_
Variacion de Trabajo Trabajo
la energia total  ecanico  calorifico

2) Existe otra funcion de estado U denominada energia interna tal que:

a)

b)

es una propiedad de cardicter extensivo. En este caso se puede definir
una energia interna especifica u(X,t) (o energfa interna por unidad de

masa) tal que:

4

la variacion de la energfa total del sistema & es igual a la variacion
de la energfa interna U mas la variaciéon de la energfa cinética KC:

dE  =dk+  dU
Funcion de Funcion de (5.86)
estado estado

Observacion 5-12

Notese que, puesto que se ha postulado que la energfa total del
sistema £ vy la energfa interna U son funciones de estado, d€y
dU en la ecuacion (5.80) son diferenciales exactas. En consecuencia
dK =d€ —dld , en dicha ecuacion, también es diferencial exacta
(puesto que la diferencia entre dos diferenciales exactas también lo es)
y, por tanto, es una funcién de estado. Se puede pues afirmar que la
ecuacion (5.80) postula indirectamente el caracter de funciéon de
estado (y por tanto) de energia de IC.

A partir de la ecuaciéon (5.84) y considerando la ecuacion (5.78), se tiene:
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d€ d | O
—=P,+0,=— [ —pvidV+(o:ddV+(prdV—-(qmdS
a ar J 200 rferadr fordrm Jam A
I 5
K=(=pvidv
I3 =
(5.87)
d€ dIC a’L{ d 1
—pvidV+fo:ddV+[(prdV-(qmdS O
@ adr dt-£2pv I [prdr=]a
\—N—/
dic au
dt dt
Forma global
del bal d —»——— + Lh
elbalance de ] ” J’pudV J’G :ddV J’prdV (’]‘q ds (5.89)
energia mternaa

Observacion 5-13
De la ecuacion (5.88) se desprende que toda variacion, por unidad de

tiempo, de la energfa interna ~, Viene producida por:

— una generacion de potencia tensional : J’O‘ ddV

— una variacién, por unidad de tiempo, del contenido de calor del
medio:

prdV - [(qhdS
fprdv=a

7

Aplicando el lema de Reynolds (5.33) y el teorema de la divergencia a la
ecuacion (5.88) se tiene:

% IpudV=Ip%dV=IG:ddV+IprdV—IEIB1dV oAy av (5.89)
VsV 4 4 4 4

Finalmente, localizando en la ecuacion (5.89), se obtiene /a forma local espacial del
balance de la energia:

Forma local espacial

a
del balance de energia E_, p% =o:d+(pr-00Ly) OxOV O¢ (5.90)
(ecuaciodn de la energia) H !
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NOTA

Sistema termodindmico
aislado: es un sistema
que no puede
intercambiar energia
con el exterior. En un
sentido estricto el unico
sistema perfectamente
aislado es el universo,
aunque podemos
pensar en sistemas mas
pequefios quasi-aislados
o aislados de forma
imperfecta.

5.11 Procesos reversibles e irreversibles

El primer principio de la termodinamica conduce a una ecuacién de balance de
la energfa que debe cumplirse para todos los procesos fisicos que se producen
en la realidad:

(5.91)

En particular, si consideramos un sisterza aislado (un sistema que no puede
intercambiar energfa con el exterior), la variacién temporal de la energfa total
. , d€ .
del sistema sera nula (7 =00 la energfa total se conserva) y, por lo tanto, la
t
ecuacion de balance de la energfa (5.91), establecida por el primer principio de
la termodinamica, impone que toda variacion de energia interna d—se tiene
t
que compensar con una variacion igual y de signo contrario de energfa cinética

Z—K: y viceversa (ver Figura 5-20).
t

4

Figura 5-20 — Sistema termodinamico aislado

Lo que no dice el primer principio de la termodinamica es si este intercambio

de energfas (cinética e interna) en un sistema aislado puede producirse

indistintamente en cualquier sentido (ﬂ __dKk, 0, o bien, a __dK 0).
dt dt dt dt

Es decir, no establece ninguna restricciéon que indique si un proceso arbitrario e

imaginario que implique un intercambio de energia en un determinado sentido

es fisicamente posible o no. Lo unico que establece es la satisfaccion del

balance de energfa (5.91) en el caso de que el proceso se produzca.

Sin embargo, la experiencia demuestra que, ciertos procesos que podrian ser
imaginados tedricamente, nunca se producen en la realidad. Supongamos, por
ejemplo, el sistema aislado de la Figura 5-21 constituido por:

— una rueda rigida (no deformable) que 3
gira con velocidad angular ®,

— un freno que puede ser aplicado sobre
la rueda en un cierto instante.

Figura 5-21
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NOTA

Al tratarse de un medio
no deformable la
potencia tensional es
nula (ver Observacién
5-8) y toda variacién de
la energia interna del
sistema derivard de una
vatiacion de su
contenido de calor (ver
Observacion 5-13).

Consideremos ahora los siguientes dos procesos:

1) En un cierto instante el freno actda, la velocidad de giro de la rueda, w,
disminuye y por lo tanto disminuye su energfa cinética (diC<0). Por otra
parte, debido al rozamiento entre el freno y la rueda, se generara calor
produciéndose un aumento de la energfa interna (did >0). La experiencia
demuestra que este proceso, en el que aumenta la energfa interna a costa de
disminuir la energfa cinética, puede darse en la realidad y que, por lo tanto,
es un proceso fisicamente factible.

2) Manteniendo el freno sin aplicar, en un cierto instante la rueda aumenta
espontaneamente su velocidad de giro @ y por lo tanto aumenta su energfa
cinética (dIC>0). De acuerdo con el primer principio disminuira la energfa
interna del sistema (dU <0). Sin embargo, la experiencia demuestra que
nunca se produce este aumento (espontaneo) de la velocidad de la rueda ni
la consiguiente disminuciéon de la cantidad de calor del sistema (que se
reflejarfa en una disminucién de su temperatura).

La conclusiéon ante esta observacion es que e/ segundo proceso considerado en el
¢gemplo no es un proceso fisico factible. Mas generalmente, para el sistema
considerado solo son factibles procesos termodinamicos que tiendan a
aumentar la energfa interna y a disminuir la energfa cinética y no lo contrario.

Concluimos, pues, que solo cuando un determinado proceso fisico es factible el primer
principio es aplicable, y se advierte la necesidad de determinar cuando un
determinado proceso fisico es factible o si un proceso fisico es factible en una
direcciéon, en ambas o en ninguna. La respuesta a esta cuestion la proporciona
el segundo principio de la termodindamica.

Las anteriores consideraciones llevan a clasificar, desde un punto de vista
termodinamico, los posibles procesos fisicos en procesos factibles o no factibles vy,
ademas, sugieren clasificar los procesos factibles en procesos reversibles y procesos
irreversibles.

Definiciones I

Proceso reversible: un proceso termodinamico 4 — B es reversible si es
posible volver desde el estado termodinamico final B al estado
termodinamico inicial 4, por el mismo camino (ver Figura 5-22).

Proceso irreversible: un proceso termodinamico 4 — B es irreversible si
no es posible volver desde el estado termodinamico final B al estado
termodinamico inicial A, por el mismo camino (aunque pueda volverse al
mismo por un camino distinto, ver Figura 5-22).
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Se dice que una cierta
propiedad es intensiva
si el contenido de las
propiedad en el todo no es la
suma del contenido de la
propiedad en cada una de
las partes. Al contratio
de lo que ocurre con
propiedades extensivas,
en este caso No se
puede definir el
contenido de la
propiedad por unidad
de masa (valor especifico
de la propiedad) o por
unidad de volumen
(densidad de la propiedad).
La temperatura es un
ejemplo paradigmatico
de propiedad intensiva.
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Proceso reversible Proceso irreversible

uz“ uz A

4 B B
¥ ¢
A ¥

AT —a”

IT >
1

My

Figura 5-22 - Procesos reversibles e irreversibles

En general dentro de un mismo proceso termodinamico existirin tramos

reversibles y tramos irreversibles.

5.12 Segundo principio de la termodinami-
ca. Entropia

5.12.1 Segundo principio de la termodinamica. Forma global

El segundo principio de la termodinamica establece los siguientes dos

postulados:

1) Existe una funcién de estado denominada temperatura absoluta 8(x,t) que es

intensiva y estrictamente positiva ( 6>0).

2) Existe una funciéon de estado denominada entropia S con las siguientes

caracteristicas:

a) Es una variable exzensiva (el contenido de la entropia en el todo es la
suma del contenido en las partes). Esto implica que existe una entropia

especifica (entropia por unidad de masa) s tal que:

entropia
= - 4, S= av
unidad de masa -V[ ps (5.92)
b) Se cumple la siguiente desigualdad:

Forma integral [
del d

°estne® Q~£=i [ psdVz[pcayv - [Lhds (5.93)
principio dela dt dt L, ;) 6 , 0

t

termodindmicaH

donde :

— el signo = corresponde a procesos reversibles.

— el signo > corresponde a procesos zrveversibles.

— el signo < no puede darse e indica que el correspondiente proceso

es 1o factible
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5.12.2 Interpretacion fisica del segundo principio de la termodi-
namica

En el apartado 5.9.2 se vio que la magnitud calor en el sistema viene caracterizada
por:
a) un término de fuente (o de generaciéon de calor por unidad de masa y
de tiempo) (X, ¢) , definido en el interior del volumen material y
b) el flyjo no convectivo (flujo de calor por conducciéon) a través del
contorno de la superficie material, definido mediante un vector de flujo
no convectivo por unidad de superficie q(x,?).
Con estos términos puede calcularse la cantidad de calor que entra por unidad
de tiempo en un volumen material V,, que ocupa instantaneamente el volumen

del espacio V, =V de normal exterior n, como:

Qe =‘V[pl"dV_5[/(]|]ldS (594)

Consideremos ahora una nueva magnitud definida como calor por unidad de
temperatura absoluta en el sistema. Si 6(x,f) es la temperatura absoluta, la

cantidad de dicha magnitud vendra caracterizada por:

. r . .
a) un término de fuente 5 correspondiente a la generacion de calor por

unidad de temperatura absoluta , por unidad de masa y unidad de tiempo, y

b) un vector % de flujo no convectivo de calor por unidad de temperatura

absoluta.
Magnitud Término de | Vector de ﬂ.u]o
fuente no convectivo
Calor q
unidad de tiempo d
Calor /u. de temperatura absoluta r q
unidad de tiempo ) [

., Lo r
De forma paralela a la ecuacion (5.94) los nuevos términos fuente, 57 vector

de flujo no convectivo, %, permiten calcular la cantidad de calor por unidad de

temperatura absoluta que entra en el volumen material por unidad de tiempo
como:

(Calor/u. de temperatura) que entra en V'

= Jp%dV —5[V%EhdS (5.95)

unidad de tiempo

Observando ahora la ecuaciéon (5.95), vemos que el segundo término de la
misma corresponde precisamente a la magnitud definida en la ecuacion (5.93).
Esta circunstancia permite interpretar el segundo principio estableciendo que
la generacion de entropia, por unidad de tiempo, en un medio continuo siempre es mayor o
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tgual que la cantidad de calor por unidad temperatura que entra en el sistema por unidad de
tiempo

Forma global O
del segundo principio E as > pl av - (I ds
& a> 1Pe” " Je

de la termodindmica H

Cantidad de la propiedad (5.96)

"Calor /u. de temperatura absoluta”
que entra en el dominio V' por
unidad de tiempo.

Consideremos ahora la descomposicion de la entropia total del sistema S en
dos componentes diferenciadas:
o S entropia generada (producida) interiormente por el medio continno. Su tasa de
y as"
generacion temporal es o
t

o S entropia generada por interaccion del medio continno con su exterior. Su tasa de

e

variacion temporal es P
t

cumpliéndose naturalmente:

ds ds@ gs®
- = + —

5.97
dt  dt dt 697

Si se establece ahora que la variacion temporal de la entropia generada por
interaccién con el exterior coincide con la de la magnitud calor por unidad de
temperatura absoluta, de la ecuacion (5.94) puede escribirse:

dS (e)

_Ip v - 5[ 1 G ds (5.98)

y, teniendo en cuenta las ecuaciones (5.96) a (5.98) la variacion por unidad de
tiempo de la entropia generada internamente sera:

as® _ as _das®

dt dt dt

ép dv - JqﬁndSDzO (5.99)

Observacion 5-14

Segin la ecuacién (5.99), la entropfa de generacién interna S del
0

dt

sistema perfectamente aislado (estrictamente hablando, solo la

totalidad del universo lo es) no hay interacciéon con el exterior y la

variacion de entropia por interaccion con el exterior es nula

sistema (medio continuo) siempre aumenta ( >0). En un

as
( dt
ds®) _as
0 —Z 20, es decit, que /a entropia total de un  sistema perfectamente

aislado  siempre anmenta. Este es el punto de partida de algunas
formulaciones alternativas del segundo principio de la termodinamica.
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5.12.3 Reformulacién del segundo principio de la termodinamica

A la vista de las consideraciones del apartado 5.12.2 podemos reformular el
segundo principio en los siguientes términos:

1) Existe una funcién de estado denominada temperatura absoluta tal que
siempre es estrictamente positiva:

08(x,1)>0 (5.100)

2) Existe una funcién de estado denominada entropia que es una variable
extensiva y que por lo tanto puede definirse en funcién de una entropia
especifica (o entropia por unidad de masa) s(X,#) como:

3) La entropfa puede ser de generacién interna, S, o producida por

interaccién con el exterior, S°. Ambas componentes de la entropfa son
variables extensivas y su contenido en un volumen material ¥ puede

definirse en funcién de sus respectivos valores especificos s y s

s® =Ips(i)dV
4
5.102
§© =Ips(e)dV (5.102)
vV
_ 0) e)
Gog 4 g0 o 495 _dS™  dS (5.103)
dt dt dt
y utilizando el Lema de Reynolds (5.33) en las ecuacion (5.103):
(i) ‘ (i)
dS_ :i J'ps(l)dV :J'pds_dV
A dr )
’ (5.104)
(e) (e ’
s _d J'ps(e)dV =J‘pds dv
e dt ) ar
t

4) La variacion de entropia externa (generada por interaccion con el exterior)
esta asociada a la variacion de la magnitud calor por unidad de temperatura
absoluta, y se define como:

as‘)
dt

r q
=[p-dV ~ [ [hds 5.105
[P~ I (5.105)

5) La entropia de generacion interna no disminnye nunca. En funcién de la variacion
de su contenido durante un proceso termodinamico se definen las
siguientes situaciones:

4 F0 proceso reversible

as®)

dt

>0 - 0 proceso irreversible (5.1006)
B< 0 proceso no factible
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5.12.4 Forma local del segundo principio de la termodinamica.
Ecuacién de Clausius-Plank

Utilizando las ecuaciones (5.102) a (5.105), la ecuacion (5.106) se reescribe
como:

as® _as as"

dt dt dt

i1’-Ips“)an/:ﬁ’-IpsaIV—DpidV— ﬂﬁuﬁ%>o
dt VtEV dt VtEV g e 5[/6 E

Aplicando el lema de Reynolds (para la primera y segunda integral del término
de la izquierda de la ecuaciéon (5.107)) vy el teorema de la divergencia (en la
ultima integral), se obtiene:

ds®) _ . ds _D ro O
[ =[o v -ogar JEHE%%V%ZO oAy Oy (5.108)

y localizando en la ecuaciéon (5.108), se llega a la forma local del segundo
principio de la termodinamica o ecuacion de Clausius-Duhem:

20

(5.107)

Forma local del

O

.. O

segundo principio H
O

O

) Ox OV
de la termodindmica[j—» P s’ _ pé - pi -0 % 0 X (5.109)
. dt dt 0 ) Ot
(desigualdad de 0

Clausius - Duhem) H

Donde, de nuevo, en la ecuacion (5.109) el signo:
= corresponde a procesos reversibles,
> corresponde a procesos Zrreversibles,
< indica que el correspondiente proceso es 70 factible.

La ecuacion (5.109) es susceptible de ser reelaborada como sigue:

1 1 O
o HLog-L qme
o 6 s o 1 E
ds¥ _ ds v o1 1 oo (5.110)
=p—-p-+-0Lg-—qd6=0
dt pdt pe 0 = 92q S
S e
"%’S'(l) =S E
s-(f)=s'_ﬁ+i|:|u1 —Lqmezo
o 99 P 111
‘S:k-)cal ‘S:gond (5‘ )

Una formulacién mas fuerte (mas restrictiva) del segundo principio de la

termodinamica postula que la entropia generada internamente, é(i), puede

() ()

generarse localmente, s, o >

o por conduccién térmica, § y que ambas

contribuciones a la generacién de entropia deben ser no negativas:
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Generacion interna O :
local de entropia : E—» &,(Qal =3 —% +_6D Lg=0 (5.112)
(desigualdad de Clausius - Plank)H P
Generacion interna [ .
de entropia por E* ‘§£i))nd =4 [M6=0 (5.113)
y pB ’
conduccion de calor

Observacion 5-15

La ecuaciéon (5.113) puede ser interpretada de la siguiente manera:
puesto que la densidad, p, y la temperatura absoluta, 6, son

magnitudes positivas, dicha ecuacién puede escribirse:

qe<o

que establece que el flujo no convectivo de calor, q, y el gradiente de

temperatura, [0, son vectores que tienen sentidos opuestos (su
producto escalar es negativo). En otras palabras, la ecuacion (5.113) es
la expresion matematica del hecho, experimentalmente contrastado,
de que el calor fluye por conduccion de las partes miis calientes del medio a las mids
frias (ver Figura 5-23), caracterizando como #no factibles aquellos
procesos en los que ocurra lo contrario.

Figura 5-23 — Flujo de calor opuesto al gradiente térmico

Observacion 5-16 I

En el contexto de la Ley de Fourier de conduccion del calor:
q=-K06 (ver Observacion 5-9) la ecuacion (5.113) puede

escribirse:
a9=0 B pimef <o o
q=-K06nq

poniendo de manifiesto la carencia de sentido fisico de valores
negativos de la conductividad térmica K .
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5.12.5 Formas alternativas del segundo principio de la termodi-
namica
En mecanica de medios continuos suelen utilizarse expresiones alternativas de

la ecuacién de Clausius-Plank (5.112) combinandola con la forma local de la
ecuacion de balance de la energfa (5.90).

. LEmacz'o’n de Clansins-Plank en funcion de la energia interna expmﬁm‘

Una forma usual de expresar la ecuacion de Clausius-Plank es hacerlo en
funcién de la energfa interna especifica u(x,f) de la ecuaciéon (5.85). Esta
expresion se obtiene utilizando la forma local espacial de la ecuaciéon de
balance de energifa (5.90):

not

y sustituyéndola en la ecuaciéon de Clausius-Plank (5.112):

PO $1eu = PE=[pr-0La]= ps-pi+c:d20 (5.115)

Ecuacién de Clausius - Plank [
en funcién de la E—» -p(u-06s)+0:d=0 (5.116)

energia interna

s |Ecuacion de Clansins-Plank en funcion de la energia libre de Helmholtz|

Otra posibilidad es expresar la ecuacion de Clausius-Plank en funcién de la
energfa libre (especifica) de Helmholtz W(x,#) que se define en funcién de la

energfa interna, de la entropia y de la temperatura como:

def

Y =u-s6 (.117)

Derivando respecto al tiempo la ecuacién (5.117), se obtiene

W=i-s0-500 i-65 = | +56) (5.118)

y substituyendo la ecuaciéon (5.118) en la (5.116), se obtiene la ecuaciéon de
Clausius-Plank en funcién de la energfa libre de Helmholtz:

pBs. ., =—pi-08s)+a:d=—pP+s0)+a:d=0 (5.119)
Ecuacién de Clausius - Plank [
en funcion de la E—» —p(l]J+s9)+0‘:d2020 (5.120)

energia libre

Para el caso de deformacion infinitesimal se tiene que d =€ (ver capitulo 2,
Observacion 2-22) y substituyendo en la ecuacion (5.120) se obtiene:

Ecuacion de 0
Clausius - Plank E - —p(P+s G) +0:£20 (5.121)

(Deformacion infinitesimal) H
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5.13 Ecuaciones de la mecanica de medios
continuos. Ecuaciones constitutivas

Llegados a este punto resulta conveniente resumir el conjunto de ecuaciones
diferenciales (locales) proporcionado por las ecuaciones de conservacion-
balance:

1) Conservacion de la masa. Ecuacién de continuidad.

Zp +p0 O =05
dp I 6V1 ) E—» 1 ecuacion (5.122)
dt 0x, Q

2) Balance de la cantidad de movimiento. Ecuaciéon de Cauchy.
DEb+pb=p%§ .
[0— 3ecuaciones (5.123)
O . .
— 4 pb, = pﬂ i041,2,3)0
dt H

0x

J

3) Balance del momento angular. Simetria del tensor de tensiones:

o=0’ g .
_ _ _ [1— 3 ecuaciones (5.124)
G, =0, 5 03705 ; 05=05[

4) Balance de la energia. Primer principio de la termodindmica.

p =0 d+(pr—Du1

%—» 1 ecuacion (5.125)
0y lJ ED

5) Segundo principio de la Termodindmica. Desigualdad de Clausius-Plank y del
flujo de calor:

00— lrestriccidon

-pi-85)+0:d=20 O
pli -085)+0,d, 200
1

-1 qme=o g (5.126)
pe? .
30 0 — 1restriccion
_1 >0 0

p?qi Ox; H

que suman un total de &8 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP’s) y dos
restricciones.
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NOTA

No se contabilizan
como incégnitas las seis
componentes  distintas
del tensor velocidad de
deformacion (, en las
ecuaciones (5.125) vy
(5.126), puesto que se
suponen implicitamente
calculables en funcién
de la wvelocidad vy

mediante la relacion:
d(v)=0v

(ver capitulo 2,
apartado 2.13.2)

NOTA

Es frecuente que en las
ecuaciones constitutivas
termo mecanicas
intervengan las
deformaciones, g, que,

sin embargo, no se
contabilizan como
incégnitas adicionales
puesto que se suponen
calculables en funcion
de las ecuaciones del
movimiento que, a su
vez, pueden calcularse
por integracion del
campo de velocidades
U e=¢g(v)
(ver Capitulos 1y 2).
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Haciendo un recuento del nimero de incégnitas que intervienen en dichas
ecuaciones se tiene.
p — lincognita
v — 3incdgnitas
O — 9incognitas
u — lincognita 19 incdgnitas
q - 3incognitas

0 - lincognita

I o |

s — lincognita

Es evidente, por consiguiente, que se necesitaran ecuaciones adicionales para
resolver el problema. Estas ecuaciones, que reciben el nombre genérico de
ecuaciones constitutivas 'y que son propias del material que constituye el medio
continuo, son:

6) Ley de Fourier de conduccion del calor:

q=-K06 E
g, = —Kﬁ i0{1.2.3} - 3 ecuaciones (5.127)
0x; E
7) Ecuaciones constitutivas (propiamente dichas):
Ec. constitutivas . )
o - f.(0,&(v),0,u)=0 i0{l,..,6} - 6ecuaciones
termo - mecanicas :
(5.128)

Ec. constitutiva .
— lecuacion

- s=s((v),0,H)

de la entropia :

donde p={H,,....,} son un conjunto de nuevas variables termodindmicas
(pnuevas incognitas) introducidas por las ecuaciones constitutivas termo-

mecanicas.

8) Ecuaciones termodindmicas de estado:

- F(p,6,n)=0 i0{12..p}

dE:lel::;g: caldrica - u=g(p,&(v),06,W) E

%—’ (1+ p) ecuaciones (5.129)
Ecuaciones E

B

cinéticas de estado

Nos encontramos ahora con un conjunto de (19+ p) ecuaciones y (19+ p)

incognitas que, con las adecuadas condiciones de contorno, definen un
problema matematicamente bien puesto.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



168

5 Ecuaciones de conservacion-balance

NOTA

Por simplicidad, se ha
supuesto aqui la
simetria del tensor de
tensiones (5.124) ya
impuesta, eliminando
tal condicion del
conjunto de ecuaciones
y teduciendo el nimero
de incognitas de @ de

9 a 6 componentes.

Observacion 5-17

Las ecuaciones de continuidad, de Cauchy, de simetria del tensor de
tensiones, de balance de energfa y las desigualdades del segundo
principio de la termodinamica (ecuaciones (5.122) a (5.126)) son
validas y generales para todo medio continuo, sea cual sea el material
que lo constituye y para cualquier rango de desplazamientos o de
deformaciones. Por el contrario, las ecuaciones constitutivas (5.127) a
(5.129) son especificas del material o del tipo del medio continuo con
el que se trate (solido, fluido, gas) y los diferencian entre si.

5.13.1 Problema termo-mecanico desacoplado

Para la resolucién del problema general en Mecanica de Medios Continuos se
ha de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que
involucra las (194 p) ecuaciones y las (19+ p) incognitas discutidas en el
apartado anterior. Sin embargo, en determinadas circunstancias o bajo ciertas
hipétesis, es posible descomponer el problema general en dos problemas
menores (involucrando cada uno de ellos un nimero menor de ecuaciones e
incognitas), denominados problema mecdanico 'y problema térmico, que se pueden
resolver de forma independiente (desacoplada) entre si.

Como ejemplo, considérese que la distribucién de temperaturas 0(x,7) es

conocida a priori, o no interviene de forma relevante en las ecuaciones
constitutivas termo-mecanicas (5.128), y que, ademas, dichas ecuaciones
constitutivas no involucran nuevas variables termodinamicas (W={U}). En

este caso consideremos el siguiente conjunto de ecuaciones:

o dp _ U

Ec. de continuidad : % +p0¥ =0 (Tec)
Ec. de Cauchy : Olo+pb= p% (3ec) E — 10ecuaciones  (5.130)

O

Ecs. tituti
€5 CONSHIIVAS  (G,6(v))=0 i 0{1,...6) (6ec.)§

mecanicas :
que involucran a las siguientes incognitas: :

p(x,t) - lincognita E
v(X,?) — 3incognitas [] 10 incognitas (5.131)
o(x,t) - 6incégnitasE

El problema definido por las ecuaciones (5.130) y (5.131) constituye el
denominado problema mecinico que involucra las variables (5.131) (denominadas
variables mecinicas) que, por otra parte, son las de verdadero interés en muchos
problemas de ingenierfa.

El problema mecanico constituye, en este caso, un sistema de ecuaciones

diferenciales reducido respecto al problema general y puede resolverse
independientemente del resto de las ecuaciones del mismo.
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6 Elasticidad lineal

6.1 Hipétesis de la Teoria de la Elasticidad
Lineal

La Teorfa de la Elasticidad Lineal puede considerarse una simplificaciéon de teorias
mas generales (Teorfa general de la Elasticidad), pero suficientemente aproximada
para la mayoria de las aplicaciones en Ingenierfa.

Las hipotesis simplificativas de la  Teorfa de la FElasticidad Lineal son
esencialmente las siguientes:

a) | Deformaciones infinitesimales | (los desplazamientos y sus gradientes son
pequenos, ver capitulo 2):

*  Desplazamientos pequerios: No se diferencian la configuracion material
(correspondiente al instante de referencia #,) de la espacial (correspondiente
al instante actual t) y, en consecuencia, tampoco se diferencian las
coordenadas espaciales de las materiales, ver Figura 6-1.

x=X+ u 0O x=X
=0 (6.1)

Observacion 6-1

Como consecuencia de la ecuacion (6.1), no hay diferencia entre las
descripciones espacial y material de una propiedad:

x=X U y(x,0) =y(X,0) =T(X,1) =T (x,7)
y toda referencia a descripciones espaciales y materiales (asi como a

los conceptos asociados, como derivada local, derivada material etc.)
pierden su sentido en elasticidad infinitesimal.

Tampoco se distingue entre los operadores diferenciales Nabla espacial
(O) v Nabla material (O ):

0() _0() 1 o
= a0 O=0e)

A partir de la ecuacion (6.1), puede escribirse:
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ox
=" = O =1
Feox 10 A ©2

Observacion 6-2

Como consecuencia de la ecuaciéon (6.2) y de la ecuacion de
conservacion de la masa, la densidad en la configuraciéon actual
P, =p(X,t) coincide con la de la configuracion de referencia

P, =P(X,0) (que se supone conocida):

P, =P,|F|=p,

y en consecuencia la densidad no es incdgnita en problemas de elasticidad lineal.

*  Gradientes de los desplazamientos pequerios:

Como consecuencia no hay distincion entre los tensores material E(X,7)
y espacial e(X,#) de deformacién que colapsan en el tensor de
deformacién infinitesimal €(x, 1) :

E(X,f) =e(x,t) = &(x,¢)

DSu=—(@OO0+00u)

N | —

(6.3)

I N

L O 0 haasy
i == — Ui, 94y
/ 2%}@ ox; /

X

Figura 6-1

b) | Existencia de un estado nentro |

Se admite la existencia de un estado neutro en el que las deformaciones y las
tensiones son nulas. Normalmente, se entiende que el estado neutro se
produce en la configuracién de referencia:

EE(x,tO)=0

o(x.1,)=0 o9
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NOTA

La restriccion a
procesos #sotérmicos
desaparece en la teoria
de la termoelasticidad
lineal abordada en el
apartado 0.

) | Se considera (en principio) que el proceso de deformacion es isotérmico y adiabiticd

Definiciones:

Procesos  isotérmicos:  aquellos que tienen lugar a temperatura
B(x, 1) constante a lo largo del tiempo:

0 8(x,1) =6(x)|

Procesos adiabaticos : aquellos que se producen sin generacion de calor
en todo punto e instante de tiempo:

Calor generado en un dominio V :J'p rdv - Jl’q thdS=0 0OV
4 Vv

0 pr-0§=0 Ox Ot

Los procesos de deformacion /ntos suelen considerarse adiabaticos.

6.2 Ecuacion constitutiva elastica lineal.
Ley de Hooke generalizada

La ley de Hooke para problemas unidimensionales supone la proporcionalidad
entre la tensiéon, O, y la deformacién, €, a través de la constante de
proporcionalidad denominada médulo de elasticidad £ :

0=Ec¢ (6.5)

En la Teorfa de la Elasticidad esta proporcionalidad se generaliza al caso
multidimensional suponiendo la /nealidad de la relacion entre las componentes
del tensor de tensiones @ y de deformaciones € en lo que se denomina Ley de
Hooke generalizada:

Leyde Hooke [0(x,t) =C:&(x,1)

- . 0.6
generalizada Epy =Cyy €y i, j0{1,2,3 ©.6)

que constituye la ecuacién constitutiva para un material elastico lineal.

El tensor de cuarto orden C (denominado zensor de constantes eldsticas)
tiene en principio 3* =81 componentes. Sin embargo, debido a la simetria de
Oy €, debe presentar ciertas simetrias ante el intercambio de indices. Estas
son:

Ciw =C,u B .
00— Simetrias mayores
Ciw =Chu g (6.7)

Cijkl =C Wi~ Simetrias menores

y, como consecuencia, el numero de constantes distintas en el tensor de
constantes elasticas C se reduce a entonces a 21.
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NOTA

Se considera aqui la
identidad, propia del
caso de deformacion
infinitesimal: d = §

Observacion 6-3 I

Una caracteristica esencial del comportamiento elastico (que se
comprueba en la ecuacion (6.5) ) es la dependencia de las tensiones,
en un cierto punto e instante O(X,f), (Gnicamente) de las

deformaciones en dicho punto e instante &(X,#) y no de la historia de

deformaciones previa.

6.2.1 Potencial elastico

Considetemos /a energia interna especifica u(xX,t) (energia interna/unidad de masa)
y la densidad de energia interna u(x,t) (energia interna/unidad de volumen)
relacionadas por:

u(x,1) =p, u(x, 1)

(6.8)

donde se ha tenido en cuenta que p, =p (ver Observacién 6-2). Consideremos
ahora la ecuacion de la energfa (forma local):

~

du _du
—=—=0:d + -0y =0:¢
P Tar L M:,—DJ]
€ =0 (6.9)
O %=0:€
dt

donde se ha considerado la naturaleza adiabatica del proceso de deformacion
(pr-D0@=0).

La forma global (integral) de la ecuacién de la energfa (6.9) se obtiene
integrando sobre el volumen material V' :

it _d . dit .
Forma global =— (udV =I—u= g:&£dlV
i dt dt 1, ydt
de la ecuacion de E <
- U U (6.10)

la Energia en 0
Elasticidad lineal g,{(t) = J’ﬁ (x,0)dV
|4

donde U(t) es la energfa interna del volumen material considerado.

Observacion 6-4
La potencia tensional (para el caso de elasticidad lineal) es una
diferencial exacta:

dt

Potencial tensional = J’G :€dV = a
Vv
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NOTA

Ta condicién

u(x, t,)=0 puede
introducirse sin pérdida
de generalidad.

Substituyendo ahora le ecuacion (6.6) en la (6.9):

du "' . 1y, .
I =u=0:£=¢,0, =¢,C g, :E(sijcijklskl +£gfcijk1€k1)=
1 1y, ,
5(8 Cintu T €4CryEy ) E(eijcijklekl +8g‘jcijk18kl): (6.11)
1 1 d 1d
5(8 Czjk/ utE; Czjklekl) dt (SHCWC,SH):—Z(E:C:S)

donde se han considerado las simetrfas de la ecuacién (6.7). Integrando la
ecuacion (6.11) e imponiendo la condicién de que la densidad de energia
interna u(x,7,) en el estado neutro (para t =7, 0 €&(x,¢,)=0)) sea nula:

u(x,t) = % (e(x,1): C:&(x,1)) + a(x) @D

u(x,2,)=0 Ox H (6.12)
O lt-:(x,to) :C:e(x, 1)) ta(x)=a(x)=0 Ox
2——
=0
. . N _1
Densidad de energia interna — u (€) = 5 (e:C:¢)= 5 €, Cinu (6.13)

Derivando la ecuacién (6.13) respecto a € y teniendo de nuevo en cuenta las
simetrias:

g@——c s+—s (C——(C E+— (C e=C:e=0
RN
gau(s) 1 (6.14)
e 5 Cz/klskl Sklckly Cz/klekl Cg/klekl =Cyy€y =0,
ij
Dice) _
0 E % (6.15)
PO _ 023

B
La ecuacion (6.15) califica a la densidad de energia interna #(€) como un

potencial para las tensiones (que se obtienen por derivaciéon del mismo)
denominado potencial eldstico:

Potencial elastico — (€)= 1 €:C:e= 1 o:¢€
2 ] 2
. (6.16)
ou(e) _
o€
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NOTA

Un tensor es isotrépo si
mantiene sus
componentes en
cualquier sistema de
coordenadas cartesiano.
La expresion mas
general de un zensor
isotrdpo de cuarto orden es :

C=MO1+2yl
OAy 1

RECORDATORIO

El tensor simétrico
unitario de cuatto
orden] (isotr6po) se
define mediante sus
componentes:

1
[I]ijkl = B 00 +0;0

6.3 Isotropia - Constantes de Lamé - Ley de
Hooke para elasticidad lineal isétropa

Definicion:

Material isotrgpo: Aquel que tiene las mismas propiedades en todas las
direcciones.

Para el caso de un material elastico lineal, las propiedades elasticas estan
contenidas en el tensor C de propiedades elasticas de las ecuaciones (6.6) o
(6.7). En consecuencia, las componentes de dicho tensor deben ser
independientes de la orientacién del sistema cartesiano en el que se trabaje. Si
consideramos, por ejemplo, los sistemas {x;,x,,x;}y {x,,x,,x;"} de la Figura
0-2, la ecuacion constitutiva para los dos sistemas se escribe:

{5 x5, %31 0 [G] =[d H
{15, x5 H O [O'] =[C] [d

y, para el caso de material isétopo, las componentes de C en ambos sistemas

(6.17)

deben ser las mismas (U [(C] =[d ). En consecuencia, la anterior definicion, de
caracter fisico, de isotropia se traduce en el cardcter isotripo, en el sentido
matematico, del tensor de constantes elasticas C :

C=MO1+2ul
constantes — E
K =28,8, +1[8,8, +8,8,] i./.k10{1.23)

Tensor de

(6.18)
elasticas

Donde A,4 son conocidas como las constantes de Lamé, que caracterizan el

comportamiento elastico del material y que deben ser obtenidas
experimentalmente. X,
A
, X
X3
x,
X
X
Figura 6-2
Obsetrvacion 6-5 I

La condicion de isotropifa reduce el nimero de constantes elasticas del
material de 21 a 2.
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Substituyendo la ecuacién (6.18) en la (6.6) se obtiene la ecuacion constitutiva
eldstica lineal isotropa:

1
01] :Ci/klekl )\6 6klekl +2“‘ ( 6zk Jjl kl +56i16jk8k1)
\ﬁf__/

11 & €;7€; (6.19)

€.
y

Ecuacion constitutiva para Uo=ATr(e)1+2uce
material elastico lineal - % (6.20)
isétropo. Ley de Hooke. %Gﬁ =A0,€, +2ug; i, j D{1,2,§

6.3.1 Inversion de la ley de Hooke. Médulo de Young.
Coeficiente de Poisson

La ecuaciéon constitutiva (6.20) proporciona las tensiones en funciéon de las
deformaciones. Para obtener su inversa se procede como sigue:
a) se obtiene la traza de la ecuacion (6.20):

7r(0) = 1r(€) 7r{1) + 2 7r(€) = (31 + 2p)1(e)D
3 E
. _ _ o0
(=)0 o, _)‘sll%‘_i, +2UE,; = (3)\ + 2“)811 % (6.21)

O Tr(s):mw(o)

b) despejando € de la ecuacion (6.20) y substituyendo la (6.21):

1 1
== —ATre+_—o=-———Tr(o)1+
2 r(€) 2 2162 +2u) 7r(0) (6.22)

Definiendo ahora unas nuevas propiedades elasticas E (mddulo de Young) y
V (coeficiente de Poisson):

Mbédulo de Young : O _ A +2p)d

(Médulo de deformacién longitudinal) 5 Aip %D

Coeficiente de Poisson : V= A 0
2 +p) B

VE (6.23)

0
H\ 1+v)1-2v)
00

-_£ - G - (Moddulo de deformacion transversal)
2(1+v)

La ecuacion (6.22) puede reescribirse en funciéon de £ y de v dando lugar a /z
Ley de Hooke inversa:

Ecuacion constitutiva -_V Tr(0)1+ 1+v g
E

inversa para material — [J y L+ (6.24)
elastico lineal is6tropo j =~ —0,0; +——0, 1, j0{,23}
p ij E i E J
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Finalmente, las ecuaciones (6.24) pueden reescribirse utilizando la notacion
ingenieril para las componentes de los tensores de tension de deformacion
como:

Ex :%[O'X—V(O'y+0'z)] ny :é.[xy
e, =0, Vo, vo.]  ve=t (6.25)

€. :%[O-z _V(Gx +Gy)] A :étyz

Ejemplo 6-1 — Para la pieza de la figura, constituida por una material eldstico lineal
isétropo, con modulo de Young E y modulo de deformacion transversal G, se admite el
siguiente estado tensional uniforme:

w, 20 5 @, 5w, A, =, =, =0

Obtener las deformaciones ingenieriles.

y

G)C
Figura 6-3
Resolucion:
De las ecuaciones de (6.25) se puede obtener:
1 1
EF)C =on %xy =Etxy =0
0 O

o 1
6,=0,=00 Ef,y=—vbf Uy S, =10, =00 EVXZ:ET“:O
u = - G_x O = i =0
gz vV E gyz G Tyz
Como consecuencia de dichas deformaciones la pieza se estira en la direcciéon
xy se contrae en las direcciones y, z (ver Figura 6-3).

6.4 Ley de Hooke en componentes esféricas
y desviadoras

Consideremos la descomposiciéon de los tensores de tensiones O y de
deformaciones € en su parte esférica y desviadora:
1

oc=-Trlg)1+0=0,1+0
3 (©) " (6.206)

m
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1 1 ,
E=§Tr(8)1+8—§e1+8 (6.27)
e

La deformacién volumétrica e=Tr(€) se obtiene a partir de la traza de la
ecuacion (6.24):

_ _v 1+v _1-2v _301-2v)
e=Tr(e)= ETV(")TLEL)J’ Z 7r(o) z 7r(o) — 5 (6.28)
3 30,
e
"o3(1-2v
of’, (2 ) . (6.29)

= A+ = =————=Moddulo de deformacién volumétrica
3 31-2v)

Substituyendo las ecuaciones (6.26), (6.27) y (6.29)en la (6.24):

+
s=—13am1+1—v[am1+o’]= E
E E g
- + +
:1 v O'm 1+17Vo":le1+17vo"|:||]
e
+
:7e1+s:fe1+liv 0 :17\/ _L :Lo‘
E 2w 26
1
21

Las ecuaciones (6.29) y (6.30) relacionan la parte esférica (caracterizada por la
tensiéon media 0,, y la deformacién volumétrica e) y la parte desviadora (@'y
€') de los tensores de tension y de deformacion:

o, =Ke — Parte esférica

0'=2G¢’ 0 (6.31)
. , . 0 - Parte desviadora
0, —2G8ij i, jU{L,2,3}

Observacion 6-6
Notese la proporcionalidad tanto entre 0, y e como entre la

componentes (unaauna) 0y y €; (ver Figura 6-4).

K 2G =2

1
e 8’]

Figura 6-4 Ley de Hooke en componentes esféricas y desviadoras

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



178

6 Elasticidad lineal

RECORDATORIO

Se dice que un tensor
simétrico de cuarto
orden A es definido
positivo si para todo
tensor de segundo
orden x # () se cumple

XIAIX=x;4,x, >0
y ademas
x:A:x=0 = x=0

6.5 Limitaciones en los valores de las

propiedades elasticas

Por consideraciones termodinamicas puede demostrarse que el tensor de
propiedades elasticas C es definido positivo, y por tanto

€:C:6>0; Le#0 (6.32)

Observacion 6-7 I

Como consecuencia de la ecuacion (6.32), el potencial elastico es
siempre nulo o positivo

~

u(s)=%s:(C:ezo

Observacion 6-8 I

El potencial elastico presenta un minimo en el estado neutro (para €=0)
(ver Figura 6-5). En efecto, de la ecuacion (6.15):

VAN By _oile) _ ... 9%le) _
u(s)—zs.(c.s o===Ce = =C
0
J 1(€) i(€)tiene un extremo
Em =0 O u
E 0€ |g- (maximo - minimo) en € =0
0o
DaZL;(E) _ 0 El extremo es
[ﬁE O 68 €=0 deﬁ‘—l';ldo un minimo
H positivo
i(e)
€
£=0 ;

Figura 6-5 Potencial elastico

Consideremos la expresion del potencial elastico (6.16) y la ecuacién
constitutiva (6.20):
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~

u(s):%S:C:SZ%O‘:SZ%[)\TF(E)1+2|18]:E:

6.33
= amr(e) 1:6 +pere=iAT2(e)+pe:e (039
2 — 2

Tr(Ee)

La expresion (6.33) puede ponerse también en funciéon de las componentes
esféricas y desviadoras de la deformacion:

a1 ) SR T .
u(e)—E)\(Trie)) +ue.t-:—§)\ e’ +UE:E (6.34)
NOTA n! , 1 JLl a4 2 e e
La traza de un tensor E'E_%e1+8§%e1+8§:§e 1:%—“]-'-56 H’_/1.E Teies
desviador es siempre Tr (8’):0 (6.35)

nula [] Te(eN=0 1
€) =§eZ +g:¢

y substituyendo la ecuacién (6.35) en la (6.34):

O ﬁ(s):%/\ e’ +%/J62 + €’ s':%@\ +§u§e2 +uEE

[ —
K

(6.36)

i(e)= %Ke2 +UETER0 (6.37)

Considérese ahora un cierto material elastico lineal is6tropo, caracterizado por
un cierto valor de sus propiedades elasticas. La ecuacion (6.37) debe cumplirse
para cualquier proceso de deformaciéon. Consideremos dos tipos particulares:

1) Un proceso de deformacion puramente esférico:

1
1 == 1
€ 3e1§ﬁﬁ<”=—1<e220m K>0 (6.38)
gM =g E 2

2)  Un proceso de deformacion puramente desviador:

NOTA (2): !D
€ € 1P =peg:e=00 p >0 6.39
El producto 0@ =0 E_’“ =HEE2 H (6.39)

doblemente contraido
de un tensor por él
mismo es siempre
mayor o igual a

Las ecuaciones (6.38) y (6.39) conducen a las siguientes limitaciones en los
valores de las constantes elasticas:

O K _E 0 G _E 0
I, ol — = > . = = >
Ue:e —eﬁzﬁ =0 3(1 —2v) _— 2(1+v) (6.40)
>

La experiencia demuestra que el coeficiente de Poisson V es siempre no negativo y
en consecuencia:
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NOTA

Se denomina aqui sélido
eldstico lineal a un medio
continuo constituido
por un material que
obedece a la ecuacion
constitutiva elastica
lineal.

NOTA

La simetria de los
tensores de tension y de
deformacion conlleva
que de las nueve
ecuaciones sélo seis
sean distintas entre si.
Asimismo, al
contabilizar incognitas
sélo se consideran las
componentes distintas
de dichos tensores.

6.6 Planteamiento del problema elastico

Consideremos el soélido elastico lineal de la

E
>0
2(1+v) E o E>0
v20 H
0 1
3(1—2\;)> @ O OSVSE
E=0 H

(6.41)

Figura 6-6 sometido a unas

acciones caracterizadas por el vector de fuerzas masicas b(X, ) en el interior del

volumen V' y el vector de traccion t(x,t) en el contorno 0V . Denominamos

problema eldstico lineal al conjunto de ecuaciones que permiten obtener la
evolucion a lo largo del tiempo de los correspondientes desplazamientos
u(x,?), deformaciones &(x,?) y tensiones O(X,?) .

t(x,1)

t=0-
#(x.0)

Eb(x,t)
(1)

Figura 6-6— Problema elastico lineal

6.6.1 Ecuaciones de gobierno

El problema elastico lineal viene gobernado por las siguientes ecuaciones:

1) Ecuacion de Cauchy (balance de la cantidad de movimiento)

Acciones iniciales:

Eb(X,O)

Acciones en el tiempo ¢:

2
0 () pub(sr) =p, T20)
3 ecuaciones
oo, o, ( ccuacioney
P Pob; =Py 52 0{1,2,3}

i

2)  Ecunacion constitutiva (elastica lineal is6tropa):

o(x,r)=ATr(e)1+2pe

(6 ecuaciones)
0, =Ad;€g, +2lE;

i, j0{1,2.3
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3) Ecuacion geometrica: (relacion de compatibilidad entre deformaciones
infinitesimales y desplazamientos):

e(x,7)= EISu(x,t)=;(u O0+00u)

| (au‘ \ ou, ) s (6 ecuaciones) (6.44)
€, = (—+— .9 i 9<y
Y2 ox ; ox; b
Dichas ecuaciones involucran a las siguientes incognitas:
e u(xs) (3 incognitas)
o €x,r)  (6incognitas) (6.45)

« ofxs) (6 incognitas)

Las ecuaciones (6.42) a (6.44) constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP’s). El sistema esta constituido por 15
ecuaciones diferenciales con las 15 incognitas (6.45) (del tipo (')(x, y,z,ts) que

por tanto debe ser resulto en el espacio R’ xR, . El problema queda bien
determinado cuando se le provee de las adecuadas condiciones de contorno.

6.6.2 Condiciones de contorno

6.6.2.1 Condiciones de contorno en el espacio
Consideraremos al contorno ' =0V del soélido dividido en tres partes [',, 'y v

I, con las siguientes caracteristicas (ver Figura 6-7)

r,uUreur,=r=or
ruﬂr(i:ru ﬂruG:ruGﬂrozm

uo
(6.46)
y en funcién de los mismos definiremos las condiciones de contorno en el espacio, es
decir, aquellas que afectan a los argumentos espaciales (x,y,z) de las incégnitas

(6.45) del problema:

* Contorno [, : condiciones de contorno en desplazamientos:

u(x,t)=u’ (x,t)

: 0 OxOr, O 6.47
u;(x,t) =u; (x,t) iU0{1,2,3}g (6.47)

*  Contorno [ ;: condiciones de contorno en tensiones:

NOTA

En [ ciertas
uo

componentes
(componentes /) tienen
prescrito el
desplazamiento y las
restantes (componentes
) tienen prescrito el
vector traccion.

h=t"(x,¢ 0
ox.) ()i’ ) 0o OxOr, Or (6.48)
o,(x,0)[h; =¢t,(x,1) 1, j0{1,2,3}

*  Contorno I : condiciones de contorno mixtas (desplazamiento-tension)

Mi(X,t) :u:(xat)

. i, j,kO0{,23} i#j) OxOr, O (6.49)
O'J.k(x’t) sz =tj(X,t) ( J { } ]) uc
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Xy

Figura 6-7— Condiciones de contorno en el espacio

Ejemplo 6-2 — En la viga de la Figura 6-8 se ejemplifican los diversos tipos de
condiciones de contorno en el espacio.

P
t:=0%_
* g *
t, =05 /\v B, =0
r0'|:| *
. 3 g, =—P
tx_()%- g,x*:O
* (o)
y * t =Oa ru *
Qx_o Y :O
ruO'D*_ !
E‘y_o
X
Figura 6-8

6.6.2.2 Condiciones de contorno en el tiempo: condiciones
iniciales

En general, en el instante inicial o de referencia, ¢ =0, seran conocidos los

desplazamientos y la velocidad:

u(x,0)=0 E
dulst) 2 i0)=v, 08 X (6:50)
o |y a

6.6.3 Problema cuasiestatico

El sistema de ecuaciones (6.42) a (6.50) puede ser visualizado, desde un punto
de vista mecanico, como un sistema de acciones o datos (las fuerzas masicas

b(x,?), el vector de traccién t (x,?), los desplazamientos impuestos u’ (x,¢) y
las velocidades iniciales v (X)) que, insertadas en un modelo matematico

constituido por las ecuaciones diferenciales de la secciéon 6.6.1 y las condiciones
de contorno del apartado 6.6.2, proporciona la respuesta o solucion en forma de
los campos de desplazamientos u(x, ), de deformaciones €&(x,?)y de tensiones

o(x,1).
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b(x,7) 0
*x.0H MODELO Cu(x, 1)
t (x,1) ’ g
v (0 0 { MATEMATICO: ) U CE(x,1)
i EDPs+ec. Ho(x.1) (6.51)
Vv, (X) H
T not
not R t - ]R ’t
Acciones = A(x,): espuestas = R(x,)

En el caso mas general, tanto las acciones como las respuestas dependeran del
tiempo (ver Figura 6-9) y el sistema de EDP’s debera ser integrado tanto en las

NOTA

En este caso
(problema general), el variables espaciales como en el tiempo (R* xR, ). Sin embargo, en ciertos casos, el

problema se denomina  egnacio de integracion puede ser reducido en la dimensién correspondiente al
problema dindmico . . . o
tiempo. Este es el caso de los denominados problemas cuasiestaticos.

Definicion:
Problema eldstico lineal cuasiestdtico: Problema elastico lineal en el que la

_ 0%u(x, 1)
01*

aceleracion se considera despreciable (a =0). Dicha

hipétesis es aceptable siempre que Jas acciones se apliquen miny lentamente.
En este caso puede suponerse que la variacion de las acciones A con

el tiempo es lenta (3°A/9t* =0) y, debido a la dependencia continua
de los resultados respecto a los datos, la variacion con el tiempo de la

respuesta también es pequefia (0°R/0¢> =0). En consecuencia, la

segunda derivada temporal de la respuesta se considera despreciable
0%u(x,t) _
0t’

y, en particular,

R(x)

\j

Figura 6-9 — Evolucion de la respuesta con el tiempo

Para el problema cuasiestatico las ecuaciones diferenciales de gobierno quedan
como sigue:
*  Ecnacion de Canchy:

2
O (x, 1) +pyb(x, 1) = an % 0 (6.52)

ecuacion que se conoce también como ecuacion de equilibrio.

o Ecuacion constitutiva:

a(x,1) = ATr(e(x, )N + 21 &(x, 1) (6.53)
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*  Ecuacion geométrica:

&(x, ) =0%u(x,7) = % WOO+0O0u) (6.54)

que ya no involucran ninguna derivada temporal. El sistema de ecuaciones

diferenciales sélo necesita ser integrado en el espacio (resuelto en R*) con las
condiciones de contorno en el espacio del apartado 6.6.2.1. Por otra parte ¢/
tiempo sdlo juega un papel de pardmetro descriptivo de la evolucion de las acciones que
suelen describirse en funcién de denominado factor de carga o pseudo-tienpo N(t):

b(x,\) O MODELO Oun(x,A)
t'x,M0 O ( MATEMATICO: U CE(X,\)
u' (x,MH ED.P's+c.c. Ho(x, M) (6.55)
\ﬂ/_—J %(_/
not not
Acciones = A(x,\),: Respuesta =R(x,\)

En otras palabras, para cada valor de las acciones (caracterizado por un valor
fijo de A") A(x,A") se obtiene una respuesta R(x,A"). Variando el valor de A’
se obtiene una familia de acciones y la correspondiente familia de respuestas.

Ejemplo 6-3 — Aplicacion a un problema tipico de Resistencia de Materiales.

Consideremos la ménsula de la Figura 6-10 con una fuerza F(¢)aplicada en el
extremo. Bajo la hipétesis de problema cuasiestatico, y ante una accion
parametrizada del tipo AF’, se puede conocer la respuesta (flecha en el
F'r
3E]
Si A(7) tiene una evolucién cualquiera con el tiempo, e/ valor de d(t) = &(A(t))

extremo) O(A) =A (solucién de la Resistencia de Materiales).

para cada instante de tiempo silo depende del correspondiente valor de N .

F=\F"
| 5! l
- F'I’
oA O(A)=A
L M) 3EI
| : -
(1)
A Accién O(¢)A Respuesta
A=1 i
*13
5 = Fl
3EI
t t 4 o
Figura 6-10
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6.7 Resolucion del problema elastico lineal

La resoluciéon del problema elastico lineal puede hacerse tipicamente con dos
planteamientos distintos:

a) planteamiento en desplazamientos
b) planteamiento en zensiones.

Sus nombres respectivos provienen de cual es la incognita primal que se considera
para el problema (desplazamientos o tensiones, respectivamente).

Observacion 6-9 I

En la actualidad el planteamiento en desplazamientos tiene mayor
aplicacion puesto que en él estan basados la mayorfa de los métodos
de resolucion numeérica del problema elastico lineal.

6.7.1 Planteamiento en desplazamientos: Ecuaciones de Navier

Consideremos las ecuaciones del problema elastico lineal:

2
O +p,b=p, ‘;—‘2‘ 5 (Beuacién de Cauchy)
t
O=ATr(e)1+2ue O (Ecuacion constitutiva) (6.56)

O
1
Sy =
e=U"u= B (wOOo+00 H)E (Ecuacion geométrica)

r: u=u =

u

. D P .
Mt =ch o Condiciones de contorno en el espacio | (6.57)

u(x0)=0 O A
. _ O Condiciones iniciales (6.58)
u(x,0)=v,

El objetivo es plantear un sistema reducido, en el que intervengan como
incognita sélo el campo de desplazamientos u(x,t). El primer paso consiste en
substituir en (6.50) la ecuacion constitutiva en la ecuacion de Cauchy:

2
O +p,b=00ATr(e)1+ 2pe] +p,b =p, ‘;_‘21
t
(6.59)
0%u
AOdrre)1] +2u0 & +p,b =p, o
t

La ecuaciéon (6.59) puede ser reelaborada teniendo en cuenta las siguientes
identidades:
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g
NOTA 0
Se define el operador (I:I E) — gii — i | auj O
Laplaciano de un vector Ox. Ox. % 0
v como: ! ﬁ
A 62
[DZV] def v, -1 li l(DZ ), + li(g @) =0
RPN 2 Ox; ax 20x;, 0x; 0 2 2 0Ox; 0
(02u) O (D(Dm))i 0
m} | 1 0 -
. 0
= 0%u+-00O0 0{1,2,3
g u 5 ( )E 0§ ¥ E

O EIB:=%EI(EI (i %DZu

0 0 @
[E| [(Tr(£)1)]l :gj(slléﬁ) = ﬁ ij H_

_i%%_(u my=[0@m)], 0023
Ox; [0x, O Ox,

O (O(0))

0 00rr(e)1)=00 M)

I:I]:II:II:II:IDI:II:II:II:I

y substituyendo las ecuaciones (6.60) y (6.61) en la (6.59):

AO(O G)+pO(0d Gi) + pO%u + pyb = p, —-

2

au
62

Ecuaciones E()\ +u)0(0 t) + pO%u +pb =p,

de Navier J .
%)\ +p‘)”j,ji +p‘“i,jj +p0bi :poui

7u
dt2

i0{1,2,3

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

que constituye un sistema de EDP’s de segundo orden en los desplazamientos

u(x,?) (que debe ser, por lo tanto, integrado en R’*xR™), recibiendo el

nombre de ecuaciones de Navier.

Las condiciones de contorno pueden escribirse también en funcién de los
desplazamientos como sigue. Substituyendo la ecuaciéon constitutiva (6.56) en

la condicién de contorno en I';de (6.57):

t'=ch =[\Tre)1+2ue] B =A(Tr(e))n+2u € h=
- ——

OS

=)\(Dﬁl)n+2u%(uDD+DDu)ﬁl=

O

=A0OG)n+puO0+00u)m

(6.64)

y las condiciones de contorno en el espacio (6.57), escritas ahora en funcién de

los desplazamientos, quedan:
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u=u &
. enl,
u; =u, iD{l,Z,?)}E
AMOG)n+pO00+00u)h=t" g (6.65)
* [] en
Nugy i WGy g n) =6 5002315~ °

Las condiciones iniciales (6.58) permanecen inalteradas. Una vez integrado el
sistema (6.63) se dispone del campo de desplazamientos u(x, ). Por derivacion
del mismo y substitucién en las ecuaciones geométricas en (6.50), se obtiene el
campo de deformaciones £(x,7), y substituyendo finalmente en la ecuacién
constitutiva, se obtiene el campo de tensiones 0(x, 7).

6.7.2 Planteamiento en tensiones: Ecuaciones de Beltrami-
Michell

El método es solamente planteable para el caso cuasiestatico del apartado 6.6.3.
Consideremos entonces las ecuaciones del problema elastico lineal
cuasiestatico:

0
O +p,b=0 0 (Ecuacién de equilibrio)
\) 1+v E ., N
€= 7 Tr(0)1+ TG 0 (Ecuacion constitutiva inversa) (6.60)
0
e=0%u 2%(11 OO0+00u) E (Ecuacion geométrica)
r,:u=u & .
u Condiciones de contorno en el 6.67
ot =clh Eespacio (0.67)

NOTA

La deduccién de las
ecuaciones de
compatibilidad se llevo
a cabo en el capitulo 3,
apartado 3.3

donde en (6.66) se ha considerado la ecuacion constitutiva inversa (6.24)
(deformaciones en funcién de las tensiones).

El punto de partida del planteamiento en tensiones son las ecuaciones
geométricas en (6.66) de las que, por derivaciones sucesivas, se eliminan los
desplazamientos obteniéndose las ecuaciones de compatibilidad:

€ Y E€uy “Ex i “€pa =0 Lk 0{12.3 (6.68)
La deduccion de las ecuaciones del problema se hace en los siguientes pasos:
a) Se substituye la ecuacién constitutiva de (6.66) en las ecuaciones de
compatibilidad (6.68).
b) Se substituye en la ecuacién resultante la ecuacion de equilibrio de

(6.66).

El resultado es el siguiente conjunto de ecuaciones:
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Ecuaciones de Beltrami - Michell :

1 Y ..
Dzoij +m011,ij = _maij (pobl ),1 _(p()bi )9j _(pobj)i l»]D{1a2a3} (6.69)

Las ecuaciones (6.69) reciben el nombre de euaciones de Beltrami-Michell 'y
constituyen un sistema de EDP’s de segundo orden en las incégnitas O(x) que

3
deben ser resueltas en R”.

Como condiciones de contorno de dicho sistema se tienen las propias ecuaciones de
equilibrio en (6.66), que al tratarse de un sistema de EDP’s de primer orden
actian como condiciones de contorno del sistema de segundo orden (6.69), y
las condiciones de contorno en [;:

Oo+p,b=0 (Ecuacién de equilibrio) (6.70)

oh=t" enl, (Condiciones de contornoen y) | (6.71)

NOTA

En el capitulo 3,
apartado 3.4.2, se
proporcioné un
procedimiento analitico
para integrar dichas

ecuaciones geométricas.

Una vez integrado el sistema (6.69) se dispone del campo de tensiones 0(x). A

partir de éste, mediante substitucién en las ecuaciéon constitutiva inversa en
(6.60), se obtienen las deformaciones €(x). Sin embargo, para obtener el

campo de desplazamientos u(x) es necesario integrar las ecuaciones

geométricas con las condiciones de contorno en ', :

b= 00+00uw) x0v

Hix)=u’(x) Ox0OT,

Se trata, por tanto de un segundo sistema de EDP’s de primer orden que hay

(6.72)

que integrar en R3.

Observacion 6-10 I
La necesidad de zntegrar el segundo sistema (6.72) (cuando se plantea el
problema en tensiones) constituye una desventaja (frente al
planteamiento en desplazamientos del apartado 6.7.1) cuando se
utilizan métodos numéricos para resolver el problema elastico lineal.

6.8 Unicidad de la solucion del problema
elastico lineal

Teorema:

%I(X, t)%
La soluciéon R¢x,#) = [E(x,#) [J del problema elastico lineal (6.42) a

foex.nf

(6.44) es tnica.
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Demostracion:

Consideremos el problema elastico lineal esquematizado en la Figura 6-11

o
D >
en los dominios V, I,, [, y V, respectivamente, (cumpliéndose que
r,ur,=oryr,Nr,=0).

sujeto a las acciones definidas por A(x,#) = g)(x,t), u*(x,t), t*(x,t), v, (x)

< Y

Figura 6-11 — Problema elastico lineal

Las posibles soluciones ]R(X,t)E[u(x,t), £(x,1), O'(x,t)]Tdel problema elastico
lineal cuasi-estitico deben verificar las ecuaciones:

2
Ecuacion de Cauchy: O +p,b=p, Ou
0t’
Ecunacion constitutiva: O =ATr(€)1+2uE (6.73)
Ecuacion geométrica: e=0%u= % wOO+00u)
Condiciones de contorno en el %-u Du=u (6.74)
espacio: H,:t =ch .
(i(x,0)=0
Condiciones iniciales: 0. _ (6.75)
D‘(Xao) = Vo

La demostracion de la unicidad de la solucién se hace como sigue.
Supondremos que la solucién no es unica, es decir, que existen dos soluciones
distintas al problema:

E (x,1) h®@ (x,1)
RYx 1= E‘Z(D(X,t) 0; RPxy= %(2)(&0 0

E’(D (x, t)a gy(z) (x, t)a (6.76)

RO zR®
que, por lo tanto, cumplen las ecuaciones (6.73) a (6.75) y son respuestas
elasticas a la accion A(x,¢) = g)(x, 1), u*(x, t), t*(x,t), v, (X)g. Consideremos

ahora la posible respuesta constituida por la diferencia R® -R®:
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L (x, 1) —u(x,1) 0 [u(x t)D
R= R“)(xt) ROx)=E? (x,0) —€V(x,1) O= EE(X Ol (6.77)

gy@) (x,1) -0V (x, t)E B(x,n1

Observamos que la respuesta R cumple las siguientes ecuaciones:

NOTA

o Ecuacion de Canchy con b =0

Se aprovecha aqui la
circunstancia de que el

operador nabla O0B(x,r)=0 E(O'(Z)(x,t) - O'(l)(x,t))z E

@) o a0 _ 0%

operador lineal, es decir: = ow® - Dm0 = Py Y —Py Y =Py PYE %D
O0(a+b)= 92u® 32u® ! 0
=0O0a+00b ~Pob+P, 3. Pob+p, 3.2 [ (6.78)
donde * simboliza ! ! E

cualquier tipo de

operacién diferencial. %5

Asimismo el operador 0 O(x,7) = o) g

2
a(—.z’t) es también un
ot o

operador lineal.

Efﬂaﬂb’n mmlzﬂ/z‘z'y%

3(x,/) =¥ x,1-oWx,n=C:e® -C:eV) =¢: (8(2) - e(l))= C:¢ (6.79)

i Ecuacz'o’n (geomém'f%

Fxn=e® g =05y @ - psu0) = ps (W) -u0)=p%5 (6.80)

. . *
s Condiciones de contorno en T, con u” =0

NOTA
Se aplica aqui la (i = (2) —ll(l) =u -u =0 O 0O
propiedad de que el H
operador C s es un r, - D? ~ (6.81)
operador lineal es decir: Sos =u=0
C:(at+b)=
=C:a+C:b
s Condiciones de contorno en T yoon t* =0
r, - 3m=(0® -o0)m=c® m-cYm=t -t =0 (6:82)
. ‘CO%dZﬁOﬂM iniciales con v, = 0‘
Eﬁ(x 0)=u®(x,0) —u?(x,0) =
\if6—/ \T
a (6.83)
mi(x,0) =a? (x,0) —u® (x,0)=0
U 0 0
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NOTA

Se tiene en cuenta aqui
que @ €s un tensor
simétricoy Q

un tensor antisimétrico
con lo que

~ ~

:Q=C~)'~ng =0.

Q

NOTA

Se define aqui: M - v

Consideremos ahora el calculo de la siguiente integral:

Teorema
~dela
—0enly (r)_ffgru divergencia

(6.84)

)‘n@&[ﬁ)dS= U[(n[B)D i a5 - J‘EII]&ETi)dV=O
4 V

donde se han tenido en cuenta las condiciones (6.81) y (6.82). Operando sobre
el ultimo integrando de la ecuacion (6.84), se obtiene:

0 0%

0 p°6t2 o

B]E{&Eﬁ) (O®) Gi+ 6 (Dﬁ):po " i+ 30
(6.85)

60 . & 1/7 627/7 ~ ~ aﬁ ..
@5 H: itoy a L= Po atZJ uj+aji ax‘J i, jU{1,2,3}
2
donde se ha aplicado la condicién (6.78) (06 = p, — 32 ) Por otra parte:
@’ uDEI——B]DEHEID He lBsoo-oosHs+00
O 20 0
. . (6.86
€=0%u Q=0<u
&:(0) =6:8+6:Q0 G:(0u)’ =56:¢
=0
Asimismo puede escribirse :
v UG
0% 0u . 1 o) _ A7) d [l ~»
~ " [@= T Mi== -0 =7 7= 7%V ﬁ

Poas oy, 2P 2p° di Po e

(6.87)

p° '_p‘)d %NZE

Substituyendo las ecuaciones (6.87) y (6.86) en la (6.85) y ésta en la (6.84) y

. , . .. au ~ <
teniendo en cuenta ademas la definicién de la energfa interna — =J'O' edV
t

de la ecuacion (6.10):

0= J‘DE{oEﬁ)dV J‘po d B—NZELW Ia €d

=—J'—poV2dV +J‘6:EdV =00 (6.88)
dtd 2
4 4
dK du
dt dt
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NOTA

Se aplica aqui el
siguiente teorema del
calculo integral: Si

ox)=20y
J;(p(x)dQ =00
@x)=00x0Q

dK ,d -4
dx 7——(IC+L{) 0 D=0 (6.89)

Obsérvese sin embargo que en el instante inicial # =0 se cumple (ver ecuacion

(6.10), (6.13) y (6.83)):
; D
u =0 O
=(Lp,52 av=(- 5. E’idV—OD
—J‘Epov L:O _J‘Epo Vo od” =

00 (€ + L?)L:O =0 (6.90)

. ~ 0
ul I L, dV _I Bl C:¥,dr =00
EC:E =0 H

y la integracion de la ecuacion (6.89) con la condicion inicial (6.90) lleva a:

K+U=0 020 (6.91)

donde:

IE:J‘l dv =0 020
2o
re s

(6.92)
30

La comparacion de las ecuaciones (6.92) y (6.91) lleva necesariamente a la
conclusion:

S N
v+

U=0 ~ o
%DtEOD U(t)zj‘%e:C:stso =0 (6.93)
0

7

Por otra parte, al ser el tensor constitutivo elastico C definido positivo (ver
ecuacion (6.32)) :

€(x,1):C:€(x,)=0 UxOy =20 O

~ 1 (6.94)

L{(t)=J'EEZ(C:EdVZO 0:20
v

yla comparacic’)n de las ecuaciones (6.94)y (6.93) necesariamente conduce a :

UO=0T 7 = J‘—e C:Edr=0 0r20 (6.95)
GE OD
Recurriendo de nuevo a la condicién de definido positivo del tensor C:
L?(t)=J'lE:(C:EdV=O Or=200 €:C:€=0 Ox r=0 (6.96)
7 22—
20
y, necesariamente, de la condicién de definido positivo de € se deduce que
€:C:€=0 < €(x,n)=0 O DOx 0r=20 (6.97)
E(X,t) = E(Z) - E(l) =0 0O E(Z) = E(l) (6.98)

Por otra parte substituyendo la ecuacion (6.98) en la (6.80), se tiene:
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NOTA

Esta solucion puede
obtenerse sin mas que
aplicar la metodologia
de integracion del
campo de
deformaciones del
capitulo 3, apartado
3.4.2.

s - S = lE% %E: i
E(x,7)=0°m =00 2 +0x,H 0 i,,;0{23 (6.99)

La ecuacién (6.99) es un sistema de seis EDP’s homogéneo y de primer orden.
Su integraciéon conduce a la solucion:

Gi(x,r)= Q& + ¢

0 — —

O rotacion traslacion

[l ~ ~ ~

5 _E 0 7% 5 E N_S'}E (6.100)
%5=De~3 ~0 -8, € =62

H EL 62 el 0 E @3 E

donde Q es un tensor antisimétrico (tensor de rotacién dependiente de tres

~

constantes {6,,6,,6,}) y ¢ un vector constante equivalente a una traslacion.
En definitiva, la solucién (6.99) al sistema (6.100) son los desplazamientos
u(x,#) compatibles con una deformacién nula E(x,t) =0 que corresponden a un

desplazamiento de solido rigido. Las constantes de integracién en Q y ¢ se
determinan  imponiendo  las  condiciones de  contorno  (6.81)
(u(x,r)=0 OxOr,) por lo que, si el movimiento de sélido rigido estd

impedido a través de las restricciones en [, se obtiene Q=0 y ¢=0. En

u>d

definitiva:
u(x, 1) = QL+ ED i =u® —u® =00 [u® =40 (6.101)
QEO ;=0

Finalmente substituyendo la ecuacién (6.98) (&€(x,£)=0) en la (6.79), se
obtiene:

G(x,n=C:£=0=0® -0 0 |o®) =00 (6.102)
Observando las ecuaciones (6.98), (6.101) y (6.102), puede concluirse:
u® =g E
€W =¢"g0 R® =R" (6.103)
o® = o(l)E

Luego /Ja solucién es sinica (c.q.d).

6.9 Principio de Saint-Venant

Es un principio empirico que no tiene una demostracion rigurosa. Supongamos
un solido Q, sometido a un sistema de fuerzas en su contorno caracterizadas

., * . . . ,
por el vector tracciéon t , ver Figura 6-12. Dichas acciones daran lugar a una
solucion o respuesta en desplazamientos, deformaciones y tensiones

RY(x,1)= 51(1)()(,0, eV (x,1), O'(l)(x,t)g. Consideremos ahora una parte

[ del contorno My (f Ul ) de dicho medio, cuya dimension tipica es 7, y
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RECORDATORIO

Se dice que dos
sistemas de fuerzas ¢(V

y tW son estdticamente

equivalentes si su
resultante (fuerzasy
momentos) es la
misma.

substituyamos el sistema de acciones en dicho contorno, tD por otro sistema
t " estiticamente equivalente a t" | sin modificar las acciones en el resto de .
Al modificar las acciones, es de suponer que la correspondiente respuesta

R™(x,¢) = 51“1) (x,1), €™ (x,1), oW (x, t)g seré distinta.

Sistema de acciones (I) Sistema de acciones (II)

t@

Ly

X X
Figura 6-12 — Principio de Saint-Venant

\j

El principio de Saint-Venant establece que, para puntos del dominio Q

A

suficientemente alejados del contorno [, la soluciéon en ambos casos es

practicamente la misma, es decir, para un punto P del interior de Q se
cumple:

u®(x,,1)=u(x,,)0
eV(x,,)=e®(x,,7) 0 OP | 5>>¢ (6.104)

0" (x.1)= 0" x,. 0

En otras palabras, si la distancia & del punto considerado a la parte del
contorno en la que se han modificado las acciones es suficientemente grande
comparada con la dimensiéon ¢ de la zona modificada, la respuesta en dicho
punto es equivalente en ambos casos.

Ejemplo 6-4 — El principio de Saint-Venant es frecuentemente utilizado en la
Resistencia de Materiales y resulta fundamental para la introduccion del
concepto de esfuerzo.

Supongamos una viga (o pieza prismatica) de seccion transversal 4
sometida a una fuerza puntual F de tracciéon en sus extremos, ver Figura 6-13.
La solucién exacta del problema elastico original (sistema (I) en la figura) es
extremadamente complicada, especialmente en la proximidad de los puntos de
aplicacion de las fuerzas puntuales. Si sustituimos ahora las fuerzas F por un
sistema estaticamente equivalente de tracciones uniformemente distribuidas en
la seccion extrema 0=F/A (sistema (II) en la figura), la solucion elastica del
correspondiente problema es extremadamente simple y coincide (para
coeficiente de Poisson V =0) con la solucién ante esfuerzo axil proporcionada
por la Resistencia de Materiales (distribucién de tensiones uniforme sobre toda
la pieza 0,=F/A4). El principio de Saint-Venant permite aproximar la

solucion (I) por la solucion (II) a suficiente distancia (una o dos veces el canto)
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de los extremos de la viga y dimensionar a efectos practicos las caracteristicas
resistentes de la pieza.

SISTEMA DE FUERZAS (I)
F F
< —>
ZLona con respuesta ZLona con misma Zona con respuesta
diferenciada respuesta para diferenciada
ambos sistemas
SISTEMA DE FUERZAS (II)
7 o = > 0=—
4 A
ZLona perturbada Zona no perturbada ZLona perturbada
Figura 6-13

6.10 Termoelasticidad lineal. Tensiones y
deformaciones térmicas

La principal diferencia de la termoelasticidad lineal, respecto a la elasticidad
lineal tratada hasta aqui, es que deja de suponerse que el proceso de
deformacion es isotérmico (ver apartado 6.1 ). Aqui se incluyen los efectos
térmicos y se considera que la temperatura G(X,t) evoluciona con el tiempo, es

decir:

26(x,1) (6.105)

Sin embargo, sigue manteniéndose la hipotesis de que los procesos son
adiabaticos (lentos) y que, por tanto:

por ~00 =0 (6.106)

6.10.1 Ecuacion constitutiva termoelastica lineal

La ley de Hooke (6.6) se generaliza en este caso a:
g::c:e—s(e—eo)
00, =Couty —B,;(0-6,) i,;0{1,23}

donde C es el tensor de constantes elasticas definido en (6.7), 0(x,7) es el

(6.107)

campo de temperaturas, 6,(x) =0(x,0) es la distribucién de temperaturas en el
estado neutro (configuracién de referencia) y B es el tensor (simétrico) de
propiedades térmicas:
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NOTA

La expresién mas
general de un zensor
isdtropo de segundo orden

es:B:B1 DB

Tensor de =p’
. > _ .. (6.108)
propiedades térmicas ;=B 4, 70{L2,3}

Para el caso de material isétropo el tensor C debe ser un tensor de cuarto orden
isétropo y B uno isétropo de segundo orden, es decir:

[C=MO1+2ul
2 =08,8, +1[6,8, +8,8,] i,k 10{1,2,3}

B=p1
a%i =B3, i, j0{1,2.3}

(6.109)

donde ahora aparece una sola propiedad térmica B ademas de las constantes
elasticas A y H. Sustituyendo la ecuacién (6.109) en la ecuacién constitutiva

not
(6.107) y definiendo (B —6,) = A8, sc obtiene:

Ecuacion constitutiva ~ [O0=ATr(g) 1+2pe—PAG1
paramaterial termo - — [J (6.110)
elastico lineal is6tropo %Iﬁ =Ae,0, +2pe, —BA6 Y, 4, j0{1,2,3}

6.10.2 Ecuacion constitutiva inversa

La ecuacion (6.110) puede invertirse como sigue:

%‘FC:s—AeB 0 e=C"':0+A06C™":B=C':0+008q

O a (6.111)

g %« . TSP

(@ = C™ :B - Tensor de coeficientes de dilatacion térmica
donde a es un tensor de segundo orden (simétrico) que involucra seis
propiedades térmicas denominadas coeficientes de dilatacion térmica. Para el caso
isotrépo, de acuerdo con las ecuaciones (6.110) y (6.24), puede escribirse, tras
una cierta manipulacién algebraica:

\%} 1+v
Ecuacion constitutiva % - _ET r (0)1 + E o +0A8 1

i terial +
inversa pa’ra.rna .erla E‘% _ _101151“ + l_volu + 0083, (6.112)
termo - elasticolineal 5’ E ° " E 7 /

0

isotropo i, jU{1,2,3}

siendo O un escalar denominado coeficiente de dilatacion térmica relacionado
con la propiedad térmica Bde la ecuacion (6.110) mediante:

Coeficiente de q = 1-2v
dilatacion térmica E

B (6.113)

6.10.3 Tensiones y deformaciones térmicas

La comparacion de las ecuaciones constitutivas elastica lineal (6.20) y
termoelastica lineal (6.110) sugiere la siguiente descomposicion:
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0=ATr(e)1+2ue-PAO1=0" -0’
o-nt Ot

def 114
@Tensién no - térmica - 0" = ATr(€)1+2ue 6119

def
ETenSién térmica - 0 =[BA61

Donde: 0 representa la tension producida en el caso de no existencia de

fenémenos térmicos y 0" es la denominada #ensién térmica o tension correctora
debida al incremento de temperatura.

Una operacion similar puede realizarse con las ecuaciones constitutivas
inversas para el caso elastico lineal y termoelastico lineal de las ecuaciones
(6.24) y (6.112), obteniéndose:

1+
e=- " Tr(of+ - G+and1=¢g" +¢&'
E E —

t
sl’lt €

et + 6.115
%)eformacién no - térmica —» €" =- %Tr(o)1 + 1EV o ( )

O
O . . :
Deformacién térmica - €' = 0AB1

En definitiva, en termoelasticidad lineal pueden realizarse las siguientes
descomposiciones de los tensores de tension y de deformacion:

Total Componente no-térmica Componente térmica
0" =C:¢ a' =A6B (6.116)
c=0¢"-d Material isétropo: Material isotropo:

o" =ATr(e)1+2pe o' =pA61

g"=C":0 g =A0a
Material isétropo: Material isétropo: (6.117)

w=_ Vo ioge 1TV
e = r@1+——o g =an01

donde las componentes térmicas aparecen debido a la consideraciéon de
procesos térmicos. A partir de las ecuaciones (6.116) y (6.117), pueden
obtenerse las siguientes expresiones:

£ =C":0 0 0=C:¢"=C:[e-¢] (6.118)

o"=C:e0 g=C":0" =C_1:[0' +o"] (6.119)
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Observacion 6-11

Al contrario de lo que ocurre en elasticidad, en el caso termoelastico
un estado de deformacion nulo en un punto del medio 7o implica un estado de
tension nulo. En efecto, para € =0 de la ecuacion (6.1106), se obtiene:

€=0-0"=00 o=-0' =—BAB1%£0

o=-0' =-pA61

Observacion 6-12 I

Analogamente, en termoelasticidad un estado de tension nula en un
punto 7o implica una deformacion nula en dicho punto puesto que de la
ecuacion (6.117) con =0

0=0-¢€"=00 e=¢" =aAB1#£0

e=¢' =aNB1

6.11 Analogias térmicas

Las analogfas térmicas surgen de la busqueda de procedimientos de resolucion
del problema fermoelistico lineal utilizando las estrategias y metodologias de
resolucion desarrolladas en el apartado 6.7 para el problema elistico lineal (sin
consideracion de efectos térmicos).

En este apartado se presentan dos analogias que, por razones de
simplicidad, se restringen al problema cuasi-estatico e isétropo, aunque pueden
ser directamente extrapolables al problema general dinamico y anisétropo.

6.11.1 Primera analogia térmica (analogia de Duhamel-
Newman)

Supongamos el medio continuo de la Figura 6-14 sobre el que actian unas
fuerzas masicas b(x,?), un incremento de la temperatura AB(x,?), y en cuyo

contornos I,y [gse tienen unos desplazamientos impuestos u’ (x,#) y un

., * .
vector traccion t 5 respectlvamente.
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t* [,:om=t*

<y

Figura 6-14

/

Las ecuaciones del problema termoelastico lineal (cuasiestatico e isétropo) son
las siguientes:

NOTA

El campo de
inctemento térmico
A@(X,t) se supone
conocido a priori y por
lo tanto independiente
de la respuesta
mecanica del problema.
Esta situacion se
conoce como problema
termomecanico

desacoplado.

EEI [6+p,b=0 - ec.de equilibrio
Ecuaciones de gobierno : » [0 =C:&—-BAB01 - ec.constitutiva
Eﬁ =0%u - ec. geométrica (6.120)
. Liu=u
Condicione s de contorno : — [] X
Hy:0h=t
que configuran las acciones (datos) A(X,?) y respuestas (incognitas) R(x,¢) del
problema:
Ob(x, ¢
Eug( ) Cu(x,?)
(x,1) 0
O x.1) CE(x, 1)
ov B)‘(x,t) (6.121)
@ e(X9 t) —
T R tas=R(D(x,¢
Acciones=AM (x,r) eopUestas (x)

Para poder aplicar métodos de resolucion tipicos del problema elastico lineal,
del apartado 6.7 hay que eliminar (al menos aparentemente) el término térmico
de las ecuaciones del problema termoelastico (6.120). Para ello se recurre a la

descomposicion de las tensiones 0=0" —0'y se la substituye en las
ecuaciones (6.120) de la siguiente forma:

a) |Ecuacion de equilibrid
oc=c¢" -0 O

Ob=0" —DDEH’ =0m™ -0(328) (6.122)
BAB1
Oo+p,b=0 0O 0
1 0 =
nt _ _ o] ~

iy +Po§) ED(BAG)B—ODD O +p,b=0 (6.123)

0

not O

=b O

que constituye la ecuaciéon de equilibrio del medio bajo unas pseudo-fuersas

mdsicas l;(x,t) definidas por:
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g}(x, £)=b(x.1) ——OBAG)
H Po

1 (Be)

o i041,2,3}
0 i

%um=@mn—

b) |Ecuacién constitutivd

0" =C:£=ATr(e)1+2ue

¢) |Ecuacion geométrica (permanece inalterada)|

e=0%u

d) |Condicion de contorno en T |

¢) |Condicion de contorno en T

o=0" -¢ .
. %D ¢"h-o h=t 00O
chh=t g ED M,: 0" h=t

O0oc"mh=t + o' =t +A8)n U
poé1m 3 H

t U

donde t7(x,f) esun pseudo vector de traccion definido como:

t' =t  +(BAO)n

(6.124)

(6.125)

(6.126)

(6.127)

(6.128)

(6.129)

Las ecuaciones (6.122) a (6.129) permiten reescribir el problema original

(6.120) como:

T +pb=0 - b=b —pLD(BAe)

0
Ecuaciones de gobierno : - @p‘”’ =C:e=ATr(e)1+2ue
EF =0%u
B

o g,: u=u
Condicione s de contorno : — e e
E‘G: ¢"h=t -t =t +BA6n

(6.130)

que constituye el denominado problema andloge, que es un problema elastico

lineal que puede ser resuelto con la metodologia indicada para este tipo de
q p . . . .

problemas en el apartado 6.7 y que viene caracterizado por las siguientes

acciones—respuestas:

Df)(x, 1) Ou(x,?)
(%, 1) O e
o) B (x,1)
Lﬁ/_—J \—ﬁ/_—J
Acciones= AW (x,7) Respuestas=R (x,¢)
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Observando las acciones y respuestas del problema original (6.121) y del
problema analogo (6.131), se observa que su diferencia es:

Ob 0 OhO Ob-bO B0@a6)H
. . 0 [er
AVxn-A"(xn)= %"* %— @ﬂ* @=@* OA*@m 0  g=AM™
Oto0 00 -t0 O-pag)n O
@ed HoH Bae BHE ag ©
(6.132)
0 0
SHEA"BD Y BB B
RYx)-R"xn=F0-geg0=0 0 g=0 0 O=R"
o Bl -0 Hpaetd
_o-t E

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (6.129) (f" =t" +(BAB)n) y
(6.116) (0=0" -0’ =a" - BAB1T).

Observacion 6-13

Es inmediato comprobar que, en las ecuaciones (6.132), R™ es la

respuesta correspondiente al sistema de acciones A" en el
problema termo elastico (6.120).

La ecuacién (6.132) sugiere que el problema original (I) puede ser visualizado
como la suma (superposicion) de dos problemas o estados:

ESTADO (II) (a resolver): Estado andlogo elistico en el que no interviene la
temperatura y que puede ser resuelto mediante procedimientos e/isticos.

+
ESTADO (III) (trivial): Estado fermoeldstico trivial en el que se conocen sin

necesidad de cilculos las respuestas RV (x) dadas en (6.132).

Calculado el ESTADO (II) la solucién del problema original termoelastico del
ESTADO (I) se obtiene como:

Solucién del
problema

termoelastico original

D =g
L RO Zgm
B0 =g -pA6 1

(6.133)

La sintesis del procedimiento de resolucién del problema termoelastico basado
en la primera analogfa térmica se presenta, como una superposicion de estados,
en la Figura 6-15.
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ESTADO Accion Respuesta
t* r,:oh=t
z
. Ob(x,t) O
u=u Cu(x,7)0
Ju°(x.0 ] 0. 0
ot %00
(x,1)
> ENENIE Pl
/ y
x (I) Termoeldstico (original)
t'=t" +(PAOn r,:om=t"

<y

'x/ (II) Eldstico (analogo)

Ou(x,?) O
0 0
Oex,t) O

E).nt (X,t)H

~(PAG)n

[FG:GBIZI*

<y

'X/ (IIL) Termoeldstico (trivial)

A B(x, 1)

0| HB=-_0@Eo)-
@N pO
00—
m =0

*__ Ol
T =-(Bo6)n -

B
i

H

=0 ]
0 H
o = -(B26)1H

[
U
(E

Figura 6-15 — 1* Analogfa térmica

6.11.2 Segunda analogia térmica

La segunda analogfa se basa en escribir las ecuaciones del problema en funcion

de las deformaciones térmicas € de la ecuacion (6.117). Consideremos las
ecuaciones del problema termoelastico original escribiendo la ecuacion

constitutiva en forma inversa:
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(Mo+p,b=0 — ec.de equilibrio

O
. L~ [E=C':0+(aAB)1 - ec.constitutiva inversa
de gobierno % s
=0°u

Ecuaciones

- ec. geométrica (6.134)

. H,:u=u"
Condicione s de contorno : — [] i}
Hy,:0h=t

que configuran las acciones (datos) A(X,?)y respuestas (incognitas) R(x,¢) del

problema:
Ob(x,?
E,,D(X ) u(x, 1)
(x,1) 0

U ¢ (x.1) CE(X,1)

A6 Hp(x, 1) (6.135)
FAO(x, 1) o

Acciones=AM (x,1) espuestas=RW (x,¢)
Hipaétesis:

Supongamos que el coeficiente de dilatacion térmica O(x) y el
incremento térmico AB(x,#) son tales que el campo de deformaciones
térmicas

g'(x,t)=a(x)AB(x,t)1
es integrable (cumple las ecuaciones de compatibilidad).

En consecuencia, existe un campo de desplagamientos térmicos w'(X,t) que

cumple:
"(x,1) = (aA8) 1= 0%’ =%(ut OO+00u’)
u'(x,1) - [ . . (6.136)
1 U, ou’,
L =(anB)d, =— L + , j0{1,2,3
H ij ( ) i 2 %x} aXi E l ] { }

Observacion 6-14

La solucién u'(x,7) del sistema de ecuaciones diferenciales (6.136)

existe si y solo si el campo de deformaciones €'(x,#) cumple las

ecuaciones de compatibilidad (ver capitulo 3). Ademas, dicha solucién
esta determinada sa/vo un movimiento de solido rigido caracterizado por un

tensor de rotacion Q” y un vector de desplazamiento ¢” (ambos
constantes). Es decir, hay una familia de soluciones admisibles de la
forma:

u'(x,0)=uxn)+ QX + ¢
— ——,
rotacion  traslacion

movimiento
de solido rigido

Dicho movimiento de sélido rigido puede ser elegido arbitrariamente
(de la forma mas conveniente para el proceso de resolucion).
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Una vez definidos los desplazamientos térmicos puede realizarse una
descomposicion de los desplazamientos totales en su parte térmica y no-
térmica como sigue:

def
" (x,1) = u(x,0) —u' (x,1) 0 (6137)

Para eliminar el término térmico de las ecuaciones del problema termoelastico
(6.134) se recurre a la  descomposicion de los desplazamientos y de las

deformaciones en su parte térmica y no-térmica (u=u" +u' 'y

e=¢€" + €') y se substituye en las ecuaciones (6.134) que se
transforman como sigue:

a) |Ecuacion de equilibrio (permanece inalterada)|

(OB +p,b=0 | (6.138)

b) |Ecuaciin constitutivd

e =C":0=-" 1101+ Vg (6.139)
E E

¢) lEmacz'o’n (geomém'f%

8:DSu:DS(unt +ut):DSunt +DSut :DSunt +st|]
\ﬁ,_J

& do (6.140)

g=¢g" +¢' E
d) |Condicion de contorno en T |
u=u’ 0 ok
. ,00Tr,u"=u -u (6.141)
u=u" +u'

¢) |Condicion de contorno en T, (permanece inalterada)

%

Ny : obn =t (6.142)
Las ecuaciones (6.138) a (6.142) permiten rescribir el problema original (6.134)
como:
(Mo+p,b=0 — ec.de equilibrio
Ecuaciones [, 1 RV
-E"=C":0 — ec.constitutiva inversa

de gobierno
%nt =0%a™ — ec. geométrica (6 143)

o H,:u =u —-u
Condicione s de contorno : — .
s 0Mm=t

que constituye el problema andlogo elastico lineal caracterizado por las siguientes
acciones-respuestas:
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b(x,?) ™ (x,1)

o - (xs) O B (x,1)

%*(X, t) %)-(X, t) (6144)
\ﬂ/_—J

Acciones= AV (x,¢) Respuestasle(") (x1)

Observando las acciones y respuestas del problema original (6.135) y del
problema analogo (6.144), se observa que su diferencia es:

ObO O b 0O M O

= e
A(l)(X t) A(H)(X t) Eu H Hl *utﬁ Hlt ErffA(m)
D D D O %) O
Bed B o H EheH
(6.145)
mpg G0 Gi'0 O Ed
R (x0)~RY (x,0) = (k- b H= [ B Fhae = row
B0 G B BB B o &
O ovo o 0

donde se han tenido en cuenta las ecuaciones (6.117) (e=¢€" +&') y (6.137)
(u=u" +u").

Observacion 6-15

Es inmediato comprobar que, en las ecuaciones (6.145), R™ es la

respuesta correspondiente al sistema de acciones A" en el
problema termo elastico (6.134).

En consecuencia, el problema original (I) puede ser contemplado como la
suma (superposicion) de dos problemas o estados:

ESTADO (II) (a resolver): Estado andlogo elistico en el que no interviene la
temperatura y que puede ser resuelto mediante procedimientos e/isticos.
+

ESTADO (III) (trivial): Estado fermoeldstico trivial en el que se conocen sin
necesidad de calculos las respuestas RV (x) dadas en (6.145).

Calculado el ESTADO (II) la solucién del problema original termoelastico del
ESTADO (I) se obtiene como:

Solucion del @ =u™ +u’
problema LB =g +an 1 (6.146)
termoelastico original %)'“) =g

donde u'se conoce del proceso de integracion del campo de deformaciones
térmicas en la ecuacién (6.136). La sintesis del procedimiento de resolucién del
problema termoelastico basado en la segunda analogfa térmica se presenta, como
una superposicion de estados, en la Figura 6-16.
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ESTADO Accién Respuesta

Ob(x,t) O
q Oa(x,7)0
o | B

Et*(x t) 0
maod | 0

I\
<y

z
S
-u (H
EF . O " (%00
0 U
- Fhe =0 S CUN
/ y
x (II) Eldstico (analogo)
z
18 [
G._, O E$=(GA9)1E
v . E F=0 g

/ EAB(x.1)
x (IIL) Termoeldstico (trivial)

Figura 6-16 — 2* Analogfa térmica

Ejemplo 6-5 — Resolver mediante la 2° analogia térmica el problema uniaxial de una viga

empotrada en ambos extremos sobre la cual actiia un incremento de temperatura constante
A8 (Figura 6-17).

Resolucién:
El procedimiento clasico de resolucion en Resistencia de Materiales consiste en
la superposicion (suma) de las siguientes situaciones: 1) Se considera la

estructura inicialmente hiperestatica, 2) se /bera el extremo derecho para
permitir la expansion térmica, que se produce (al ser la estructura isostatica)
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con tensiones nulas y 3) se recupera el desplazamiento del extremo derecho de la
viga hasta llevarlo nuevamente a cero.

Este procedimiento coincide exactamente con la aplicacién de la 2* analogia

térmica en la que el campo de desplazamientos térmicos u' viene definido por
la expansion térmica de la pieza con su extremo derecho liberado (Estado III).
Dicha expansién produce un desplazamiento en dicho extremo de valor
ul,.,=0AB¢ y al recuperar el desplazamiento en dicho extremo se estd

aplicando implicitamente la condicién de contorno

F,:u=u -u =-u'
——
0
que corresponde exactamente con el Estado II de la Figura 6-16.
Estado (1) Estado (III) oAb/ Estado (II)
3 | - 3 -
20 = ;] | * £0=0 I
[ [
3 3 = -
—t - o
Figura 6-17 R

Observacion 6-16

La aplicacion de la 2* analogfa térmica reside fundamentalmente en la

integracion del campo de deformaciones térmicas €' (x,?) para

obtener el campo de desplazamientos térmicos u'(x,7) (ver

Observacion 6-14). De no ser integrables las deformaciones térmicas,
la analogfa no es aplicable. Comparando sus ventajas e inconvenientes
frente a la 1* analogfa, es asimismo recomendable que la integracion
de las deformaciones térmicas sea, ademas de posible, sizple de
realizar.,

Observacion 6-17 I
El caso particular de:

*  aterial homogéneo (A(X) =ctte=0 )
o incremento tormiico lineal (DB =ax +by +cz+d)

reviste particular interés. En este caso el producto ABQ es un

polinomio lineal y las deformaciones térmicas € =AB0a cumplen

automaticamente las ecuaciones de compatibilidad (6.68) (que son
ecuaciones que solo contienen derivadas de segundo orden) por lo
que puede garantizarse que ¢/ campo de deformaciones térmicas es integrable.
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Observacion 6-18

Para el caso con:
*  aterial homogéneo (A(X) = ctte.= A )
*  incremento térmico contante (A8 = cte.)

la integracion del campo de deformacion térmica € =ABa =cite.

resulta trivial resultando:
u' (x,f)=aMBx+ Q"X+c"
%f_/
movimiento

de solido rigido

donde el movimiento de sélido rigido puede ser elegido
arbitrariamente (ver Observacién 6-14). Haciendo nulo dicho
movimiento la solucién para el desplazamiento térmico resulta ser:

u'(x,/)=0ABx 0 x+u’ =x+0A0x =(1+alb)x

con lo que el ESTADO III de la 2* analogfa (ver Figura 6-16) resulta
ser una homotecia, respecto al origen de coordenadas, de razon (1 + aAB). Dicha

NOTA

Florigen de homotecia es conocida como expansion térmica libre (ver Figura 6-18).

coordenadas, y por lo
tanto el origen de la
homotecia, puede ser
elegido arbitrariamente
de la forma mas
conveniente para
simplificar el andlisis.

Figura 6-18

El valor del desplazamiento térmico (asociado a la expansion térmica
libre) en el contorno I, puede ser en este caso determinado de forma
trivial sin necesidad de integrar formalmente las deformaciones térmicas.

6.12 Principio de superposicion en termo-
elasticidad lineal

Consideremos el problema termo elastico lineal de la Figura 6-19 y las
correspondientes ecuaciones de gobierno del problema:
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Ecuacién de Cauchy:
Ecuacion constitutiva:

Ecuacion geométrica:

Olo+p,b=p,

Ce

€

O =ATr(g)1+2ue —BAB1
\__ﬁ/__J

DSu=%(uDEI+EIDu)

ou
at>

(6.147)

Condiciones de contorno en

el espacio:

r,:u=u
M,:t =ch

o

(6.148)

Condiciones iniciales:

u(x,0)=0
u(x,0)=v,

(6.149)

que definen el conjunto genérico accidon-respuesta:

e

(b(x,7) O
U *(x,t)D

E@G(x, t)%
Fo®™® B

20
AXNER (x,n0 - RxNEEXHD

Ho(x,0H

(6.150)

Figura 6-19

<y

Los distintos

02
01>

(¢

Observacion 6-19

operadores

07 (ax + by)

(escalares, vectoriales, tensoriales
diferenciales) que intervienen en las ecuaciones de gobierno del
problema (6.147) a (6.149) son lineales, es decir, dados dos escalares
ay b cualesquiera:

OOe) - linecal O OOax +by)=a0 X +p0F
C:(*) - lincal O (C:[ax+by]=a(C:x+b(C:y

y

0°(+) - lincal O O°(ax +by)=a0%x b0y

0%x

azy

) - lineal O "

=a +b
0¢>

0¢?

Consideremos ahora dos posibles sistemas de acciones A" y A®:
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U0 5 P (xn) 5
*(1) *(2)
@ﬁﬁ @ﬁﬁ
A= w0 AP0=5" 0 (6.151)
0 0 0 0
LheW (x, /U Lhe® (x, 1)U
0 0 i 0

EAONEE EPNCN=

y las respectivas respuestas:

G (x,1)0 i (x,1)0
R”@ﬂf%”@ﬁm; R@mnsgmgﬁg (6.152)

50 (x, 0 5 (x,0F

Teorema (Principio de superposicion):

La  solucion  (respuesta) al  sistema  de  acciones
A® =AVAD + AP A® (siendoA”y A? dos escalares cualesquiera)
es RO =\ORD 4 \@O R®

En otras palabras: /lz solucion del problema termo-eldstico lineal ante nna
combinacion lineal de distintos sistemas de acciones es la misma combinacion lineal
de las soluciones ante cada uno de ellos.

Demostracion:

Sustituyendo  los  datos AP =AVAD +APA® vy la solucién
R® =AUR® +A? R® en las ecuaciones del problema, y teniendo en cuenta
la linealidad de los distintos operadores (ver Observacion 6-19) se tiene:

a) |Ecuacion de Canchyl

Ow® + Py p® = A (@ o0 + pb(l)) +A2(@ B® + pb(Z)) =[]

0
92u® 02u®
0 s P 012 @D
0
Y 0’ (AVu® +APu®) 0 0’u® 0 (6.153)
at2 atz H
0’u®?

DmY +p, bt =p,

ot
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b) lEmaﬂ'o'n mmlz'lm‘z'm:|

O =0 0o O
0¥ - (C:et) -pao® =2 B0 - (c:e0 -pao® )+
O
E SR
O o O
0.154)
A 5 —(c:e@®) —gap?@ 1)0= o0 (
gx (C:e¥ -pae® nl=0
O =0 o o
o) =C:e0) -ppo @1
) lEmacz'o’n (geomém'm:|
0 050 = A0 (€0 ~ 0%y 0)+ 1@ €@ —g5u@)=
=0 =0 (6.155)
eb) =gsu®)
d) |Condicion de contorno en T |
u® —u'” =2NOFO —u BB -u? Fro
=0 =0 (6.150)
r:u®= u*m
¢) |Condicion de contorno en T ]
0¥ G-t =N -t B A B - Bo
=0 =0 (6.157)
«(3)
M,: 0% h=t
f)  Condiciones inicialed
u® (X,O) - fo) =0 (11(1) (X,O) - V(()l) )+ 2@ (u(z) (X,O) - V(()z) )= 0
=0 =0 (6.158)

u® (X,O) = fo)

En consecuencia R® =AVR® + XD R® ={u® ¥ @} es solucion del

problema elastico bajo las accciones: A® =AVAM +A® A® cqd.

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



212

6 Elasticidad lineal

NOTACION

Se utilizara la notacién

{x} para denotar el

vector en ]R(’
construido a partir del
tensor simétrico x .

6.13 Ley de Hooke en funcion de los
“vectores” de tension y de deformacion

La simetrfa de los tensores de tensiéon, 0, y de deformacion, €, hace que, de
sus nueve componentes en un determinado sistema cartesiano, solo seis sean
distintas. En consecuencia, y por razones de “economia” en la escritura, es
tradicional en ingenierfa trabajar sélo con las seis componentes distintas
introduciendo los denominados “vectores” de tension y de deformacion. Estos

6 . . .,
se construyen en R”ordenando de forma sistematica los elementos del #dngulo
superior de la matriz de componentes del tensor correspondiente:

b, T .0 EP E

_ X xy xzD _fﬂ)’ @
o=d, o, 1.0~ {d =4 0 (6.159)

%xz Tyz GZH [t D

S

Lo mismo ocurre con las deformaciones con la particularidad de que, para
construir el vector de deformacion {é ,

8JCy’VJCZ = 28xz9yyz = 28yz

se utilizan las deformaciones
tangenciales de cizalladura y,, =2 (ver capitulo 2,

apartado 2.11.4):

O 1 1 0O e O
0. O
k, e, €.0 0% Yy 5¥=D 0%y O
Xz D“’"% 1 O def@gz E

€= % Ey2|:|=|:2yxy 8y Eyyzg_’ {é =%/ E (6160)
H. €. € Dly ly ¢ O B;yg
@ xz 2 yz z E xz
3.5

Observacion 6-20
Una propiedad interesante de dicha construccion es que el producto
doblemente contraido de los tensores de tension y de deformacion

(0:€) se transforma en el producto escalar (en R®) de los vectores de
tenslon y de deformacion: {0}{ }:

g:e = ol = 0,&; =0E;
— S
Tensores Vectores
de
segundo
orden

como puede comprobarse realizando dichas operaciones a partir de
las definiciones en (6.159) y (6.160).

La ecuacion constitutiva inversa (6.112):

Y o)1+ Y g+ ane1 (6.161)
E E
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puede reescribirse ahora en funcién de los vectores de tension y de
deformacién como:

{g=C"{¥ {}e’ (6.162)
donde é_l es una matriz inversa de constantes elasticas:
Sl e Y E
E E E

Ly 1 -y C

— - — 0 0 00

OE E E O

ov -v 1 0 o od

., B E E 4
c =0 0 (6.163)

O 1 O

0o 0 0 — 0 0r

0 G .G

o 0o o0 0 — oL

O G O

O 10

E 0 0 0 0 0 _E

G

t . , . . .
v {8 un vector de deformaciones térmicas que se escribe mediante la adecuada
traduccion del tensor de deformaciones térmicas a AB1:

AL

O

JA\S |

mA8 0 0[O %1 0

0 0 . _ LA6U
=50 an® 0 - {g _DOE (6.164)

H0 0 aAef 0o O

O O

80 0

Finalmente, la inversion de la ecuaciéon (6.162) proporciona las /ey de Hooke en
funcioén de los vectores de tension y de deformacion:

Ley de Hooke en funcion
de los vectores de N (C(E - E’) (6.165)

tension y deformacion

siendo C la matriz de constantes elasticas:

0, vy, g ¢
. 1-v 1-v 5
DV 1 \%} 0 0 0 O
ad-v I-v O
av v [
— 1 0 0 0
o E(-v) a—v 1-v O
C=-—""—"~L+ - 0 .
(+vli-v)oo o o 2 o0 o g ©%
0 2(1-v) 0
U 1-2v O
0o 0 0 0 0
. 2(-V) o .
2 0 0 BELNE
0 00 - v)F
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7.1 Introduccion

Como se vio en el capitulo 6, desde el punto de vista matematico, el problema
elastico consiste en un sistema de EDP’s que debe ser resuelto en las tres
dimensiones del espacio y en la dimensién asociada al tiempo (R? xR, ). Sin
embargo, existen ciertas situaciones en las que dicho problema puede ser
simplificado, reduciéndose el problema a dos dimensiones espaciales R?,
ademas de, eventualmente, la dimensién temporal (R* xR, ). La posibilidad de
esta simplificacion reside en que, en ciertos casos, la propia geometria y
condiciones de contorno del problema permite identificar una direccion irrelevante
(asociada a una dimension del problema) de tal forman que pueden plantearse
a priori soluciones del problema elastico zndependientes de dicha dimension.

Si se considera un sistema local de coordenadas {x, v, z} en el que dicha
direccién irrelevante (supuesta constante) coincide con la direcciéon z, el
analisis queda reducido al plano {x, y} , vy de ahi el nombre elasticidad plana con
el que suele denominarse a estos problemas. A su vez, éstos suelen dividirse en
dos grandes grupos asociados a dos familias de hipotesis simplificativas:

* Problemas de tensidn plana.
* Problemas de deformacion plana.

Por simplicidad consideraremos aqui el caso zo#érmico, aunque no hay ninguna
limitaciéon intrinseca para la generalizacion de los resultados que van a
obtenerse al caso termoelastico.

7.2 Estado de tension plana

El estado de tensiéon plana queda caracterizado por las siguientes hipotesis
simplificativas:

1) E/ estado tensional es de la forma:

= U
[o].- =g, o, |0 0
g0 0 |0
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2) Las tensiones no nulas (es decir, las asociadas al plano x =y ) no dependen de la

variable z :

0,=0,(x,»1) ; 0,=0,(xp1) 5 T,=T,(x1) (7.2)

Para analizar bajo que condiciones las anteriores hipotesis resultan razonables,
consideremos un medio elastico plano cuyas dimensiones y forma asociadas al
plano x—y (que denominaremos plano de andlisis) son arbitrarias y tal que la
tercera dimension (que denominaremos al espesor de la pieza) queda asociada al
eje z (ver Figura 7-1). Supondremos que se dan las siguientes circunstancias
sobre el medio elastico en cuestion:

y

\yh/” W

/b ro:t :(L\

Z/Tﬁl*ré-,% #\r::t*zo

Figura 7-1— Ejemplo de estado de tension plana
a) El espesor e es mucho menor que la dimensién tipica asociada al
plano de analisis x —y:
e<<L (7.3)
b) Las acciones (fuerzas masicas b(X,?), desplazamientos impuestos

u’(x,7) y vector traccién t"(x,7)) estdn contenidas en el plano de
analisis x —y (su componente z es nula) y, ademas, no dependen

de la tercera dimension:

b, (v, 7, t)% Gy (x, y,1)0
b=0b,(x, 1)1 Moow’ =0 (e .00
i 0 H i - H
- . (7.4)

L, (x,y,t)D

M=F UM UMt =0 (o)

0 o O

0 0

¢) El vector traccion t'(X,t) solo es distinto de cero sobre el contorno del
espesor de la pieza (contorno IJ), mientras que sobre las superficies

laterales [y I, es nulo (ver Figura 7-1).

-
Furs ¢ =mo (7.5)

1
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NOTA

El hecho de que todas
las fensiones no nulas

estén contenidas en el
plano x —y da lugar

al nombre de tensién

plana.

RECORDATORIO

Las deformaciones
tangenciales ingenieriles
se definen como:

yxy =2sxy
yxz =2sxz
yyz =28yz

Obsetrvacion 7-1

La pieza con geometria y acciones definidas por las ecuaciones (7.3) y
(7.4) y el estado de tension plana, indicado por las ecuaciones (7.1) y
(7.2) y esquematizado en la figura Figura 7-2, resultan compatibles.
En efecto, aplicando las condiciones de contorno I'; sobre la pieza se
obtiene:

o Superficies laterales: Ty T

a g*

%OE o, 1, 0000 OO
n=000 om=5, o, 0090 B=H-
He 1 Ho 0 oHFIE HE
o Canto T§:

h, O o, T, 00O O,(x,ynH0

n=|:ny% G(x,y,t)ﬁl=%xy o, ODIj%S %x(xy,t)m
Ho H Ho o ogHEH o {

compatibles con las suposiciones (7.4) y (7.5).

T)C
= (o 00
A * W
. » O — O
b T 0= %xy o, O
x 50 0 o0f

Figura 7-2— Estado de tension plana

7.2.1 Campo de deformaciones. Ecuacion constitutiva

Consideremos ahora la ecuacion constitutiva elastica lineal:

+V

Y 1 Y 1
e=-—Tr(o)l+ -—Tr(o)l+— .
E r(o) E r(o) Vel (7.6)

que aplicada al estado tensional (7.1) y en notacién ingenieril proporciona las
deformaciones como:

g, = —[0 —v(o +0 ] —[0 -vo ] Yy = Cl;rxy
g, = %[oy -v(o, +o, ]=E[0y —vox] V. = Cl;sz =0 (7.7)
& = ;[Oz _V(0x+0y)]=_%[0x+0y] Y. = Cl;Tyz =0

donde se han tenido en cuenta las condiciones 0, =T,, =T,, =0. En vista de las

ecuaciones (7.2) y (7.7) puede concluirse que tampoco las deformaciones dependen
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de la coordenada z (O €=¢€(x,y,t)). Asimismo, en la ecuacion (7.7) puede

resolverse la deformaciéon €, como:

z

£ = —%(sx +e) (7.8)

En definitiva el tensor de deformaciones para el caso de tension plana resulta:

0 1 0
D& SY» 00
0
Vv
s(x, y,t)E %ny £, 0 E € = —?(sx +€,) (7.9)
0 0

%0 0 EZE

y la sustituciéon de la ecuacion (7.8) en la ecuacion (7.7) conduce, tras algunas
operaciones algebraicas, a:

E
Gx - [sx sv
(1-v?) )
o, = — e, +ve, (7.10)
J (I_VZ) J
. _ E
v 2(1+v) Yoy

5, O 4 v o0QE O
0 0O od O _ (T.P.
m,0=— 58 1 00x g0 {d=Cc""dg
TE Y 1D a (7.11)
xy D %) 2 H xy D
o) Crr. €
7.2.2 Campo de desplazamientos
Las ecuaciones geométricas del problema :
8(x,t)=E|Su(x,t)=%(uD O0+00u) O (7.12)

pueden descomponerse en dos grupos:

1) Las que no afectan al desplazamiento u, (y que serfan hipotéticamente

integrables en R?, en el dominio x - y):

ou, O
g, (x..1) = O
ax . e 2
du, |:]mtegracwnen]R T, =u (x,,1)
e (x, .t - 0 ] ] 7.13
y( Y ) 6y P 0 thzux(x,y,t) ( )
du u, 0
X, y,t)=2€, = 42
ny( y ) y dy axB
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2) Aquellas en las que interviene el desplazamiento u_:

ou V)
e_\x, y,t = t=—-— (g, tE€
Z(xy ) aaz al_V( 2
u u
,,t)=2¢,. = 4+ 2 =0 .
) = (7.14)
u ou
,p,t)=28 = Y+ =0
yyz('xy ) yz aZ ay

La observacion de las ecuaciones (7.1) a (7.14) sugiere la consideraciéon de un
problema eldstico ideal de tension plana reducido a las dos dimensiones del plano de
analisis y caracterizado por las siguientes incognitas:

O, O £ g s

; 0" O 00
uy,0=0"0 Gero=e, 0 {F&ro=m,0 (7.15)

Egan 0 % O

xy [ x [

en el que las incégnitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.15), o bien no intervienen en
el problema reducido:
OZ =T)CZ =T)CZ =y)CZ =yyZ =O
\Y
e, =-——(g, +¢)) (7.16)
I-v

z

u,(x,y,z,t) - Nointerviene en el problema

Observacion 7-2 I

El problema de tension plana es un problema elastico zdeal puesto que
no puede reproducirse exactamente como un caso particular del
problema elastico en tres dimensiones. En efecto, no hay garantia de
que la solucién del problema reducido de tension plana u,(x, y,t),

u,(x,y,t) permita obtener una soluciéon u,(x,y,z,t) para las

ecuaciones geométricas adicionales (7.14).

7.3 Deformacion plana

El estado de deformacion se caracteriza por las siguientes hipotesis
simplificativas:

X, ¥, t)E
x, ¥, )00 (7.17)

0

También en éste caso resulta ilustrativo analizar en qué situaciones dichas
hipétesis resultan plausibles. Consideremos, por ejemplo, un medio elastico
cuya geometria y acciones pueden generarse a partir de una seccién
bidimensional (asociada al plano x -y y con las acciones b(x,?), u*(x,7) y

=

t *(x,#) contenidas dicho plano) que se traslada sobre una generatriz recta

perpendicular a la misma, asociada al eje z (ver Figura 7-3).
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l ' " l l t*(x,ﬂ”

b (Xa t ) X
A
R R

Figura 7-3— Ejemplo de estado de deformaciéon plana

Las acciones del problema pueden caracterizarse entonces como:

b, (x,y,t)% e’ (x, y,¢)0 ¥ (x, y,¢)0
b= %y (ye)d Tow =g (uy)d et =g,(ur)n (7.18)
U U U U
H o H o % g o % 0
y en la seccion central (que presenta la simetrfa respecto al eje z) se cumple
que:
ou
w=0 ; Moo Mg (7.19)
0z 0z
y, por tanto, el campo de desplazamientos en dicha seccion central es del tipo:
G, (x, 3,00
_d U
u(x, y, ) =0, (x, y,0)0 (7.20)

i o

7.3.1 Campos de deformaciones y de tensiones

Al campo de desplazamientos propio del estado de deformacién plana (7.20) le
corresponde el siguiente campo de deformaciones:

8x(x,y, =—= e (x,y, = =0
Ox
g, (x,».1)= aL (x, p,t Ou  Ous _
MY Ve oD = o (7.21)
au Ouv auv au
2 ’t = = + - vz 2 ’t = - + z =0
Vi b ynt) ==t — Voe (%, 2.0) = = ™

con lo que el tensor de deformaciones tiene la siguiente estructura:

NOTA
Por analogia con el ] 1 OE
caso de tensién plana, 0 €x E Yy ]
el hecho de que todas & 0
las deformaciones no S(X, »,t ) =Ly, ¢ OO (7.22)
nulas estén contenidas 2 O
eneclplano x —y da 0 0 0 ()[
lugar al nombre de % E

deformacion plana.
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Consideremos ahora la ecuacion constitutiva elastica lineal:
o =ATr(e)1 + 2pe =ATr(g)1 + 2Ge (7.23)
que aplicada al campo de deformaciones (7.21) proporciona las tensiones como:
o, =\, +¢&,)+2pe, =(A +2G)k, +Xe, T, =Gy,
o, =M, +€,)+2pe, =(A +2G), + e, 1.=Gy,_. =0 (7.24)
0. =AM, ¢, 1,=Gy, =0
En vista de las ecuaciones (7.21) y (7.24), puede concluirse que zampoco las tensiones

dependen de la coordenada z (00 0 =0(x,y,t)). Por otra parte, en la ecuacién (7.24)

puede resolverse la tensién 0, como:

0. = mﬁ 0. %0,)=v. o) (7.25)

y eltensor de tensiones para el caso de deformacion plana resulta:

T 0

X Xy
o(x.y.)=d, o, 07 0.=v(o, +a,) (7.26)
g0 0 0.8

donde las componentes no nulas del tensor de tensiones (7.26) se escriben:

1_
0,= (A+2G)e, +Ae, = _Ed-v) X+Lsy
A+v)(1-2v) 1-v "B

1_
= (4200, +2e, = OV, Vo D
a+v)d-20)H" 1-v H

E
= G =
Xy yxy 2(1 + V) yxy

La ecuacion (7.27) puede reescribirse en forma matricial como:

Q
1

(7.27)

~
|

El v OD

0 1-v

O

O

= 0

1+v)1-2v)d-v g

O 0 v O
\_?_J

] e

&, O
0" O
&, 00
%/D

O

(7.28)
2(1 V)

CD.P.

G=c"" g

Similarmente a lo que ocurre para el problema de tension plana, las ecuaciones
(7.20), (7.21) y (7.26) sugieren la consideracion de un problema elistico de
deformacion plana reducido a las dos dimensiones del plano de analisis x=y y

caracterizado por las siguientes incognitas:

Et D |:b' O
wryn=00 Bern=i, B {Fer=hb, % (7.29)
0 [l %
xy [ x []

en el que las incégnitas adicionales respecto al problema general, o bien son
nulas, o bien son calculables en funcién de las (7.29):
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0
Xz :yyz :sz :Tyz =0

ZV(O'x +O'y)

uZ
E. (7.30)
O-Z

7.4 El problema elastico lineal en

elasticidad bidimensional

A la vista de las ecuaciones de los apartados 7.2 y 7.3 el problema elastico-
lineal para los problemas de tensiéon y deformacioén plana queda caracterizado
como sigue (ver Figura 7-4):

Mt = %ﬁ (X,y,t)
Hy

O, (x,3,0)
(X, p,1)

z . "
Figura 7-4
a) Ecnaciones:
Ecuaciéon de Cauchy:
NOTA [Bo.x a-[xy 62ux
La tercera ecuacién [ + +pb, =p—
: ] Ox oy ot
correspondiente a la 0 (7.31)
componente z, o bien [P1 w Jo y 0%u 5
no interviene (tension Ba_ + +pb y = pa—z
plana), o es * 4 !
idénticamente nula
(deformacién plana) .. L.
Ecuacion constitutiva:
(o, O Ue, U
g o H
{d=m,0 {k=C 0 {Jo=¢0e (7.32)
U g
w [ w [

doénde la matriz constitutiva C puede escribirse de forma genérica a partir de
las ecuaciones (7.11) y (7.28) como:

Tension [E =E

% v o U plana - %}' =V
ol O
E 0= E

C= W 1 0 O . EE = (7.33)
1-v2 1-y0  Deformacion 1-v
@ 0 2 H plana - EV __ Vv
B (-v)
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Ecuaciones geométricas:

— aux — auy — aux auy
€. = o €, —g Yo = +t—— (7.34)

Condiciones de contorno en el espacio:

Bee =ul(x,y.1)H .

ENEIM NS
r,:uw =0, O Te: t =0, . 0
g =u (0015 g, =t e
(7.35)
. o, 1,0 h, [
t =clh o= % O n=0 O
%,0 00
Condiciones iniciales:
u(e, 0, =0 ulp,0), = V(%) (7.36)
b)  Incdgnitas
0 1 0O
v, O _sz 5 Yo o, 1,0
u(r,y,H)=0"0 &lx.y.1)= & 0 o(x,y,t)E% 0 (737
|j/ly [l Y e [0 Xy Gy [
xy y 0

Las ecuaciones (7.31) a (7.37) definen un sistema de EDP’s de 8 ecuaciones con 8
incognitas a ser resuelto en el dominio espacio-temporal reduido R* xR, . Una vez
resuelto el problema, pueden calcularse explicitamente:

o Ere)

Deformacion plana - o0, = V(Gx + Gy)

Tension plana — €, = |
v (7.38)

7.5 Problemas asimilables a elasticidad
bidimensional

7.5.1 Tension Plana

Seran tipicamente asimilables a estados de tensiéon plana aquellos estados
tenso-deformacionales producidos en solidos con wna dimension sensiblemente
inferior a las otras dos (que configuran el plano de analisis x—y) y con acciones
contenidas en dicho plano. La placa cargada en su plano medio y la viga de gran
canto de la Figura 7-5 son tipicos ejemplos de estructuras analizables en estado
de tensiéon plana. Como caso particular, los problemas de flexidn simple y
compuesta en vigas de plano medio, considerados en la Resistencia de Materiales,
pueden ser también asimilados a problemas de tensioén plana.
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= ,,,,, \
y / l superficie media
LI I )

Figura 7-5—Placa cargada en su plano medio y viga de gran canto

7.5.2 Deformacién plana

Seran tipicamente asimilables a estados de deformacién plana aquellos sélidos
cuya geometria puede obtenerse como el resultado del desplazamiento de una
seccion generatriy plana con acciones contenidas en su plano (plano de analisis x =y )
sobre una linea perpendicular a la misma. Ademas, la hipétesis de deformacion
plana €, =y, =y, =0 debe ser justificable. Tipicamente, dicha situacion se

produce en dos circunstancias:

1) La dimension de la pieza en la direccion z es mmy grande (a efectos del analisis
puede considerarse infinita). En este caso toda seccion transversal central
(no cercana a los extremos) puede considerarse de simetria y, por lo tanto,
satisface las condiciones:

0
w=0 ; Yoo o, %y
0z 0z
de donde se concluyen las condiciones de partida del estado de deformacion
plana (7.17):

Ge, 0 O, (x,»,0)0
0 0.0
=, 0=, (x, 3,00

H.HH o

u

Ejemplos de este caso los encontramos en las tuberfas bajo presion interna
(y/o externa) de la Figura 7-6, el tinel de la Figura 7-7 o la zapata corrida
de la Figura 7-8.

Seccidn transversal

Figura 7-6— Tubo bajo presién
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Seccion transversal
Figura 7-7 — Ttnel

Figura 7-8— Zapata corrida

2)  La longitud de la pieza en la direccion longitudinal es reducida, pero el desplazamiento
en la direccion z estd impedido en las secciones extremas (ver Figura 7-9).

En este caso la hipotesis de deformacion plana (7.17) puede hacerse para
todas las secciones transversales de la pieza
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7.6 Curvas representativas de los estados
planos de tension

Hay una importante tradicion en ingenierfa de representar graficamente la
distribucion de los estados tensionales planos. Para ello se recurre a ciertas familias
de curvas cuyo trazado sobre el plano de analisis proporciona informacién util sobre
dicho estado tensional.

7.6.1 Lineas isostaticas

Definicion

Lineas isostdticas: son las envolventes del campo vectorial determinado por
las tensiones principales.

Por definiciéon de envolvente de un campo vectorial, las lineas isostaticas seran,
en cada punto, tangentes a las dos direcciones principales y, por lo tanto, habra
dos familias de lineas isostaticas:

—  Isostaticas O, tangentes a la tensioén principal mayor.

— Isostaticas 0,, tangentes a la tension principal menor

Ademas, puesto que las tensiones principales son ortogonales entre si, ambas
Sfamilias de curvas seran también ortogonales. Las lineas isostaticas informan sobre el
modo en que transcurre sobre el plano de analisis el flujo de tensiones
principales.

Como ejemplo, en la Figura 7-10 se presenta la distribucion de lineas
isostaticas sobre una viga apoyada con carga uniformemente distribuida.

Lineas isostaticas

Figura 7-10

Definiciones:

Punto singular: Punto caracterizado por un estado tensional:

Su circulo de Mohr es wn punto del eje 0 (ver Figura 7-11)

Punto nentro: Punto singular caracterizado por un estado tensional:

. :()'y =Txy =0

Su circulo de Mohr es el orjgen del espacio 0 — T (ver Figura 7-11).
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Circulo de Mohr de Circulo de Mohr de

/ un punto m’y un punto singular
=

o

Figura 7-11

Observacion 7-3 I

En un punto singular todas las direcciones son principales (el Polo es
el propio circulo de Mohr (ver Figura 7-11). En consecuencia, en los
puntos singulares las lineas isostaticas suelen perder su regularidad y
puteden cambiar bruscamente de direccion.

7.6.1.1 Ecuacion diferencial de las lineas isostaticas
Considerando la ecuacion genérica de una isostatica y = f(x) y el valor de angulo

formado por la direccion principal 0, con la horizontal (ver Figura 7-12):

g, Isostatica 0;: y = y(x)
y 4’ T,
Ox
Figura 7-12
tg(20)= GjT_xyoy :ii?aém n, oy
tg =%"§t » E 0: 70, 1=0) (7.39)

0, -0
O + 2% 10
W
y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.39) en »', se obtiene la
ecuacion diferencial de las isostaticas:

Ecuacion N

diferencial de% - y'=- (7.40)

las isostéticasB
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Conocida la funciéon ¢(x,y) en la ecuacion (7.40), puede integrarse dicha

ecuacion para obtener la ecuacion algebraica la familia de isostaticas:
y=f(x)+C (7.41)

El doble signo en la ecuacion (7.40) dara lugar a dos ecuaciones diferenciales
correspondientes a las dos familias ortogonales de isostaticas.

Ejemplo 7-1 — Una placa esti sometida al signiente estado tensional (ver Fignra 7-13):

3

— . — 3 2 . —2.2. . -t —n =
o,=-x" ; 0,=2x"-3xy° ; 1,,=3x"y ; 1,,=1,=0,=0

Xz

Obtener y dibujar los puntos singulares y la red de isostdticas.

Resolucion:

a) Puntos singulares: se definen segun:

T, =3x’y=0 0O

Luego el lugar geométrico de los puntos singulares es la recta: . Dichos
puntos singulares son ademds puntos neutros (0, =0, =0).

b) Lineas isostdticas: De la ecuacion (7.40):

que, para los datos del problema, resulta:

Ddy =2 2 2

== Oe2 — 2 =
% Yo integrando: |[] y =6
 _—y v =C,

Bix  x
pot tanto, /las isostdticas son dos familias de hipérbolas equildteras ortogonales entre si.
Sobre la recta singular de puntos singulares x =0 (que divide a la placa en

dos regiones) las lineas isostaticas cambiaran bruscamente de pendiente. Para
identificar la familia de isostaticas 0, tomemos un punto en cada region:
— Punto (1,0) : 0,=0,=-1 ; 0,=0,=+2 ; 1,=0

(isostatica 0, en la direcciéon y)
— Punto (-10): o,=0,=+1 ; 0,=0,=-2 ; 1,=0

(isostatica O, en la direcciéon x)

Por tanto, la red de las isostaticas es la indicada en la Figura 7-13.
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-i--k----
|

x<0 x>0
g, O, ~—-
0, ———° o,

Figura 7-13

7.6.2 Lineas isoclinas

Definicion

Lineas isoclinas: lugar geométrico de los puntos del plano de analisis en
los que las tensiones principales forman un determinado angulo con
eleje x.

Por su propia definicién, en todos los puntos de una misma isoclina las
tensiones principales son paralelas entre si, formando un angulo constante 0
(que caracteriza a la isoclina) con el eje x (ver Figura 7-14).

Linea isoclina 6: y = ¢(x)

.
-

Figura 7-14— Linea isoclina
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7.6.2.1 Ecuacion de las isoclinas
Para obtener la ecuaciéon y = f(x) de la isoclina de angulo 8, se establece que la

tension principal 0, forma un angulo o =0 con la horizontal, es decir:

Ecuacion [
0 2T,
algebraicade] —»  tg(20)=— 2 — 7 42
o 0,-0 (7.42)
las isoclinas H NGNS
O(x,)

ecuacion algebraica que para cada valor de 8 permite despejar:
y=f(x,0) (7.43)

que constituye la ecuaciéon de la familia de curvas isoclinas parametrizada en
funcién del angulo 6.

Obsetrvacion 7-4

La determinacién de la familia de las isoclinas permite conocer, en
cada punto del medio, la direccién de las tensiones principales y, por
lo tanto, plantear la obtencion de las lineas isostaticas. Puesto que las
isoclinas pueden ser determinadas mediante métodos experimentales
(métodos basados en la fotoelasticidad) proporcionan, indirectamente, un
miétodo para la determinacion experimental de las lineas isostaticas.

7.6.3 Lineas isobaras

Definicion I
Lineas isobaras: Tugar geométrico de los puntos del plano de analisis
con el mismo valor de la tension principal 0, (o 0,)

Por cada punto del plano de analisis pasaran dos familias de curvas isobaras:
una correspondiente a 0, y otra a 0,. Las lineas isobaras dependen del valor

de 0,, pero no de su direccién (ver Figura 7-15).

.

Linea isobara 0,: y=f (x)

Figura 7-15 — Linea isobara

7.6.3.1 Ecuacion de las isobaras

La ecuacion que proporciona el valor de las tensiones principales (ver capitulo
4) define en forma implicita la ecuacion algebraica de las dos familias de

isobaras y = f,(x,c;) ¢ y=f,(x,¢c,):
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U o.+0 -0
E]bl: x2 T+ %pxz ’ +rfy =ctte =¢,
Ecuacion O
. D ¢ (an’)
algebraicade - [ :
. ] o, +to y -0
las isobaras 0, = y|=d “H 41, =cite=c, (7.44)
0 2 1 2
% ¢ (x.)
0 O = /fi(x,¢))
DVZ = fz (X, CZ)

7.6.4 Lineas de maxima tension cortante

Definicion

Lineas de mxima tension cortante (o tangencial): son las envolventes de las
direcciones que, en cada punto, corresponden a la maxima (en
modulo) tension tangencial.

Observacion 7-5

En cada punto del plano de analisis hay dos planos sobre los cuales
las tensiones tangenciales toman el mismo valor maximo (en médulo)
y signo contratio T,,,.V T, . Estos planos pueden determinarse con

ayuda del circulo de Mohr y forman una dngulo de 45° con las direcciones
principales (ver Figura 7-16). Por consiguiente sus envolventes (las
lineas de maxima tension cortante) son dos familias de curvas
ortogonales entre si que forman un angulo de 45° con las lineas
isostaticas.

Polo

Figura 7-16— Planos de maxima tensién cortante
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NOTA

Se utiliza aqui la

expresion
trigonométrica:
Tt
tang(B@——-)=
2
1
=—-cotB=-
tang ©

7.6.4.1 Ecuacion diferencial de las lineas de maxima tension
tangencial

Sea Bel angulo formado por la direcciéon de T,,,, con la horizontal (ver Figura 7-17).
De acuerdo con la Observacion 7-5, se tiene:

Tt T 1
=a-— O ¢ 2B)=t 20——)=-
B=a- ang(2B)=tang(2a =) ang 2a (7.45)

donde a es el angulo formado por la tensién principal 0, con la horizontal.
En consecuencia, considerando la ecuacion genérica de una linea de maxima

2t
tension tangencial y = f(x), la ecuacion (7.45) y la relacion tang 200 =——>— :
o, —O'y
1 o,-0 2tang B 0
tg(2B)=- == == g ] _ :
tang (2a) 2t 1 -tang ﬁDD _0,-0, 2y

dy 0 Ty 10/
t - =
wP=y T g (7.46)

47
0 P- T y1=0
O' —

x y

y resolviendo la ecuaciéon de segundo grado de (7.40) en ', se obtiene la
ecuacion diferencial de las lineas de maxima tensién cortante:

Ecuacién diferencial [

de las lineas de néxima% - (7.47)

tension cortante E

-

Conocida la funciéon ¢(x,y) en la ecuacion (7.47), puede integrarse dicha

Figura 7-17

ecuacion diferencial y obtener la ecuaciéon algebraica de las dos familias de
curvas ortogonales (correspondientes al doble signo en la ecuacion (7.47)).
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8 Plasticidad

8.1 Introduccion

Los modelos (ecuaciones constitutivas) elastoplasticos se utilizan en Mecanica
de Medios Continuos para representar el comportamiento mecanico de
materiales cuando se sobrepasan ciertos limites en los valores de las tensiones
(o de las deformaciones) y dicho comportamiento deja de ser representable
mediante modelos mas simples como son los elasticos. En este capitulo se van
a estudiar dichos modelos considerando, en todos los casos, que /as
deformaciones son infinitesimales.

A grandes rasgos, la Plasticidad introduce dos grandes modificaciones sobre la
Elasticidad lineal estudiada en los capitulos 6 y 7:

1) La pérdida de linealidad (las tensiones ya no son proporcionales a las
deformaciones).

2) La aparicion del concepto de deformacion plistica o permanente. Una parte de la
deformacion que se genera durante el proceso de carga no se recupera
durante el proceso de descarga.

8.2 Nociones previas

8.2.1 Invariantes tensionales

Sea @ el tensor de tensiones de Cauchy y su matriz de componentes en una
base asociada a los ejes cartesianos {x,y,z} (ver Figura 8-1):

éljx Txy sz E
[o]xyz 0w 9, T.Q (8.1)

Xz z z
fe 1. 0.

Al tratarse de un tensor simétrico de segundo orden, diagonalizara en una base
ortonormal y todos sus autovalores seran numeros reales. Sea entonces
{x",»",z'} un sistema de ejes cartesianos asociado a la base en el que ©
diagonaliza (autovectores de @). Su matriz de componentes en dicha base sera:
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@, 0 00
_0 0
lo].,. =0 0, 0p (8.2)

B 0 oF

donde 0, 20, 20, , denominadas tensines principales, son los autovalores de 0
y a las direcciones asociadas a los ejes {x',»',z'} se las denomina direcciones
principales (ver Figura 8-1).

iy meondlizac,

Figura 8-1 — Diagonalizacién del tensor de tensiones.

Para obtener las tensiones y las direcciones principales de @, hay que resolver
el correspondiente problema de autovalores y autovectores:

EncontrarAy vtalque: oy =Av [ [O' - )\1] =0 (8.3)

donde A corresponde a los autovalores y v a los autovectores. Condicion
necesaria y suficiente para que el sistema (8.3) tenga solucion es que:

detfo-M]=|o-2A1]=0 (8.4)

que en componentes resulta:

o, —-A T, T,
T, Oo,-A 1, =0 (8.5)
Xz Tyz oz _)\

El desarrollo algebraico de la ecuacion (8.5), denominada ecuacion caracteristica,
corresponde a una ecuaciéon polindémica de tercer grado en A, que puede
escribirse como:

N-IN-IA-1,=0 (8.6)

donde los coeficientes 1,(0;),1,(0;)el5(0;) son unas ciertas funciones de las
componentes 0; del tensor O en el sistema de coordenadas {x,y,z}. Sin
embargo, las soluciones de la ecuacion (8.0), que seran funcién de los
coeficientes de la misma (/,,/,,1;), son las tensiones principales que, por otra
parte, son independientes de cual sea el sistema de ejes en el cual se haya
expresado O@. En consecuencia, dichos coeficientes deben de ser znvariantes
frente a cualquier cambio de base. Por este motivo, a los coeficientes /,,/,e I,
se les denomina snvariantes I o invariantes fundamentales y su expresion (tras el
correspondiente desarrollo de la ecuaciéon (8.5)) resulta ser:
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I, :Tr(o):o-ii =0,+0, +0;

Invariantes / : —» [, =;(0:0—[12)=—(0102 +0,0, +0203) 8.7)

H, =det(0)=0,0,0,

Evidentemente, cualquier funcioén escalar de los invariantes serd también un
invariante y, por consiguiente, a partir de los invariantes /, definidos en (8.7)
se pueden definir nuevos invariantes. En particular, definiremos los
denominados zwariantes J :

1
~
1
Q

. =Tr(0)

InvariantesJ — z +2[2)=%0~0- =l(0:0)=%Tr(G (o) (8.8)

jegi 2

2

DQDDQD:IQD
1
~>

(113 +31,1, +3I, )= %ouo Oy = %Tr(o (& [0)

[/

w2

Observacion 8-1
a) Notesequest: /[, =0 O J, =1, iD{1,2,3} .

b) Los invariantes J,, iD{1,2,3} , pueden expresarse de forma
unificada y compacta mediante la expresion:

Ji ZE.TV(O'i) ZD{1525§
1

8.2.2 Componentes esférica y desviadora del tensor de
tensiones

Dado el tensor de tensiones O, se define /a tension media ©,, como:

m:?:;Ty(o):;(oii)zi(ol+02+03) (89)

y la presion media p como:
(8.10)

El tensor de tensiones de Cauchy puede descomponerse en una parte (0
componente) esférica G,, y una parte (0 componente) desviadora O :

0=0, *+0 (8.11)

donde la parte esférica del tensor de tensiones se define como:
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o, 0 00 (8.12)

y, de las ecuaciones (8.11) y (8.12), la parte desviadora resulta ser:

o, -0, T, 1, O

. _a O
0=0-0,, =] T, 0,-0, v [ (8.13)

E sz Tyz 0-z _omE

Los invariantes / y J del tensor desviador @, que se denominaran invariantes
1" y J', resultan, tras considerar las ecuaciones (8.7), (8.8), (8.9) y (8.13):

O
7,'=1; =0
SR AU P B
Invariantes J —»Dlz—lz——(cr:o)——oii 0 (8.14)
N 2 2
O ' f
513 =1 3=*(0ij Oy Ok )

Observacion 8-2

Se puede demostrar facilmente que /as direcciones principales de ©
coinciden con las de 0", es decir, que ambos tensores diagonalizan en la
misma base. En efecto, si se trabaja en la base asociada a las
direcciones principales de @, es decir, la base en la que diagonaliza
O, y puesto que O,, es un tensor hidrostitico y por lo tanto es

diagonal en cualquier base, entonces 0" también diagonaliza en la
misma base (ver Figura 8-2).

Figura 8-2. Diagonalizacion de las componentes esférica y desviadora
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Observacion 8-3

Se define como #ension efectiva o tension uniaxial equivalente G al escalar:

o =4/3J, =\/;ogj0;j =\/;o':o'

La denominacién tensiéon uniaxial equivalente se justifica porque su
valor para un estado de tensiéon uniaxial coincide con dicha tension

NOTA

El espacio de tensiones
principales también es
conocido con el
nombre de espacio de
tensiones de Haigh-
Westergaard.

uniaxial (ver Ejemplo 8-1).

Ejemplo 8-1 — Caleular el valor de la tension uniaxial equivalente (o tension efectiva) O

para un estado de tension uniaxial definido por:

w, 0 00
o=g0 0 of
Ho 0 0F
Resolucion:
L 1 o,
a) Tension media: g, =§Tr(0)= g
Ny 0
~ 0 0
w, 0 00 g3 . d
b) Componente esférica: O, = BO g, O B= EO 3“ 0 g
g0 0 o,H O 0,0
0 0 -
] 31
¢) Componente desviadora:
[120 0 0
w,-0, 0 00" 1 =
(o3 =o—oeSfEB 0 -o, O E=D0 -—0, 0
8 0 0 -o,8 0 3 0
" Eo 0 --o E
Tension efectiva: U=\/3G;j0;j =\/3af(4+1+1) =\/320u =lo
2 2 9 9 9 23

8.3 Espacio de tensiones principales

Consideremos un sistema de ejes cartesianos en R’ {x=0,,y=0,,z=0,} de

tal forma que a cada estado tensional, caracterizado por los valores de las tres
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tensiones principales 0, 20, 20,, le corresponde un punto en dicho espacio
al que denominaremos espacio de tensiones principales (ver Figura 8-3).

0‘3“ .

G/-/30 Eje de tension hidrostitica

b (01 =0, =03)

0

%/ 3 %r\ }T..(g;l“'gz ’ 03) = Bisectriz del 1% octante

.

=

v

0,

Figura 8-3 — Espacio de tensiones principales

Definicion:
Eje de tension hidrostdtica: Es el lugar geométrico de los puntos del

espacio de tensiones principales que verifican la condicion
0, =0, =0, (ver Figura 8-3). Los puntos situados sobre el eje de

tension hidrostatica representan estados tensionales hidrostaticos (ver
capitulo 4, apartado 4.4.5).

P(OI’GZ’G?))

03
Eje de tension hidrostatica
\J o 0.0,
7/
//
/ /
0] : y

o

2

(0)
1 Figura 8-4

Definicion:
Plano octaédrico T1 : Cualquiera de los planos normales al eje de tension
hidrostatica (ver Figura 8-4). La ecuacién de un plano octaédrico es:

o, t0, +0; =ctte

y la normal (unitaria) al mismo es:

1 T
:7191aa
n= g
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8.3.1 Tensiones sigma y tau octaedrica
Sea P un punto del espacio de tensiones principales, de coordenadas

(0,,0,,0,) y vector posicion ﬁ={0‘1,02,03}r (ver Figura 8-5).
Consideremos el plano octaédrico Il que pasa por el punto P,y sea 4 la
interseccion del eje de tension hidrostatica con dicho plano.

AO;

0 Figura 8-5

Definiciones:
— Tension sigma octaédrica: |OA|=-/3 o,

—  Tension fan octaédrica: | AP|=-3 1,

Observacion 8-4

* O0,, Informa de la distancia entre el origen O y el plano
octaédrico que pasa por el punto P. El lugar geométrico de los
puntos del espacio de tensiones principales con igual T, es el

plano octaédrico que esta a una distancia \/5 0, del origen.

oct

* T, informa de la distancia entre el punto P y el eje de tension

hidrostatica. Es pues una medida de la distancia que separa el
estado caracterizado por el puntoP de un estado de tension
hidrostatica. El lugar geométrico de los puntos del espacio de
tensiones principales con igual T,, es un cilindro cuyo eje es el

¢je de tension hidrostatica y cuyo radio es +/3 T

oct *

La distancia |OA4| se puede calcular como la proyeccién del vector OP sobre
n (la normal unitaria al plano octaédrico):
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D/(D E
|04]=0Ph={0,,0,,0, }E/( ((0 +0,+0,)=-/30,H
3 50 (8.15)
%/(g 0
04=-3a,, g
p——
Goct _om - 3 (816)

donde se ha tenido en cuenta la definicion (8.9) de la tensién media G, .

La distancia ‘E‘ puede calcularse resolviendo el triangulo rectangulo O4AP de

la Figura 8-5:
APZ=OP2—OAZ=012+022+032—;(01+02+03)2 (8.17)

Mediante algunas operaciones algebraicas esta distancia puede expresarse en
funcién del segundo invariante, J;, del tensor de tensiones desviador de la
ecuacion (8.14) como:

‘Za‘z =2J,'0 ‘Z":ﬁ(J;)l/zgm T =\F [J;]I/Z
APi=-31,, . -

Expresiones alternativas de T
(8.14) son:

(8.18)

o €0 funcién del valor de J, en la ecuacion

(8.19)

Observacion 8-5
* Siel estado tensional O es puramente esférico :
c=0,=0,1 «0'=0-0,,=0 ~J,=0~ |7,,=0
(un estado esférico queda caracterizado por T,, =0 y, por tanto,
pertenece al eje de tension hidrostatica, ver Figura 8-5).
* Sielestado tensional O es puramente desviador :

0=0 = 0, =Tr(0)=Tr(6") =0 =

(un estado desviador queda caracterizado por 0,, =0 y pertenece al

plano octaédrico que pasa por el origen).
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Observacion 8-6

Un punto P del espacio de tensiones principales queda unfvocamente
caracterizado por los tres invariantes 1, =J,,J5,J; (ver Figura 8-):

— I, (a través de ©

1 . . . .
vt == 1) caracteriza la distancia al origen
3

(=3 0,,) del plano octaédrico I sobre el que esta el punto
(sittia al punto P sobre un cierto plano octaédrico).

— J, caracteriza la distancia del punto al eje de tensién hidrostatica
(sitta al punto P sobre un circulo del plano octaédrico con centro
. P : st : 1/2
en el eje de tension hidrosttica y radio +/3 T,,, =-/2 [J ;] .

— J; caracteriza la posicién del punto dentro del circulo definiendo

el angulo 6(J}).

=1,/3

Figura 8-6

Observacion 8-7

La Figura 8-7 muestra la proyeccion del espacio de tensiones
principales sobre el plano octaédrico . En dicha proyeccion puede
observarse la division del espacio de tensiones principales en seis
sectores, caracterizados por las seis posibles ordenaciones distintas de
dichas tensiones y separados por las proyecciones de los planos
bisectores 0, =0,, 0,=0, y 0, =0,. La elecciéon del criterio
0, 20, 20, reduce automaticamente el dominio de trabajo factible
al sector sombreado en la figura y la interseccion de cualquier
superficie, del tipo f(0,,0,,0;) =0, con el plano I se reduce a una
curva en dicho sector. Sin embargo, resulta automatico extender dicha
curva a los demas sectores (es decir, dibujar la curva que se obtendrfa
con la misma funcién f(0,,0,,0;)=0, pero considerando las

distintas ordenaciones de las tensiones principales) sin mas que
aprovechar las condiciones de simetria respecto a los planos
bisectores. La curva resultante, por lo tanto, presentara tres ejes de
simetria respecto a cada uno de los ejes de la Figura 8-7.
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NOTA

El modelo de friccién
de Coulomb también
recibe el nombre de
modelo de friccion seca.

Figura 8-7 — Proyeccion sobre el plano octaédrico

8.4 Modelos reolégicos de friccion

Los mwdelos reoldgicos son idealizaciones de modelos mecanicos, construidos
como combinacion de elementos simples, cuyo comportamiento es facilmente
intuible, y que permiten percibir comportamientos mecanicos mas complejos.
Se utilizaran aqui modelos reolégicos de friccion para introducir el concepto de
deformacién irrecuperable o permanente y sus consecuencias como paso
previo al analisis de los modelos elastoplasticos.

8.4.1 Elemento elastico (elemento muelle)

El modelo reolégico elastico viene definido por un muelle de constante E (ver
Figura 8-8). El modelo establece que existe proporcionalidad entre la tension y
la deformacién, tanto en carga como en descarga, siendo la constante E, el
factor de proporcionalidad (ver Figura 8-8).

F -0
0o ¢

0

Figura 8-8 — Relacion tension-deformacion para un modelo elastico

8.4.2 Elemento de friccion

Consideremos un bloque situado sobre una superficie rugosa (ver Figura 8-9),
y sometido a una fuerza de compresion N y a una fuerza horizontal
F (positiva, hacia la derecha, y negativa hacia la izquierda). Sea & el
desplazamiento horizontal del bloque. El modelo de friccion de Coulomb
establece que el médulo de la reaccién R ejercida por la superficie de contacto
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sobre el bloque no puede exceder de un cierto valor limite F, =g N , donde
W=0 es el coeficiente de rozamiento entre el bloque y la superficie. En
consecuencia, mientras el médulo de la fuerza F' sea menor que dicho valor
limite, el bloque no se mueve. Una vez alcanzado el valor limite F, =uN, el

bloque empieza a desplazarse en un estado de cuasi-equilibrio (sin producir
aceleraciones) y, si se desea permanecer en régimen cuasi-estatico, dicho valor
limite no puede excederse. Estos conceptos pueden expresarse
matematicamente como:

‘F ‘ <PUN < 0=0 (Nohay movimiento)

‘F ‘ =N < 0#0 (Haymovimiento) (8.20)
‘F ‘ >uN (Imposible)
F A
N
0
- F,=uN
F
— >
5
i —F

44— R

Figura 8-9 — Ley de friccion de Coulomb

El comportamiento del modelo de friccion de Coulomb, en términos de la
relacion fuerza-desplazamiento F —9, esta representado graficamente en la
Figura 8-9, tanto para valores positivos de la fuerza F (movimiento hacia la
derecha) como para valores negativos (movimiento hacia la izquierda).

Por analogfa con el modelo mecanico de friccion, podemos definir el modelo
reolégico de friccion de la Figura 8-10 donde 0 es la tension (analoga a la
fuerza F en el modelo de Coulomb) que actia sobre el dispositivo y € la
deformacién que experimenta (analoga al desplazamiento d). Dicho modelo
reolégico dispone de un dispositivo friccional caracterizado por un valor limite
0, (que juega el papel de UN en el modelo de Coulomb) cuyo valor no puede
ser excedido.
0 <0, - Ae=0

o
% B ;q . » O ol=0, -~ Ae#0
% - ) ‘0‘ >0, - imposible
Ae

Figura 8-10 — Modelo reolégico de friccion

En la Figura 8-11 se presenta la curva tension-deformaciéon correspondiente a
dicho modelo reolégico para un ciclo carga-descarga-recarga en el mismo, que
puede ser descompuesta en los siguientes tramos:

— Tramo |0-1: Ia tensién 0 aumenta (a traccién) hasta alcanzar el valor
umbral 0=0,. No se produce deformacion.
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Tramo : Una vez alcanzado el umbral 0=0,, la tensién no puede

aumentar, aunque si mantenerse constante, con lo que el elemento de
friccion fluye produciéndose una deformaciéon € que crece indefinidamente
mientras se sostenga la tensién (proceso de carga).

Tramo : En el punto se invierte la tendencia de la tensiéon que
empieza a disminuir (A0<O0) vy se inicia la descarga (0<0,).
Automaticamente deja de producirse deformaciéon Ae=0. Esta situacion
se puede prolongar hasta que la tensién se anula (G=0) en el punto 3]
Obsérvese que si el proceso se detiene aqui, nos encontraremos con que se
ha recuperado el estado de tensién inicial pero no el estado de
deformacion, apareciendo una deformacion residnal o permanente (€#0) que
pone en evidencia que, para este modelo, la trayectoria en la curva tension-
deformacién no es la misma en régimen de carga que en régimen de
descarga y (desde el punto de vista termodinamico) el caracter irreversible
del proceso de deformacion.

Tramo : Mas alla del punto 3| el signo de la tension se invierte y pasa

a ser de compresién. Sin embargo, puesto que |0/<0,, no se producen

e

cambios en la deformacion (Ag =0).

Tramo [4=5 En el punto se cumple el criterio |0 =0, y el modelo

empieza nuevamente a entrar en carga y a flurr a tension constante
0=-0,, produciendo deformaciéon negativa Ae<O0, la cual reduce
progresivamente la deformacion

acumulada. Finalmente, en el oAl
punto se ha recuperado el
estado de deformacién inicial, O, p—>—> >
pero no el de tension. Mas alla \
de dicho punto se podria \
proceder a una descarga, con la |Q| ]i‘
consiguiente disminuciéon de la €
tensién hasta cerrar el ciclo en \
el punto @ O proseguir en -o Jﬂ
régimen de carga generando, <
ahora, deformaciéon permanente

negativa.

Figura 8-11 — Curva tension-
deformacién en un ciclo de
carga-descarga-recarga

8.4.3 Modelo elastico-friccional

Los elementos reolégicos basicos, elastico y friccional pueden combinarse para
producir un modelo mas complejo, que denominaremos #odelo elistico-friccional,
mediante la disposicion en serie de un elemento elastico, de parametro £ , y de
un elemento de friccion, de parametro 0, que denominaremos /wite eldstico, tal
como se muestra en la Figura 8-12. Sea 0 la tensiéon que actia en el modelo y
€ la deformacién total del mismo. Al estar colocados los dos elementos
basicos en serie, se verificard que la tension que acttia sobre cada uno de ellos
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es la misma. Por otro lado, podemos descomponer la deformacién total como
la suma de la deformacién experimentada por el elemento elastico (€°) mas la

deformacion experimentada por el dispositivo friccional (Sf ), v lo mismo
podra hacerse a nivel incremental:

o=0‘=0’
s=86+sf=2+8fg .
- E Descomp051 cion
o]
<] o .. (8.21)
E []— aditiva de
E la deformacion
N =NAg¢ + Ae” n

Elemento de friccion

£ /\ Elemento elastico
\\/\ O_e
W <

7 iz

g/ €°

€
-———————————— P

Figura 8-12 — Elemento elastico-friccional

Teniendo en cuenta el comportamiento tension-deformacioén de cada uno de
los elementos basicos que componen el modelo reolégico, para el modelo
combinado se tendra:

LAe = Ae€
00 .
Ao = EAe

El elemento de fricciéon no se deforma para tensiones ‘0‘ <a,, por lo que

e |oi<o, 0 Ae/ =00 Ae=A¢

toda la deformacion serd absorbida por el elemento eldstico.

« |loj=0,/0 A/ 200 e=%4+¢/ 0 %°|=Ue ,
E EA8=A8 OAe=00 Aog=0

Todo incremento de la deformacién es absorbido por el elemento de
fricciébn con un incremento de tension nulo.

+ la>o,

Es incompatible con las caracteristicas del elemento de friccion.
En la Figura 8-13 se presenta la curva tensién-deformacion para un ciclo carga-

descarga-recarga con el modelo elastico-friccional, que puede ser
descompuesto en los siguientes tramos:

= Tramo : ‘0‘ <o,0 Ae/ =00 Ae=Ae® — Esun tramo de carga eldstica.

Al final del mismo, en el punto |1, se tiene €=¢€° = %. El valor final o, al

final de este tramo elastico justifica su denominacién como /mite eldstico.
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O Lo
= Tramo : ‘0‘=Ge 0 As’ 200 %'_ E TE — Es un tramo de carga

He=Ae’ >0
friccional en el que no se genera deformacion en el elemento elastico (7o se
genera deformacion eldstica) y todo el incremento de deformacion es absorbido
por el elemento friccional.

— Tramo [2-3} lo<o, O A/ =00 Ae=Ae® —~ Es un tramo de descarga

eldstica. Al final del mismo, en el punto 3| se recobra el estado inicial de
tension nula (0=0). En consecuencia, en dicho punto la deformacion

L Y ., . .
clastica es €° = = =0 y por tanto la deformacién residual o irrecuperable es

g=¢/ #20; es decir, la deformacion generada en el elemento de friccién
durante el tramo de carga friccional no se recupera ante una eventual
relajacion a cero de la tensién. Este hecho permite calificar a /a componente

friccional de la deformacion e’ como una deformacion irrecuperable o irreversible.

= Tramo : ‘0‘<Ge O As/ =00 Ae=Ae® ~ Es un tramo de recarga

eldstica similar al pero con tension de compresion (0<0). Durante el
mismo no se modifica la componente friccional de la deformacion y el

o
valor final, en el punto |4} de la deformacién elastica es €° =— Ef .
b=-Tcygs
= Tramo : ‘0‘ =o,0 A/ 200 E — Es un tramo de recarga

He=Ae/ <0
friccional durante el cual se genera deformaciéon friccional negativa
(Ae’ <0), por lo que §1 valor o,
total de la deformacion de
friccion va diminuyendo hasta
anularse en el punto

(caracterizado por €=g°=-—%

y €/ =0). Una eventual descarga

elastica en dicho punto
determina la vuelta al estado

inicial 0],

Figura 8-13 Curva tension-deformacion
de un modelo elastico-friccional

8.4.4 Modelo de friccion con endurecimiento

Consideremos el modelo reolégico de la Figura 8-14 compuesto por un
elemento elastico (caracterizado por un parametro H', que denominaremos
mddnlo de endurecimiento) y un elemento de friccion (caracterizado por el /imite
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eldstico 0,) dispuestos en paralelo. La disposicién en paralelo motiva que ambos

elementos reolégicos compartan la deformacion, mientras que la tension total
en el modelo sera igual a la suma de la tension sobre el elemento de friccion

(0') mis la tensién que pasa por el elemento elastico (07):

B=og® +g®?
glﬁo =Ac® +Ac®? (8.22)
ge=g’ =g/
06
v g
A o
o o
- ———
H’ e
€

Figura 8-14 — Modelo de fricciéon con endurecimiento

Analizando por separado el comportamiento de cada elemento se tiene:

a) Elemento de friccion:

‘0(”‘ <o, D/ =Ae=0

‘0(”‘ =0, DA/ =Aez0 (8.23)

‘0(1)‘ >0, imposible

b)  Elemento eldstico:

b® =He =H'e
O ., (8.24)
FNo® = H'Ne® = H' Ae
¢) Combinando las ecuaciones (8.23) y (8.24) se llega a:
O e @ (=] 1
‘0 ‘ lo-0® |=|o-H| (8.25)

H'e

De acuerdo con las ecuaciones (8.23) y (8.24) pueden establecerse las siguientes
situaciones para el modelo reolégico:

S = - = M
+ lo¥<o, < [[o-He <00 7 TECY hivie
Mo? =H'Ae* =H'De=0 [De=0

Toda la tensién pasa por el dispositivo friccional y la deformacion es nula.

Ol=g
. ‘0“)‘=0 = |o-He|=0, O ‘ 0 Ac® =Ao=H |
¢ (2>‘:|0_0(1>|

Todo incremento de tensién es absorbido en su totalidad por el elemento
elastico.
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En la Figura 8-15 se presenta la curva tensiéon-deformaciéon para un ciclo
carga-descarga-recarga con el modelo propuesto y descompuesta en los
siguientes tramos:

ho® =ENe=0
o =Ao

caracterizado porque toda la tensiéon es absorbida por el elemento de
friccion. Al final del mismo, en el punto |1, se tiene €=0 y 0=0,. El

- Tramo |0-1} ‘G(l)‘<GeDA£=OD Es un tramo

tramo puede caracterizarse por la condicién ‘ o-H '8‘ <a,|

— 2
= Tramo : ‘0(1)‘ =0, 0 Sj_ce +a®
Mo=Ac"? =H'Ae
que todo el incremento de tension es absorbido por el elemento elastico.
Globalmente el modelo aumenta su capacidad de resistir la tension (y se
dice que el modelo endurece) proporcionalmente al aumento de

deformacion, siendo el factor de proporcionalidad el wddulo de endurecimiento

— Es un tramo de carga en el

H'. El tramo puede caracterizarse por la condicion ‘ o-H '8‘ =0,

(o =Ao
— Tramo [2-3} ‘0“)‘ <o,0 Ae=00 EAo(z) S0 Es un tramo en el que
la tensién en el elemento friccional disminuye, con un incremento de
deformacién nulo y manteniéndose constante la tensiéon en el elemento
elastico. Este estado puede proseguir hasta invertirse totalmente la tension

en el elemento friccional. Asi, en el punto |3 se tiene O ' =-g*. El tramo

puede caracterizarse por la condicién || 0~ H'e| <0,

——g +g?®
- Tramo 3-4: 0" =0,0 Sj o 20
g Ao =Ac® = H'Ae

respecto al tramo con el elemento elastico disminuyendo la tension

— La situacion es simétrica

que soporta, hasta anularse en el punto donde o = -0,y 0? =0.El

tramo puede caracterizarse por la condicién ‘0 -H '8‘ =0,. Mas alla de

este punto puede relajarse la tension en el elemento de friccion hasta llegar

al estado original @
—
' oe
% |o-H'e|<o,

Figura 8-15 — Curva tension-deformacion de un modelo de friccion
con endurecimiento

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



8 Plasticidad 249

8.4.5 Modelo elastico — friccional con endurecimiento

Combinando ahora un elemento elastico, de modulo elastico E |, en serie con
el modelo friccional, con endurecimiento H' y limite elastico 0,, del apartado

8.4.4, se llega al modelo elastico— fricciéon con endurecimiento de la Figura
8-16.

06
- BEEE O
] >
% . o
Wil
- g/ P -
- Lt | Ll
€
\’4 |

Figura 8-16 — Modelo elastico-friccional con endurecimiento.

De las ecuaciones de equilibrio de tensiones y de compatibilidad de
deformaciones en el modelo, (ver Figura 8-106), tendremos:

e s Descomposicion
[E=¢° +¢

EA A Ael — aditiva dela
£=Ae’ +Ae

deformacion (8.26)
[(b=0°=0’

D e f
Ao =Ac° = Ao

donde 0° y @/ representan, respectivamente, las tensiones soportadas por el
elemento elastico y el modelo de fricciéon con endurecimiento. Combinando
ahora el comportamiento de un elemento elastico (ver Figura 8-8) con el del
modelo de fricciéon con endurecimiento de la Figura 8-14, se tiene para el
modelo reolégico propuesto:

 Jomte <00 B% 20 0lso=ras
€ =AE

El elemento de friccion con endurecimiento no se deforma y el
incremento de deformaciéon A€ es absorbido en su totalidad por el
elemento elastico. Se tiene un caso que denominaremos proceso eldstico.

. ‘O’—H'Ef‘=06

o>0; Ac>0

—-Ag/ = HH'Ae/
) loo>0-§ hiniyibuts
Hr<0; Ao <0 ho=Ao" =E fe
—rd
0 As:Ase+Asf=2A0+;,A0=EEHI:[ Ao [ %ﬁesz "
@E E+H

El incremento de deformacioén es absorbido por los dos elementos del
modelo (el friccional-endurecible y el elastico). La relaciéon entre el
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by

incremento de tensiéon A0 y el incremento de deformacion A€ viene

dada por el mddulo de deformacion eldstico-friccional E 7 Se trata de un caso
que denominaremos proceso de carga ineldstica.

o>0; Ao<0
cdo<0/- H o 0 8¢’ =00 Ae=Ae* 0 [AG=E ]
Rr<0; Ao<0

Todo el incremento de deformaciéon Ae es absorbido por el elemento
elastico. Se trata de un caso que denominaremos proceso de descarga
eldstica.

En la Figura 8-17 se presenta la curva tension deformacioén en la que pueden
distinguirse los siguientes tramos:

= Tramos y 23} ‘G—H'ef ‘ <o, O . Corresponden a

procesos eldsticos.

-He,|=
- Tramos y[3-4} %0 4 ‘ 9 0 Ao=E “Ae| Corresponden a

FAc>0

procesos de carga ineldstica.

O-He,|=0
= Punto : % 4 ‘ ‘0O . Corresponde a un proceso de

FAc<0

descarga eldstica.

Notese que si H'=0, entonces EY =0, y se recupera el modelo elastico-
friccional de la Figura 8-13.

A
© 2]

G |l E ef

e

Carga inelastica ‘ |Q|

4

Figura 8-17 — Curva tension-deformacion de un modelo elastico-friccional con

endurecimiento
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8.5 Comportamiento fenomenolégico elasto-
plastico

Consideremos una barra de acero de longitud ¢ y seccion 4 sometida a una
fuerza de tracciéon F en sus extremos. La tension en la barra sera 0=F/ A4
(ver Figura 8-18) y la deformacién de la misma puede ser estimada como

£ =j, donde & es el alargamiento de la barra. Sometiendo a dicha pieza a

varios ciclos de carga y descarga se obtiene, tipicamente, una respuesta, en

términos de la curva tensiéon-deformaciéon o — €, como la indicada en la Figura
8-19.

/
e
1
o/2 0/2=—¢/
u—wh‘ ww—w 2
< o —» O0=F/A

Figura 8-18 — Ensayo de traccion uniaxial

Analizando el primer ciclo se observa que, mientras la tensiéon no supera el
valor 0, (denominado /wite elistico) en el punto 1, el comportamiento es

elastico lineal caracterizado por el moédulo elastico E (0=FEg) y no existen
deformaciones irrecuperables (durante una eventual descarga se recupera la
deformacion producida durante la carga).

2" descarga

:

1% descareoa
oA 8

my

[ »!

- >

Figura 8-19 — Ciclos carga-descarga-recarga

Para tensiones superiores a 0,, el comportamiento deja de ser elastico y parte

de la deformacién no se recupera ante una eventual reduccién a cero de la
tension (punto , apareciendo una deformaciéon remanente denominada

deformacion plistica €. Sin embargo, durante la rama de descarga el
comportamiento vuelve a ser, al menos de forma aproximada,
incrementalmente elastico (Ao=FEAg). Lo mismo ocurre en la posterior
recarga , produciéndose un comportamiento incrementalmente elastico,
hasta que la tensiéon alcanza, en el punto 2, el maximo valor que habfa
alcanzado durante el proceso de carga. A partir de este punto el
comportamiento deja de nuevo de ser incrementalmente elastico (como si el
material recordase la maxima tension a la cual habia estado sometido

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



252

8 Plasticidad

NOTA

Este procedimiento se
conoce como
estiramiento en frio y tiene
como fin obtener un
limite elastico aparente
del material superior al
del material virgen

O'f >O'e.

previamente). Un siguiente ciclo carga-descarga-recarga |2-4-5-4| pone de
nuevo de manifiesto que durante el tramo se ha generado mas

deformacion plastica, que aparece en forma de deformacién permanente en el

punto , y también mas deformacion eldstica €°, entendida como aquella parte de
la deformacién que sf se recupera durante el tramo de descarga |4 - 5/.

8.5.1 Efecto Bauschinger

Consideremos una probeta de un material virgen (que no ha sufrido
previamente estados de deformacién inelasticos) sometida a un ensayo de
traccion uniaxial y otra probeta del mismo material virgen sometida a un ensayo
de compresion uniaxial. Para ciertos materiales (denominados isorresistentes) las
respuestas que se obtienen en ambos ensayos, en términos de la curva tension-
deformacién 0—¢€ de la Figura 8-20, son simétricas respecto al origen. Es
decir, que en el ensayo a traccion la respuesta es elastica hasta un valor de
0 =0, (limite elistico a traccion) y en el ensayo a compresion la respuesta es
también elastica hasta un valor de G =—0, (Zmite elistico a compresion), siendo el
resto de ambas curvas (para un supuesto régimen de carga monotono) también
simétricas. Diremos en este caso que la curva tension-deformacion del material
virgen es simétrica a traccion y compresion.

Supongamos ahora que realizamos un ensayo de compresiéon sobre una
probeta que ha estado previamente sometida a una bistoria de deformaciones plasticas,

por ejemplo a un ciclo de carga-descarga a traccién como el |0-1-2-3]en la

Figura 8-19 (estiramiento en frio), y sea 0, >0, la maxima tensioén a la que ha

estado sometido el material durante el proceso de carga. Un hipotético
comportamiento sizétrico llevarfa a que el material tuviera ahora un

comportamiento elastico en el rango de tensiones [— o’/,o0/ ] Sin embargo, en

ciertos casos, el comportamiento elastico a compresion termina mucho antes
(ver Figura 8-20). Este es el efecto conocido como efecto Bauschinger o
endurecimiento  cinemdtico. Obsérvese que la curva tensién-deformaciéon del
modelo elastico-friccional de la Figura 8-17 exhibe éste tipo de endurecimiento.

A Curva del material virgen K
(0)

Oy

/ E Curva del material estirado

y :

y : .
/ e Curva sin efecto Bauschinger
-0 /
,,,,,,,,,, el _/
/
//
Oy
e

_— Figura 8-20 — Efecto Bauschinger
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NOTA

Hasta cierto punto,
dichos modelos pueden
inspirarse, aunque con
ciertas limitaciones, en
modelos reolégicos del
tipico elastico-friccional
como los presentados
en el apartado 8.4 .

Observacion 8-8

A la vista del comportamiento fenomenoldgico observado en la
Figura 8-19 y en la Figura 8-20, el comportamiento elastoplastico se
caracteriza por los siguientes hechos:

1) A diferencia del caso elastico, no existe unicidad en la relacion
tension-deformacion. Un mismo valor de la deformacion puede
corresponder a infinitos valores de la tension y viceversa. El valor
de la tension depende, ademas de la deformacion, de la historia
de carga.

2) No hay una relacion lineal entre la tension y la deformacion. A lo
sumo esta linealidad puede ser incremental en ciertos tramos del
proceso de deformacion.

3) Se producen deformaciones irrecuperables o irreversibles en un
ciclo carga-descarga.

8.6 Teoria incremental de la plasticidad en
una dimension

El comportamiento elastoplastico analizado en al apartado 8.5 puede ser
modelado utilizando modelos matematicos de cierta complejidad. Una de las
aproximaciones mas populares la
constituye la  denominada  Teoria
Incremental de la Plasticidad. Para el o |
caso de una dimensioén se pretende, en
esencia, aproximar un comportamiento o
tension-deformacion como el de la
Figura 8-19 mediante aproximaciones a

trozos mediante ramas eldsticas e
inelasticas como las de la Figura 8-21.

La generalizacion a varias dimensiones ;
requiere la introducciéon de conceptos

mas abstractos.

Rama elastoplastica

Rama elastica

Figura 8-21 — Curva uniaxial tension-
deformacién para un modelo
elastoplastico

8.6.1 Descomposicion aditiva de la deformacion. Variable de
endurecimiento

Se descompone la deformacion total € en la suma de una deformacion elastica
€ (o deformacién recuperable), que se rige por la ley de Hooke, y una

deformacioén plastica €” (o deformacion irrecuperable):
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— ce p — Jo€ p
Descomposicion aditiva %: —E te Eie =de” +de
iy - O,_c 00, do (8.27)
de la deformacion ge == gjge =2
E E

NOTA

Se utiliza aqui la
funcion signo definida
mediante:

x20 < sign(x)=+I1

x<0 = sign(x)=-1

donde E es el médulo elastico. Se define ademas la variable de endurecimiento

0(0,&” ) mediante la ecuacion de evolucion:

E:la = sign(0) de”
Variable de endurecimiento 0 —  [Ha >0 (8.28)

Bl‘u’:o =0

Obsetrvacion 8-9

Notese que la variable de endurecimiento O es siempre positiva, de
acuerdo con su definicién en la ecuaciéon (8.28) y que, tomando

modulos en la expresion do = sign(0) de?, se llega a:

da =|da| =|sign(c)|de? |0 |da = de”|
=1

Luego, para un proceso monoétono creciente de la deformacion
plastica ambas variables coinciden:

de? 200 azf‘de”‘zﬁpde” =g’

Sin embargo, si el proceso no es monétono creciente la deformacion
plastica puede disminuir y su valor ya no coincide con el de la variable
de endurecimiento O .

8.6.2 Dominio elastico. Funcién de fluencia. Superficie de

fluencia

Se define como dominio eldstico en el espacio de tensiones al interior del dominio
encerrado por la supetficie F(0,0)=0:

Dominio elastico — K, = {0 UR | F(G,O() < (} (8.29)

donde a la funcién F(0,0):RxR, — R se la denomina funcion de fluencia
Ppldstica.

Se define como dominio eldstico inicial B al dominio elastico correspondiente a

una deformacion plastica nula (¢” =a=0):

Dominio elastico inicial - EQ := {0 UR | F (0,0) < (} (8.30)

Un requerimiento adicional al dominio elastico inicial es que contenga al estado
de tension nula:
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00E2 O F(0,0)<0 (8.31)

y ello se consigue definiendo la funcién de fluencia plastica mediante:

Funcién de fluencia plastica - F(0,a)=|o -0 y (a) (8.32)

donde o, (O()>O es la denominada #zensidn de fluencia. El valor inicial (para
0 =0) de la tensiéon de fluencia es el limite elastico 0, (ver Figura 8-22). A la

funcioén o, (O(): R, - R, sela denomina ly de endurecimiento.

H'= Parimetro de
endurecimiento

\j

hS|

a=eg
Espacio de tensiones
admisibles  _ o)

e

—0,(a)

Figura 8-22. Ley de endurecimiento y espacio de tensiones admisibles

Se define la superficie de fluencia como el contorno del dominio elastico:

Superficie de fluencia — 0E  := {G OR | F(G, O() =|o - O, (O() = (} (8.33)

El dominio elastico E; junto con su contorno OE, determinan el espacio

(dominio) de tensiones admisibles E :

Espacio de[J

tensiones - B, =E, UdE, ={o0R | F(o,a)=d -0, (@)<d| 34
admisibles H

y se postula que todo estado tensional factible (admisible) debe pertenecer al
espacio de tensiones admisibles E;. De acuerdo con las definiciones del

dominio elastico en (8.29), de la superficie de fluencia (8.33) y del espacio de
tensiones admisibles (8.34), puede establecerse lo siguiente:

[0 en el dominio elastico

F(0,0)<0 = |o]<o,(a) = Jo0E, )
(¢

[0 en la superf.de fluencia 8.35

F(o,a)=0 < |o]=0,(0) = onos,) (835
(¢

I

F (0, O() >0 - |0| >0, (a) estado tensional no admisible
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Observacion 8-10 I

Notese en la ecuacion (8.34) la dependencia del espacio de tensiones
admisibles con la wvariable de endurecimiento o. El dominio
admisible evoluciona con la tensién de fluencia 0 (a) de la forma:

B, =|-0,(a), o, (a)] (ver Figura 8-22).

8.6.3 Ecuacion constitutiva

Para caracterizar la respuesta del material se definen las siguientes situaciones:

*  Régimen eldstico:

o0E, O (8.36)

*  Régimen elastopldstico en descarga:

oUoE, O

do=Ede
dF(0,a)< OE (8.37)

*  Régimen elastoplastico en carga plistica:

oU0E, O
dF(O',G)=OE

do=E? de (8.38)

donde E? es el denominado wddulo de deformacion elastoplastico.

Observacion 8-11

La situacion oU0E,; y dF(0,0)>0no puede darse, puesto que si
O000E, O (de la ecuacion (8.33)) F(o,a)=|oj -0, (a)=0.

Siademas dF (o,0)>00

F(o+do,a +da)=F(o,0)+dF(0,0)>0
=0 >0

y, de acuerdo con la ecuacion (8.35) el estado tensional O + do seria
no admisible.

8.6.4 Ley de endurecimiento. Parametro de endurecimiento

La ley de endurecimiento proporciona la evoluciéon de la tensiéon de fluencia
plastica 0 ,(a) con el parimetro de endurecimiento a (ver Figura 8-22).

Aunque dicha ley de endurecimiento puede ser mas general, es frecuente (y
muchas veces suficiente) considerar una ley de endurecimiento /neal/ del tipo:

o,=0,+H'a O |do,(0)=H'da (8.39)

donde H'recibe el nombre de pardmetro de endurecimiento.
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NOTA

Se utiliza aqui la

propiedad:

dx | )
—— =sign(x
dx £

8.6.5 Modulo de deformacion elastoplastico

El valor del médulo de deformacion elastoplastico E? de la ecuacion (8.38)
puede calcularse como sigue. Considerando el régimen elastoplastico en carga
plastica, de la ecuacion (8.38):

oU0E, O F(o,a)=|0/ -0, (O():OED

dF(0,0)=0 0 (8.40)

dol-do,(a)=00 sign(c)do-H'doa=0

donde se ha tenido en cuenta la ecuacién (8.39). Considerando ahora la
ecuacion (8.28) (da = sign(0)de”) y substituyendo en la ecuacion (8.40):

e (8.41)

1

sign(0)do — H' sign(o)de” =00 de? =

Considerando ahora la descomposicion aditiva de la deformacion (8.27) y la
ecuacion (8.41):

ad
de=ds® +de? 1

s eldo o demtaos L go=) o e
E c E H  H H
1 0
e’ =p7do g (8.42)
= F%P
1 Bdo E? dg
do= deld |0 H'
1,1 EEep =E
E H E+H

8.6.6 Curva tension-deformacioén uniaxial

Con la ecuacién constitutiva definida por las ecuaciones (8.36) a (8.38),
podemos obtener la correspondiente curva tension-deformacion para un
proceso uniaxial de carga-descarga-recarga (ver Figura 8-22) en el que
podemos observar los siguientes tramos:

— Tramo [0-1 |0|<Ge O ocUE, O Régmen elistico. De acuerdo con la
ecuacion (8.36), do=Ede y el comportamiento es elastico-lineal

definiendo una rama elastica del diagrama tensién-deformacion.

F(o,a)=lo]—-0,(a)=00 oO0E
= Tramo m: (©,a) | | 7@ ¢ ED Régimen elastoplastico
dF(0,0)=0 5

en carga plastica. De acuerdo con la ecuacion (8.38), do=E% de definiendo
una rama elastoplastica.

— Tramo 2-3-2: F(o,0)= |O‘| —0,(0)<00 oUE, O Régimen elistico.
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elastico-lineal definiendo una rama elastica.

oA 0 F(o,0)=0

E ep O-f (ai \/ .
“““““““““““““““““““““““ H

f
F(o,0)<0
f

=
[w]
N
N
Yo
=
A[—» —»r

-0

e

—0,(0)

teorfa incremental de la plasticidad

Figura 8-23 — Diagrama tension-deformacién uniaxial correspondiente a la

Obsetrvacion 8-12

En el punto |2] de la Figura 8-23 pueden diferenciarse los siguientes
dos procesos:

3 (0,0) =|o] -0, (o) =00 000,
F(o,0)<00

rama .

3 (0,0) =|o] -0, (o) =00 000,
F(0,0)=0

— Descarga elastica por la

— Carga plastica por la rama

2-4|

Observacion 8-13

Notese que solo se genera deformacion plastica durante el proceso de
carga plastica sobre la rama elastoplastica (ver Figura 8-24).
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o 4 Rama elastoplastica (ﬁ

P
O, [ E
E '
1 Rama elastica
e’ € €
-

Figura 8-24. Generacion de deformacion plastica en la rama elastoplastica

Observacion 8-14

Notese la similitud del diagrama tensiéon deformacion de la Figura
8-23 con el obtenido con el modelo reolégico elastico-friccional con
endurecimiento en el apartado 8.4.5 (Figura 8-17). La deformacion de

friccién €/ en dicho modelo es equivalente a la deformacion plastica

€” enla teorfa incremental de la plasticidad.

NOTA Observacion 8-15
El caso de plasticidad 3 . .
con ablandamiento por El parametro de endurecimiento H' juega un papel fundamental en
deformacion presenta la definicion de la pendiente E¥ de la rama elastoplastica. De

una problematica
especifica, respecto a la
unicidad de la solucion

acuerdo con la ecuacion (8.42):

del problema E? = H'
elastoplastico, que E+H'
queda fuera del alcance

de este texto.

y, en funciéon del valor de H', pueden definirse las siguientes
situaciones (ver Figura 8-25):

H'>00 E? >0 - Plasticidad con endurecimiento por deformacion. E1 caso
limite H'=c0 0 E? =E recobra el comportamiento elastico lineal.

H'=00 E? =0 - Plasticidad perfecta.

H'<00 E? <0 - Plasticidad con ablandamiento por deformacion. El
caso limite se encuentraen H'=—E [0 E¥ = -0,

€ g € >
Figura 8-25

© Els autors, 2002; © Edicions UPC, 2002



260

8 Plasticidad

8.7 Plasticidad en tres dimensiones

La teorfa incremental de la plasticidad, planteada en una dimensién en el
apartado 8.6 , puede generalizarse al caso de un estado tensional multiaxial (tres
dimensiones) utilizando los mismos ingredientes, es decir:

1. Descomposicion aditiva de la deformacion:

Descomposicion aditiva EE=¢‘+€” _ Hle=de’ +de’
P ., - ~ 0 B (8.43)
de la deformacion @e =C":0o e°=C":do

donde C! es ahora el tensor de propiedades elasticas definido en el capitulo 6.

2. Variable de endurecimiento O y regla de flujo (ecuaciones de evolucion):

or - 96(@.0)
Regla de flujo - [J - 90 (8.44)
Hla=A a0[0,»)

donde A recibe el nombre de multiplicador plistico y G(O,Q) el de funcion de
potencial pldstico.

3. Funcion de fluencia. Dominio eldstico y superficie de fluencia.

Funcion de fluencia F(o,0)=@o) - o, (a)
plastica (@)=0, + H'a (ley de endurecimiento)
Dominio elastico -~ B, ={o| F(o,0)<0
Dominio eléstico inicial -~ B ={o | F(0,0)<¢ (8.45)

Superficie de fluencia - 0E, :={0 | F(0,a)=0}

E i0 de tensi =
spécllo ¢ tensiones [ . Eo =Eo Uan :{o‘ | F(O',G)Sq
admisibles O

donde @0) =0 recibe el nombre de zensidn uniaxial equivalente, G, es el limite
elastico obtenido en un ensayo uniaxial del material (una propiedad del mismo)
y 0,(a) es la tension de fluencia. El parametro de endurecimiento H' juega el

mismo papel que en el caso uniaxial y determina la expansién o contraccion del

dominio elastico [E,, en el espacio de tensiones, a medida que crece a. En

consecuencia:

* H'>00 Expansiénde E cona - Plasticidad con endurecimiento

* H' <00 Contraccionde Egcona - Plasticidad con ablandamiento (8.46)

* H' =00 Dominio elastico constante (E4 = Eg) - Plasticidad perfecta
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4. Condiciones de carga-descarga (condiciones de Kuhn-Tucker) y de consistencia:

Condicione s de [
O0-A20 ; F(o,0)<0 ; AF(0,0)=0
carga - descarga[]

Condicién deJ
] . O-F(o,0)=00 AF(o,0)=0
consistencia []

(8.47)

Las condiciones de carga-descarga y de consistencia son un ingrediente
adicional, respecto al caso unidimensional, que permiten obtener, tras alguna
manipulacién algebraica adicional, el multiplicador plastico A en la ecuacién
(8.44).

8.7.1 Ecuacion constitutiva

De forma similar al caso uniaxial, la ecuacién constitutiva distingue entre las
siguientes situaciones:

*  Régimen eldstico:
00E, [ (8.48)

*  Régimen elastopldstico en descarga:

oUOE, 0
dF(o,a)<0E

(8.49)

*  Régimen elastoplastico en carga plistica:

cOoE, O

O |do=C? :de
dF(o,a) = OE (8.50)
donde C%es el denominado fensor constitutivo elastopldstico que, tras algunas
operaciones algebraicas teniendo en cuenta las ecuaciones (8.43) a (8.47), se
escribe:

E C:a—GDa—F:C
[C7(0,0) =C-—98 99
H+—:C:—

Jdo Jo

8.51
0G OF N

ijpq ao_pq ao_rs rskl
o oF C oG

ac,, " do,

i,j,k,0,p,q,r,s 0{1,2,3}

p - _
ik~ Cijkl

Ell:ll:l%l:ll:ll:ll:ll:ll:l

8.8 Superficies de fluencia. Criterios de fallo

Un ingrediente fundamental de la teoria de la plasticidad es la existencia de un

dominio elastico inicial B (ver Figura 8-26) que puede escribirse de la forma:
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NOTA

El hecho de que la
superficie de fluencia,
entendida como un
ingrediente adicional de
la ecuacién constitutiva,
sea independiente del
sistema de referencia,
caracteriza un
comportamiento
elastoplastico isotrépo.

Ey ={o| F(o)=@0)-0,<¢} (8.52)

y que determina un dominio en el espacio de tensiones delimitado por la

superficie de fluencia inicial OEg:
0E):={o | F(o)=@o0)-0, =0 (8.53)

A O3

0By ={o| @o)=0}

~{o| qo)<a}

0,

Figura 8-26

Puesto que el dominio elastico inicial contiene el origen del espacio de
tensiones (0 =0), todo proceso de carga en cualquier punto del medio incluira

un régimen elastico (mientras la trayectoria de tensiones permanezca en el

interior de E°

o> ver Figura 8-20) que terminard en el instante en que dicha

trayectoria alcance la superficie de fluencia OE). La superficie de fluencia
inicial ejerce entonces un papel indicador del instante de fz//o (entendido como
fin del comportamiento elastico) independientemente del posible
comportamiento post-fallo (comportamiento plastico) que se inicie mas alla de
dicho instante. De ahi la importancia de la superficie de fluencia inicial y el
interés de formular las ecuaciones matematicas que la determinan de forma
adecuada para los distintos materiales de interés en la ingenieria.

Con el fin de hacer la superficie de fluencia independiente del sistema de
referencia (material isétropo), aunque se formule en el espacio de tensiones
principales, su ecuacion matematica suele plantearse en funcién de los
invariantes tensionales:

F(@)=F(,, J), J}) (8.54)

y, puesto que se adopta el criterio 0, 20, 20, su definiciéon sélo afectara al
primer sector del espacio de tensiones principales, extendiéndose

automaticamente, por las condiciones de simetrfa (ver Observacion 8-7), a los
restantes sectores de la Figura 8-7.

8.8.1 Criterio de von Mises

En el criterio de von Mises se define la superficie de fluencia mediante:

Criterio de Von Mises — F(@) =6(0) -0, =4/3J, -0, =0 (8.55)
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donde 0(0)=/3J, es la tensiin efectiva (ver Observacién (8.3)). Una expresion

alternativa se obtiene considerando las ecuaciones (8.18) y (8.19) y
substituyéndolas en la ecuacién (8.55), obteniéndose:

+(o, -0, =0, =0 (8.56)

La representacion grafica de la superficie de fluencia de von Mises puede verse
en la Figura 8-27.

Visién dej
Joservadaye
03 R= 2

Figura 8-27 — Ciriterio de von Mises

Observacion 8-16 I

La ecuaciéon (8.55) pone de manifiesto la tnica dependencia de la
superficie de fluencia de von Mises del segundo invariante del tensor
de tensiones J). En consecuencia, todo los puntos de la supetficie
vendran caractetizados por un mismo valor de J5, lo que define un
cilindro cuyo eje es el eje de tension hidrostatica.

Observacion 8-17 I

El criterio de von Mises es adecuado como criterio de fallo o de
rotura en metales, en los que, tipicamente, estados de tension
hidrostatica (tanto de traccion como de compresion) tienen un
comportamiento elastico y la rotura se produce debido a la presencia
de componentes desviadoras de la tension.
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Ejemplo 8-2 — Obtener la expresion del criterio de von Mises para un caso de tension
uniaxial.

Resolucion:
Para un caso de tension uniaxial, caracterizado por el estado tensional:

LI R
@, 0 00
_0 O
g=50 0 07
50 0 0F

resulta ser (ver Ejemplo 8-1) 0 =|0,| y substituyen en la ecuacion (8.55):

F(0)=0(0)-0, =|o,| -0,
y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el
caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2 por la condicion:

‘F(o) <00 |o,| <0,

Ejemplo 8-3 — Obtener la expresion del criterio de von Mises par un estado tensional

tipico de flexion compuesta en vigas.
Q% M
U
—>
X

El estado tensional para un caso de flexion compuesta resulta ser:

Resolucion:

Egax T, 0 g
o, T, OC s
YT 1 1 1 0
OES 0 oc0og,=—0,0 0=0--0,1=0r, --0, 0 O
> C— o3 3 o® 3 O
g0 0 OF 0 |
0 0 -—0,
B 3 *H
S S | 2, 1 o1 5 2 2 1 5 2
J,=—0:0=—[3-0,+—0.+—0_ +1_, +1 —0. +T
2 P 2% X 9 x 9 x xy xy§:3 X xy

G=43J; =40} +31}, O F(0)<00 G6<0, O
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— 2 2
oco -\ ox +3Txy <oe

donde la tensién de comparicién G, =4/07 +317,, que puede entenderse

como un escalar de comparacion frente al limite elastico uniaxial 0,, es

frecuentemente utilizada en las normas de disefio de estructuras metalicas.

8.8.2 Criterio de Tresca o de la maxima tension tangencial

El criterio de Tresca, se conoce también como criterio de la mdxima tension cortante,
y establece que el dominio elastico finaliza, para un cierto punto del medio,
cuando la maxima tensién tangencial actuante en cualquiera de los planos que
pasan por el punto, T alcanza la mitad del limite elastico uniaxial 0, :

max >

0o, -0 o
Tméx ————2=—c (857)
2 2

En la Figura 8-28 se esquematiza la situacion de fallo en términos de circulo de
Mohr en tres dimensiones. En un proceso de carga en el que dicho circulo va
creciendo desde el origen, el comportamiento elastico termina cuando el

circulo de radio T, se hace tangente a la recta T=1,_, =0,/2.
AT

W‘Wxxxxxxx&mﬁ
Zona de plastificacion

|

0,-0, _O
T 1L S =—c
max 2 2

Q¥

o, o, o,

Figura 8-28

Es evidente que, a la vista de la ecuacion (8.57), el criterio de Tresca puede
escribirse como:

Criterio de Tresca — F(0)=(0, —0,)—0, =0 (8.58)

Observacion 8-18

Puede comprobarse que el criterio de Tresca se escribe de forma
univoca como una funcién de J, y J; y que no depende del primer

invariante /,:

Criterio de Tresca — F(0)=(0, —0,)—0, =F(J,,J;)
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En la Figura 8-29 se presenta la correspondiente superficie de fluencia en el
espacio de tensiones principales, que resulta ser un prisma hexaédrico con eje
el eje de tension hidrostatica.

. g . Visién dey
Eje de tension hidrostatica dservada

von Mises

L Tresca

Figura 8-29 — Ciriterio de Tresca

Observacion 8-19 I

Al no depender del primer invariante de tensiones (y por tanto de la
tension 0., , ver ecuacion (8.10)), la superficie de fluencia del criterio
de Tresca no depende de la distancia del origen al plano octaédrico
que pasa por el punto (ver Observacion 8-4), por lo que si un punto
del espacio de tensiones, caracterizado por sus invariantes
(1,,J,,J3), esta sobtre dicha superficie de fluencia, también lo estaran
todos los puntos del espacio de tensiones con los mismos valores de
(J3,J3) . Esta circunstancia cualifica a la supetficie de fluencia como
una superficie prismatica cuyo eje es el eje de tension hidrostatica. Por
otra parte, la dependencia de los dos invariantes (J5,J3), impide que,

como ocurte con el caso de la superficie de von Mises, se trate de una
superficie cilindrica. En definitiva, las condiciones de simetrfa
establecen que la superficie del criterio de Tresca sea un prisma
hexagonal inscrito en el cilindro de von Mises (ver Figura 8-29).

Ejemplo 8-4 — Obtener la expresion del criterio de Tresca para un caso de tension

uniaxial.
Resolucion:
Para un caso de tension uniaxial, caracterizado por el estado tensional:
o 0,
-« fF g —
o, 0 00
=0 O
o=0 0 0
HO 0 0H
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01: uD _
a) 0,20 o, =0 ED F(o,,0,,0,)=(0, -0,)-0,=0, -0, =|0,|-0O

0,=0 O
b) 0,<0 03=0uED F(o,,0,,0,)=(0, -0;)-0,=-0, -0, =|0,| - O

y el dominio elastico inicial queda caracterizado, de la misma forma que para el
caso de plasticidad unidimensional del apartado 8.6.2, por la condicion:

‘F(o) <00 |o,

Observacion 8-20

El criterio de Tresca se utiliza para modelar el comportamiento de los
metales de forma similar al caso del criterio de von Mises (ver
Observacion 8-17).

8.8.3 Criterio de Mohr-Coulomb

El criterio de Mohr-Coulomb puede considerarse una generalizaciéon del
criterio de Tresca, en el que la maxima tension tangencial resistida depende del
propio estado tensional en el punto (ver Figura 8-30). La linea de fallo, en el
espacio del circulo de Mohr, es una recta caracterizada por la cohesiéon ¢ y el
angulo de rozamiento interno @, considerados propiedades del material:

T=c-0tgQ (8.59)

El fin del comportamiento elastico (fallo) en un proceso de carga creciente, se
produce cuando un primer punto del circulo de Mohr (correspondiente a un
cierto plano) alcanza la mencionada linea de fallo.

AT
¢ - cohesion

‘ay \\\\\\\\ \\N\\ \ @ dneulo de

Z.ona de plastlﬁcaclon rozamiento

\ interno
0-3 0-2 0-1

Figura 8-30 — Ciriterio de Mohr—Coulomb

T=c—-0tgo

Qy

La tensién tangencial en dicho plano, T, serd tanto menor cuanto mayor sea la
tension normal en el mismo O vy, en este caso, resulta evidente que el
comportamiento de este modelo a traccién sera muy distinto del
comportamiento a compresiéon. Tal como se ve en la Figura 8-30, la linea de
fallo corta al eje de las tensiones normales en el lado positivo de las mismas,
limitando de esta manera la capacidad del material de resistir tracciones.
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Para obtener la expresion matematica de la superficie de

fluencia,

consideremos un estado tensional para el cual se produce el inicio de la
plastificaciéon. En este caso, el circulo de Mohr definido por las tensiones
principales mayor y menor, serd tangente a la linea de fallo (ver Figura 8-31) en

el punto 4, verificandose:

0 _ _0,—0,
o. -0 (T4 =Rcosp=———cos@
R=——2 0 [ N 2
2 &y _0,%0; + _
= Rsen@=
o 2 ¢

g, t0; +91709;

sen @

y substituyendo la ecuacién (8.60) en la (8.59), se tiene:

T,=c—o,tge O 1,+0,tgp—c=0 0
o, —0, EU1+03+01—0

U cosq0+E

0
3 senqoBtggo—c=O g

l (01 —03)+(01 +G3)senqo—2ccosq0=0

Criterio de

Mohr - Coulomb - Flo)= (01 ek ) + (01 t0; )sen @—2ccos@p=0

R:01_03
\‘( 2 )
A T=c—-0tgQ

o

Figura 8-31

(8.60)

(8.61)

(8.62)

Observacion 8-21

piramide al origen del espacio de tensiones es d = 3 ccot Q.

los otros seis sectores (ver Observacion 8-7) define seis planos que
constituyen una piramide, de longitud indefinida, cuyo eje es el eje de
presion hidrostatica (ver la Figura 8-32). La distancia del vértice de la

La ecuacién F(0) = (01 —03)+ (01 + 03)senqo—2c cos@=0 (lineal
en 0,,0,) define un plano el espacio de tensiones principales

restringido al sector 0, 20, = 0,. La extension, por simetrizacion, a

Obsetrvacion 8-22
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Vision dey

Figura 8-32 — Criterio de Mohr-Coulomb

Obsetrvacion 8-23

En Mecanica de Suelos, el criterio de signos de las tensiones
normales es el contrario que en Mecamca de Medios Continuos
(0=-0, ver capitulo 4) O o, =-0,y U 0, =-0,, por lo que el
criterio de Mohr-Coulomb de la ecuacion (8.62) se escribe:

F(o)= (a1 —03)—(01 +a3)senqo—2ccosqo

y las correspondientes representaciones graficas se presentan en la

Figura 8-33 y Figura 8-34.

- cohesién
mﬂﬂmm \ ,

- angulo de

AT

.

Zona de plastificacién
rozamiento interno

c T=c+otge

¢
o, o, O, o
Figura 8-33
Visién dey
doservadee

0,

Figura 8-34 — Criterio de Mohr-Coulomb en Mecanica de suelos
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Observacion 8-24

Tras alounas operaciones algebraicas, el critetio de Mohr-Coulomb
g 5
puede escribirse en funcién de los tres invariantes tensionales:

Criterio de

~ F(O)=FU,,J,,J,
Mohr - Coulomb © (£1:2:73)

Observacion 8-25

El criterio de Mohr-Coulomb resulta especialmente adecuado para
materiales friccionales (hormigén, rocas y suelos) caracterizados por
exhibir sustanciales diferencias entre los limites elisticos uniaxiales a
traccion y a compresion.

8.8.4 Criterio de Drucker-Prager

La superficie de fluencia que define el criterio de Drucker-Prager viene dada
por la expresion:

Criterio de C\/2
- F(0)=3a00,, +|J -B=0 8.63
Drucker - Prager ©) " ( 2) g (8.63)
donde:
_ 2sin@ . B= 6¢c cos @ ) _0,%0,+0; =I_1
V3(3 - sing) V3(3 - sing) § 3 3 (8.64)

siendo ¢ y @, la cohesion y angulo de rozamiento interno, respectivamente,
que son considerados propiedades del material. Teniendo en cuenta las

I
expresiones  (8.16) (0, =?1=%) y (8.18) (1,, :\E [/1]"), el criterio

puede escribirse:

F(O‘) Eall + (J; )1/2 - B :3acoct + \/g-[oct - B = ‘7:(11 ’J;’) =0 (865)
Visién dey
dosetvader
@ Drucket-
j Prager
Moht-
Coulomb

\/Eccot(p

g, G,

Figura 8-35 — Ciriterio de Drucker-Prager
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Observacion 8-26

La independencia del tercer invariante, J 3 , establece que si un
determinado punto del espacio de tensiones esta sobre la superficie de
fluencia, todos los demas puntos con el mismo valor de los

invariantes /,,J, también estarin sobre aquella, independientemente

del valor del tercer invariante J;. Puesto que valores constantes de
dichos invariantes corresponden a puntos del plano octaédrico
situados a la misma distancia del eje de tensién hidrostatica (ver
Figura 8-6), puede concluirse que la superficie de fluencia sera una
superficie de revolucion alrededor de dicho eje. Ademas, al ser lineal
la relacion entre 0, y T,,en la ecuacion (8.65), se tratara de una
superficie conica cuyo eje es el eje de tension hidrostatica (ver Figura
8-5 y Figura 8-35)). La distancia del vértice del cono al origen del

espacio de tensiones resulta ser d = V3 ccot@. Puede comprobarse

también que la superficie de Drucker-Prager tiene seminscrita una
superficie de Mohr-Coulomb con los mismos valores de cohesion, ¢,
y angulo de rozamiento interno, @.

Observacion 8-27 I

La situacién del vértice del cono de Drucker-Prager en el lado
positivo del eje de tension hidrostatica establece una limitacion del
rango de comportamiento elastico para estados de tension
hidrostatica de traccién (mientras que no hay limitacién en el limite
elastico para el caso de compresion hidrostatica). Esta situacion, que
también se produce en el criterio de Mohr-Coulomb, es caracteristica
de las materiales cohesivos-friccionales (hormigén, rocas y suelos)
para los que resultan especialmente adecuados ambos critetios.

Observacion 8-28

En Mecanica del suelo, donde el criterio de signos para las
tensiones normales se invierte, la superficie de fluencia de

Drucker-Prager serfa la indicada en la Figura 8-36:
Visién dey

G,
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272 8 Plasticidad

Obsetrvacion 8-29

La particularizacion @=0 y ¢=0,/2 en el criterio de Drucker-

Prager recobra el criterio de von Mises (ver ecuaciones (8.55), (8.63) y
(8.04)).
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