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Presentacion

Las matrices aparecen tanto en forma explicita como implicita en nuestras actividades,
tanto cotidianas como profesionales. Por ejemplo, una lista de los estudiantes de un
grupo es una matriz; los gastos y entradas de una empresa también se pueden modelar
con matrices; la presentacion de una muestra de ADN o las celdas de un panel solar
puede ser estudiada como un arreglo matricial.

En esta unidad, conoceras la importancia de las matrices, las aplicaciones que tiene en
la vida cotidiana y en las diferentes areas de estudio, y la forma en que pueden
beneficiar. También se puede modelar un problema que surja en las empresas u
organizaciones, planteando un sistema de ecuaciones.

El sistema de ecuaciones lineales lo podras resolver por medio de una matriz, con el
método de operaciones elementales de renglén, pero antes de conocer este método, es
necesario que sepas como se realiza la suma y resta de matrices, el producto de un
escalar por una matriz y el producto matricial; estas operaciones permiten comprender
el método de operaciones elementales de renglén.

Asimismo, podras resolver un sistema de ecuaciones lineales por medio del método de
eliminacion de Gauss o el método de Gauss-Jordan.

También en esta unidad se abordara todo lo referente a las principales caracteristicas y
elementos de los que se compone una matriz; asimismo, conoceras los diferentes tipos
de matrices que se utilizan en la actualidad, asi como la forma que éstas tienen. En
general, se daran los conceptos fundamentales de las matrices para poder continuar en
los siguientes temas y con el desarrollo de las mismas.
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Competencia especifica

Emplea matrices para resolver problemas de distintas areas
Unidad 2 mediante diferentes métodos de solucion de sistemas de ecuaciones
lineales.

Propositos

Utilizar los métodos de solucién de sistemas de ecuaciones lineales para
resolver problemas de distintas areas, por medio del método de eliminacion de
Gauss y de Gauss-Jordan.
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2.1. Introduccion a matrices
Una matriz es un arreglo de entradas organizadas en renglones y columnas.

El estudio de matrices es muy importante dentro de la vida cotidiana; constantemente
las utilizan sin darse cuenta de ello. Por ejemplo, una boleta de calificaciones es una
matriz con los datos acomodados en filas y columnas, la lista de compras del mercado,
el horario de clases, una cartilla de vacunacion, etc., también son ejemplos de matrices.
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Alumno: Juérez Hidalgo Fabiola Grupo: unico
Matricula: 253238 Turno: Matutino
Semestre: 1
Fecha: 10-Jul-06
Inasistencias Calificaciones 1
Examen Calificacidn | Calificacién | Calificacion | Calificacion

Clave Asignatura ler Parcial | 2°Parcial Final Finales ler Parcial | 2°Parcial |Examen Final Final
CUC-MER-01-D1 Contabilidad Basica 0 2 2 8.00 .00 §.00 5.00
CUC-MER-04-02 Mercadotecria | 1] 2 0 2 6.70 621 5.40 7.00
CUC-MER-01-03 Matemiticas Arancieras i} 1 3 4 8.00 10.00 9.00 9.00
CUC-MER-04-04  |Derecho Cambizrio Intemacicral 10 3 2 15 NP 6.20 4.70 5.00
CUC-MER-01-04 Derecho de los Negacias | 2 1] 2 500 500 5.00 500
CUC-MER-01-05 Macrosc onomia 1 1 2 4 7.00 §.00 6.00 7.00
CUC-MER-D1-07 Metodalogia de la Irwestigacidn 3 3 S 11 10.00 8.00 7.00 8.00
CUC-MER-01-08  finglés Bisico 0 0 0 0 7.00 .00 8.00 7.00
16 12 12 40 739 743 7.0 7.00

¢ Sabias que...?

El buscador Google utiliza matrices para mostrar las paginas de busqueda; de hecho,
para que el servidor funcione se necesita algebra lineal, teoria de grafos, y probabilidad.

¢ Podrias explicar cémo el buscador Google atiende 200 millones de consultas diarias,
aproximadamente, e indexa varios miles de millones de paginas web? ¢Qué papel
juegan las matematicas en este servidor?

Para que este servidor funcione, se necesita un criterio de ordenacion; si se etiquetan
con los simbolos P4, . . ., Pncada una de las paginas de la red, se le puede asignar a
cada Pjun nimero Xx;, que representara su importancia. Estos nUmeros podrian ser, por
ejemplo, numeros entre O y 1.

Suponiendo que después de un censo de los sitios de la red, se construye la lista de
paginas web, asignandole a cada una de ellas, de la manera que sea, una importancia.
Esta lista queda a disposicion para ser utilizada cada vez que se realice una
determinada consulta: las paginas seleccionadas se mostraran en el orden que indique
dicha lista, ¢,coOmo se construye esa lista?

Cuando se tratan con grafos, se recurre a los dibujos en el papel, en los que los vértices

son puntos del plano; mientras que las aristas son flechas que unen esos puntos,
conviene considerar una interpretacion alternativa, en este caso por medio de matrices.
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La dimension de una matriz estd dada como el nimero de filas por el nimero de
columnas. Por ejemplo, el horario se trata de una matriz de dimension 6X6, o bien de
5XB5, si solo te fijas en las entradas y no en la informacién que proporcionan, mientras
gue la boleta de calificaciones es una matriz de 11X10, o bien de 9X8. La dimension de
una matriz también se conoce como el orden de la matriz.

Pi +:+ P ... P

| } | Ahora bien, en la matriz que se

P — ) forman, las filas y columnas van
etiqguetadas con los Py, . .., Py, y
B cuyas entradas son ceros y unos.
g ¢ 2 J— sleadikind | orada m; de la matriz sera un
uno si es que hay un enlace de la
By \/ pagina P;a la pagina P;; y un cero

l en caso contrario:

enlaces desde la pagina P;

Suponiendo, por ejemplo, que la pagina P; es citada desde las paginas P2, Pasy Pasg,
gue P2 sélo se cita desde P1y Pasg, etc., mientras que, se diga, hay enlaces a la ultima
pagina, Py, desde P1, P2, P3, Pasy Pp-1.

La pagina P tiene tres enlaces, los cuales son: P2, P2sy Pasg; la pagina P2 tiene dos
enlaces, P1Y Pasg; la pagina Pntiene cinco enlaces que son: Py, Py, P3, Pasy Ph-1.

De acuerdo con esto, x1 deberia ser proporcional a 3, porque tiene tres enlaces; xz 10
seria a 2, etc., mientras que X, habria de ser proporcional a 5.

Pero ahora la asignacion x, . . ., Xxndebe cumplir que x1 = K (X2 + Xo5 + X256), X2 = K (X1 +
X256),...Xn = K (X1 + X2 + X3+ X25 + Xn-1), dOnde K es una constante de proporcionalidad.
Se encuentra asi con un enorme sistema de ecuaciones cuyas soluciones son las
posibles asignaciones de X, . . . , Xn.

En este curso aprenderds a calcular las soluciones de una matriz, sin las cuales, como
te podras dar cuenta, no podria existir una herramienta tan valiosa como Google.

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 8
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2.1.1. Renglones y columnas

Ya sea hablado a lo largo de la primera unidad de los conceptos referentes a los
vectores; en esta unidad, se clasificaran los vectores por su tipo, es decir, por renglén o
por columna; de esta manera, se tiene la siguiente definicion.

Definiciéon

Un vector renglon de n componentes u, es un conjunto ordenado de n nimeros escritos
de la siguiente manera:

a = (uli Uz, uz, .., un)

Con este tipo de vectores ya se estan familiarizando, ya que han sido los que se utilizan
durante la primera unidad.

Definiciéon

Se define un vector columna de n componentes v, como un conjunto ordenado de n
nameros escritos de la siguiente manera:

v
1y,
E = V3
Yn)

En ambos vectores (renglon o columna), u; Se conoce como primera componente, v, se

3
llama segunda componente, y asi sucesivamente. Por ejemplo: ( > ) es un vector

2
columna, en el cual 3 es la primera componente, 5 la segunda componente, -7 la tercera

componente y el 2 es la cuarta componente.

Mientras tanto, en el vector renglén (3, 5, -7, 2), 3 es la primera componente, 5 es la
segunda, -7 es la terceray 2 es la cuarta.

Este vector, tanto la columna como el renglén, se pueden utilizar, por ejemplo, para
describir el ahorro de una persona al dia; asi, el vector puede expresarse como: ahorré

3 pesos el lunes, 5 pesos el martes, gasté 7 el miércoles, ahorré 2 el jueves.

Ahora que se conocen los vectores, estan listos para dar a conocer otro concepto, en
este caso, el de las matrices.

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 9
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2.1.2. Notacion y clasificacion

En 1858, Cayley introdujo la notacion matricial como una forma abreviada de escribir un
sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Las matrices se utilizan en el célculo
numérico, en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones diferenciales
y derivadas parciales. Ademas de que son Utiles para el estudio de sistemas de
ecuaciones lineales, las matrices aparecen de forma natural en geometria, estadistica,
economia, informatica, fisica, en las diferentes ingenierias, etc., y, como viste, también
pueden aparecer en tus actividades cotidianas.

La utilizacion de matrices actualmente constituye una parte esencial de los lenguajes de
programacion, ya que la mayoria de los datos se introducen en los ordenadores como
tablas organizadas en filas y columnas: hojas de calculo, bases de datos, etc.

Notacién que se utiliza para una matriz

Una matriz A de m x n (m por n) es un arreglo rectangular de m por n nimeros
dispuestos en m filas y n columnas, tal y como se muestra a continuacion:

dp g &
a ! a
a1 21 In
ﬂ =
a a a

Los elementos que conforman una matriz, son los vectores fila y los vectores columna;
entonces, cada fila de una matriz es precisamente un vector fila y cada columna de la
misma, es un vector columna. Ahora ya se pueden representar diferentes situaciones
mediante matrices, de manera muy similar a cuando utilizaban vectores, pero con mas
informacion. Por ejemplo, un estudiante obtuvo las siguientes calificaciones:

Unidad 1 | Unidad 2 |Unidad 3

Célculo 8 9 9
Algebra 9 7 9
Computacién 10 9 10

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 10
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Si se va a trabajar una tabla como la anterior que ofrece la informacién ordenada y
clara, seria una pérdida de tiempo utilizarla sélo una ocasion, ya que se tiene que
trazar. Sin embargo, con la ayuda de las matrices, una vez que se tiene establecido el
orden, se puede representar la informacién tal y como sigue, una y otra vez.

)
0

~
O\ ™
O g O
= O O

Esta, seria una forma mas comoda para continuar trabajando con los datos de la tabla.

En algunos textos, para representar una matriz, se utilizan paréntesis cuadrados o bien
corchetes; en este curso se utilizara la notacion de los paréntesis normales o, como
algunos les llaman, paréntesis redondos.

Por otra parte, para establecer la cantidad de elementos que contiene una matriz, se
nombrard como una matriz de m x n, donde m representara el numero de filasy n el
namero de columnas.

Para hacer referencia a una matriz, se van a utilizar datos similares a las coordenadas
en un plano cartesiano, pero en lugar de utilizar un plano con eje x y eje y, se utilizara la
filaiy la columna j, en ese mismo orden; por ejemplo, suponiendo que se tiene la

siguiente matriz de 3 x 3:
all—>»/3 2 2
oG
6 1 1

AN
asz

El elemento ai11 = 3 se ubica en la fila 1, columna 1, el elemento a»=2, y en el as; se
encuentra el 1; de esta manera, cada elemento de la matriz se ubica mediante la fila en
la que se encuentre, ordenadas de arriba hacia abajo, y en la columna, ordenadas de
izquierda a derecha. Como puedes observar, no existen dos elementos distintos que
tengan la misma posicion dentro de una matriz.

A partir de las matrices, te podras dar cuenta de que un vector es precisamente una
matriz que esta formada Unicamente por una fila o por una columna, dependiendo de
qué tipo de vector sea.

Dichas matrices se van a representar mediante una letra mayuscula, asi, se tendria a
las matrices A, B, C, D, etc. Para hacer referencia a sus elementos, generalmente se
utilizara la notacién de la misma letra pero con minasculas y con dos subindices, el
primero de los cuales indica la fila y el segundo la columna; asi, a;; es el elemento que

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 11
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esta en la fila i columna j. De esta manera, as4, significa que el elemento que se
encuentra en la fila 3 y columna 4.

De modo general, las matrices pueden clasificarse en matrices cuadradas y matrices no
cuadradas; las matrices cuadradas tienen caracteristicas especiales y son aquellas con
las cuales se trabajara durante todo el curso.

Todas las matrices, ya sean cuadradas o no, pueden escribirse en su forma escalonada
reducida por renglones. Este tipo de matriz tiene las siguientes caracteristicas.

a) Todos los renglones (si los hay) cuyos elementos son todos cero aparecen en la
parte inferior de la matriz.

3 -2
1 4 \/1 03 1
01(0010)
0 0

o oo =

b) El primer nimero diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquier
renglon cuyos elementos no todos son cero, es 1.

1 00
0 1 0
0 0 1

¢) Si dos renglones sucesivos tienen elementos distintos de cero, entonces el primer 1
en el renglén de abajo estd mas hacia la derecha que el primer 1 en el renglon de
arriba.

Primer elemento
iguala 1 delafila 1 0 0

0,1 0O
0/,0 1

Segundo elemento igual
a 1 de la segunda fila

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 12
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d) Cualquier columna que contiene el primer 1 en un renglén tiene cero en el resto de

sus elementos. El primer numero diferente de cero en un renglon (si lo hay) se llama
pivote para ese renglén.

—2

en lafila 3, columna

3

1 4

0 1 Fivote que se ubica
0 0 Jyesigual 1

o o0 -

Las siguientes matrices, son ejemplos de matrices escalonadas reducidas por
renglones.

1 0 0 1 3 -2 1 53 =2 1 0 3 1

1. (0 1 0) 2.0 1 4, 3.010 0) 4.0 0 1 0)
0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 00 1 0 00O

Matriz cuadrada

Una matriz es cuadrada si tiene el mismo namero de filas que de columnas, por

ejemplo, la matriz de las calificaciones de calculo, algebra y computacion, tiene 3 filas y
3 columnas.

® 9 9

9 7 9

10 9
Diagonal
dela
matriz

Los elementos que se encuentran en las posiciones donde el niumero de filas coincide
con el de la columna, forman la diagonal de la matriz; en este ejemplo, las posiciones
son aq1 = 8, axy =17 Y aszz= 10.

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 13



U 2 Algebra lineal
Matrices

Una matriz que no es cuadrada tiene diferente numero de filas y de columnas. Por
ejemplo, el vector fila y el vector columna.

a = (uli Uz, uz, .., un)

V1
Uy

; = V3

(GED

Una diagonal de una matriz es la que forman las entradas, comenzando por cualquiera
de la primera columna, y dirigiéndose hacia abajo en forma escalonada.

La diagonal principal de una matriz se define para matrices de nxn. Esta es la diagonal
gue va desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha. Es decir,
si se tiene una matriz cuadrada de nxn, la diagonal principal esta formada por las
entradas aii.

Dentro de las matrices cuadradas se pueden encontrar diferentes tipos de matrices,
como son:

Matriz triangular

Una matriz es triangular superior si es una matriz cuadrada y todos los elementos que
se encuentran abajo de la diagonal principal son cero; en una matriz inferior sucede a la
inversa, es decir, todos los elementos que se encuentran arriba de la diagonal principal
son cero.

A= (0N\I B= 0)
00

La matriz A es triangular superior porque al construir un triangulo por arriba de la
diagonal lo que queda abajo del triAngulo son ceros (fijate bien que no importa como
sean las entradas que quedan dentro del triangulo, lo importante es que debajo de él
todas las entradas son ceros).

La matriz B es triangular inferior, porque al construir un triangulo por debajo de la
diagonal lo que queda arriba del triangulo son ceros (fijate bien que no importa como
sean las entradas que quedan dentro del tridngulo, lo importante es que arriba de €l
todas las entradas son ceros).

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 14
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Matriz diagonal

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada cuyas entradas no diagonales son todas
cero (fijate bien que no importa como sean las entradas que quedan en la diagonal, lo
importante es que tanto arriba de la diagonal como debajo de la misma, las entradas
son ceros).

Una matriz diagonal es tanto triangular superior como triangular inferior.
Matriz identidad
Es la matriz que en la diagonal principal solo tiene nimeros uno

y en los demas elementos, ceros. En la siguiente matriz se
ilustra la definicion.

Matriz cero
0 0 O
Es la matriz cuyos elementos son todos cero, por ejemplo: (0 0 0)
0 0 O

La matriz cero es tanto triangular superior, como triangular inferior, como diagonal.
Existen otros tipos especiales de matrices, las cuales se daran a conocer en el

momento en que se utilicen. Se define a las anteriores debido a que en todo momento
las utilizaras por ser las més basicas en algebra lineal.

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 15
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2.2. Operaciones con matrices

¢Sabias que...?

Las hojas de célculo, como las de Excel, son arreglos matriciales que te permiten
manipular datos numéricos. Habitualmente se utilizan para realizar bases de datos,
informes, gréficas estadisticas y clasificacién de datos. Con ellas es posible hacer
célculos complejos con formulas y funciones y dibujar distintos tipos de graficas. Para
ello, se utilizan operaciones entre celdas. Cada celda representa una entrada de la
matriz.

Particularmente, Excel estd compuesto por libros. Un libro es el archivo en que se
trabaja y donde se almacenan los datos. Cada libro puede contener aproximadamente
250 hojas o carpetas. Cada hoja contiene aproximadamente 65.000 lineas y 256
columnas ordenadas numérica y alfabéticamente, respectivamente.

La variedad de aplicaciones de las matrices se presenta en tu alrededor, y si bien es
cierto que en todo momento las utilizas, también es cierto que con ellas realizas
diferentes operaciones, sin darte cuenta.

Por ejemplo, en las situaciones mas béasicas, al realizar operaciones con los vectores,
los cuales son matrices formadas por una columna o un renglén, al realizar la suma o
resta de dos vectores columna o renglon, se estan realizando operaciones con matrices.

Otras situaciones en las que se utilizan matrices mas complejas, seria la comparacion
de precios. Si se requiere adquirir los Utiles escolares y se compara la lista de precios
en diferentes papelerias, se estaria haciendo una diferencia de precios en un arreglo
rectangular, lo cual es precisamente una resta de matrices.

Si se compran uniformes escolares para 2 nifios de kinder y otros 2 nifios de primaria, al
realizar la suma de los precios, se estaria realizando una suma de matrices, ya que el
uniforme se compone de calcetas, playera, short, pantalén. Si son 4 nifios y todos van a
la misma escuela y sus uniformes tienen el mismo precio, se realizaria el producto del
costo de las partes que componen el uniforme por 4 que es la cantidad de nifios; a esta
operacion se le conoce como el producto de una matriz por un escalar.

También se pueden encontrar aplicaciones mas avanzadas. Por ejemplo, si estas

realizando un estudio de contaminacién en la ciudad, puedes realizar una matriz en la
cual se indiquen los diferentes contaminantes que te interesa estudiar y sus niveles de

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 16
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concentracion por zona. O puedes tener una matriz por zona y sumarlas para
determinar el indice del contaminante en toda la ciudad.

Si vas a analizar el comportamiento de una bacteria en diferentes ambientes, o bien,
bajo modificaciones genéticas manipuladas, te conviene realizar una matriz en la cual
conserves tus datos. Por ejemplo, el nivel de afeccién de la bacteria en diferentes
organismos vivos de acuerdo con la temperatura del ambiente. O bien, el poder de
infeccién de acuerdo con la manipulacién de un gene u otro.

O si imaginas que deseas averiguar como producir un combustible a partir de diferentes
elementos naturales, puedes realizar un arreglo matricial en el cual pondras las

diferentes cantidades de cada elemento y su efectividad.

Ahora conoceras las operaciones que se realizan con las matrices.

2.2.1. Sumay resta de matrices

En este subtema conocerés la definicién de la suma y resta de matrices, asi como sus
propiedades.

Suma de matrices
Sean Ay B dos matrices de m x n; la suma de la matriz Ay B es la matriz A + B de m x
n; en el grafico se puede apreciar la manera en que se suman cada uno de los

elementos.
i Y L ¢
a1n @2 . Qun by bz . big
a a e a b b .. b
A= 21 A22 n | 4B = 21 22 2n
Ami1 Gmz - Amn bjmi  bmz .. bmn
a11 + bll alz + b12 aln + bln
a, + b a,, + b
A+B=( 21 . 21 22 . 22 aZn—!— bZn)
Qni+ b1 Azt by o Qpn Tt b

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 17



U 2 Algebra lineal
Matrices

Esto significa, que la matriz A + B de m x n se obtiene de sumar las componentes
correspondientes de las matrices de m x nde Ay B.

Se debe tener en cuenta que la suma entre dos matrices se puede realizar Unicamente
cuando ambas matrices tienen el mismo numero de elementos o bien el mismo tamafio.
. . 1 5 3 2
Por ejemplo, las matrices GG DY (1 6) son incompatibles bajo la suma, puesto que
9 0

al intentar realizar la suma, se tendria:

| |
S
3 —\g

Harian falta dos elementos, los cuales no posee la primera matriz; por lo tanto, no se
pueden sumar.

Lo que se puede hacer en estos casos es aumentar en la matriz que sea mas pequefa
las filas o columnas necesarias para hacer ambas matrices de iguales dimensiones.
Todos los elementos que se aumenten deberan ser iguales a cero.

3 2
YNas (1 6) quedara igual a:
9 0

Asi,
(3 7

1 5 3 2 1+3 5+2 4 7
B 7D+ 6)=B+1 7+6)=(4 13)
0 0 9 0 149 0+0 10 0

En cambio, las matrices (2 6) y (5 1)sise pueden sumar:
8 0 6 8

245 6+1, _
(2 6)+(5 1) = ( )= ( 7 7)
8 0 6 8 8+6 0+8 14 8

Resta de matrices

Sean Ay B dos matrices de m x n, la diferencia de Ay B es una matrizde mxn, A—B
dada por

A=B aj;— by ap— by
=C ay = by ayn— by
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1
n
b
1
n
a,,— b
: 2n Zn)
Am1 — bml A2 — me e Opp — bmn
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Esto significa, que la matriz A — B de m x n se obtiene de restar las componentes de B,
de las respectivas componentes de A.

Al igual que para la suma de matrices, la diferencia se puede dar Gnicamente cuando

las matrices que se estan restando tienen el mismo nimero de elementos o bien que las
3 2

1 5
matrices sean del mismo tamafio. Entonces, las matrices ( )Yy (1 6)no pueden
9 0

restarse, ya que son incorgpatibles debido a que tienen diferente niumero de filas, en
cambio, las matrices ( )Y (® 1)sipueden restarse, puesto que tienen el mismo
8 6 8

namero de filas y de columnas, si se resta la segunda de la primera, se tiene:

2 6 5 1, _ 2-5 6-1
(8 0)_ ( 6 8) - (8—6 0_8)
-3 5
= (2 9
Como en el caso de la suma, puedes hacer las matrices del mismo tamafio agregando
3 2
1
ceros. Reflexiona ¢ Como quedarian las matrices (3 )y 1 6 para restarse?
9 0

Propiedades de la sumay resta de matrices
Sean A, By C tres matrices de m x n, entonces se verifican las siguientes propiedades.

1.A+0=A,A-0=0
La suma o resta de una matriz con la matriz cero da como resultado la misma matriz, es
decir, que la matriz cero es el elemento neutro de la adicion y sustraccion de matrices.

2.A+B=B+A
La suma de matrices es conmutativa.

3. A+B)+C=A+(B+0C)
La suma de matrices es asociativa.

4. A+(-A)=0
Existe una matriz opuesta o el inverso aditivo de la matriz.

*Las propiedades de la suma de las matrices son similares a las propiedades de los
nameros reales.
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2.2.2. Producto de un escalar por una matriz

En el tema 2.2. Se presentaron las operaciones con matrices y se menciond que éstas
se utilizan, por ejemplo, si se compran uniformes escolares y se compone de calcetas,
playera, short, pantalon. Si son 4 nifios y sus uniformes tienen el mismo precio, se
realizaria el producto del costo de las partes que componen el uniforme por 4 que es la
cantidad de nifios.

Si, por ejemplo, sabes que el crecimiento de una cepa de bacterias es directamente
proporcional a la temperatura del ambiente, entonces te servir4 hacer una multiplicacién
de la matriz en donde tengas tus datos de crecimiento por bacteria, por un escalar que
represente los grados de la temperatura.

Esta operacién se le conoce como el producto de una matriz por un escalar. A
continuacion, se revisara de manera formal:

Air Q2 - QAqp
Am1 Amz - Amn
11 Qq2 - dgp ady; Cadiz . @dgp
a a e (L aa aa e OEQ
ad = « .21 .22 }.Z‘n — .21 .22 .2?'1
1 Qmz - Qmn Almy AQmz . Almn

Entonces la matriz m x n, aA esta dada por:

aay;p adiz - adqy

aa aa . aa
ad = ( :21 :22 :Zn)

aa,1 AApmz ... AQpn

Es decir, que a4 es la matriz que se obtiene al multiplicar cada componente de A por a.
Observa el siguiente ejemplo.
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3 1 -5
SealamatrizA= (0 7 2 ); sise multiplica a la matriz por los escalares 2y 1/5 se
1 6 3
tiene:
2(3) 2(1) 2(-5) 6 2 -10
2A=(2(0) 2(7) 2(2))= (0 14 4)
2(1) 2(6) 2(3) 2 12 6
Ly - -9 -
. 53 54 A 5 5
A= 1 0 1 7 1 9 - 0 7 2
597 5@ 5 5@ = 0 ¢ ¢
1 1 6 1 3 1 6 3
c® 3® 585 G 5 D

El producto de una matriz por un escalar aporta tres propiedades mas, gue se vinculan
con las propiedades mencionadas en la sumay resta de matrices.

Sean Ay B dos matrices y sean a 'y f dos escalares; entonces se verifican las
siguientes propiedades.

e a(A+B)=aA+ aB

- Propiedad distributiva del producto por un escalar.
e 1A=A

- El escalar 1 al multiplicarse por una matriz es la misma matriz.
e (a+pB)A=aA+ BA

2.2.3. Producto matricial

La multiplicacion o producto matricial se realiza entre dos matrices o entre una matriz y
un escalar, al igual que la multiplicacion en aritmética. La multiplicacion de matrices
viene dada por un algoritmo, que permite calcular la multiplicacion matricial, el cual es
diferente del que se utiliza para multiplicar dos nimeros. La diferencia es que la
multiplicacién de matrices no cumple con la propiedad conmutativa. A continuacion, se
conocera la manera en que se realiza la multiplicacion de matrices.

Sea A una matriz de m x n y sea B una matriz de n x p. El producto de Ay B es una
matriz C = A x B de m x p, donde los elementos ¢ de C estan determinados de la
siguiente manera:

c;; = aubij+ aiby+ aighgj+... + ainbnj(renglon i de A) - (renglon j de B)
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De este modo, cada elemento ¢ de C queda determinado de manera Unica por el
producto de un renglén de A con una columna de B.

Antes de realizar la multiplicacién de matrices, se debe comprobar si éstas son
compatibles bajo la multiplicacion; para esto, el nimero de columnas de la primera
matriz debe de ser igual al nimero de filas de la segunda matriz, de lo contrario, el
producto no se podra realizar, ya que las matrices serian incompatibles bajo la
multiplicacion.

Ejemplo del producto de matrices

1 0 5 5 7 4
Sean las matricesA= (-3 6 2)yB = (2 6 1), calcula su producto.
1 4 9 4 3 0

A tiene 3 renglones y B tiene 3 columnas, de modo que dicha multiplicacion de matrices
puede realizarse.

El producto se determina de la siguiente manera:
1 0 5 5 7 4
AxB=(-3 6 2) (2 6 1)
1 4 9 4 3 0

Solucién

El primer paso para multiplicar dos matrices es tomar la primera fila de la matriz Ay la
primera columna de la matriz B, con estos dos vectores se realizara un producto escalar
y el resultado sera el elemento ai: de la nueva matriz y se continuara multiplicando la
fila i por la columna jy el resultado sera el elemento ajjde la nuevamatriz.

En el siguiente diagrama se ilustra la forma en que se multiplican dos matrices.

O
—

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA 23



U 2 Algebra lineal
Matrices

AxB=
MG+OM@)+G)@ WM+ O6)+G)X3) (L@ +0)()+ (5)(0)
=((-3)B)+(6)2) + ()1 (=3 +(6)(6) + (2)(3) (=3)(4) + (6)(1) + (2)(0))
WG+ +O@ O +M@WE)+ (3B (D@ + @A)+ (900
54+0+20 7+0+15 44+0+0

= (-15+12+8 -21+36+6 —-12+6+0)
5+8+36 7+ 24+ 27 4+4+0

Entonces, se tiene que la matriz resultante del producto de las matrices Ay B est4 dada

por
25 22 4

AXB=(5 21 —6)

49 58 8

Se debe tener en cuenta que, si el nimero de filas de la primera matriz no coincide con
el nimero de columnas de la segunda, entonces las matrices no se pueden multiplicar.
Por esta misma razén, no es indispensable que las matrices sean cuadradas para que

se pueda efectuar su producto.

A continuacién, se presenta el producto de dos matrices que no son cuadradas; para
Ser mas precisos, en este ejemplo se realizaran los productos por separado.

Ejemplo
2 -1 41
Sea la matriz A = (1 _— )de2x3ylamatrizB= (3 5)de3x2,calculasu
- 7 2

producto.

Debido a que las matrices no son cuadradas, primero se verifica si son 0 no compatibles
bajo la multiplicacién. Como la primera matriz es de 2 x 3 (dos filas, tres columnas) y la
segunda es de 3 x 2(tres filas, dos columnas), si se pueden multiplicar porque el
namero de columnas de A es igual al nimero de filas de B. Ademas, se puede
identificar el tamafio de la matriz resultante tomando el nimero de filas de la primera
matriz y el numero de columnas de la segunda. De esta manera, el resultado sera una
matriz cuadrada de 2 x 2; esto se resume mediante el siguiente esquema:
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Tamano de la matriz resultante
Tamaiio de A Tamaiio de B 2x2
2Xx 3x2

Si el nimero de columnas de
El tamafo de la matriz
resultante nos loindica el
numero de filas de |z matriz
Aporeldelascolumnasde
|3 matrizB.

Ahora, se realizara el producto de los elementos que se ilustran en el diagrama anterior:

4
ci=2 1 -1 Q=D +1O)B)+(—1)(7)=8+3—-7=4
7
1
cz=2 1 -1D)-G)=C)A)+MB)+(D(7)=2+5-7=0
2
4
c2z1=(010 -3 2)@)=01A)+EE3)B)+@2)(7)=4—-9+14=9
7
1
cz2=(1 -3 2)G)=1QO)+3)6B)+2)(2)=1—-15+4=-10
2
Por lo tanto, se tiene que
2 1 -1 1 4 4 0
( )G 3)=(
1 -3 2 2 7 9 -10

Con esto se demuestra que, al multiplicar dos matrices, no es necesaria que éstas sean
cuadradas.

Un ejemplo de aplicacion de las operaciones de matrices en investigacion lo iras
construyendo paso a paso en las siguientes secciones. Lo primero que debes hacer es
representar los elementos de tu problema en forma matricial. Por ello, estudiaras
primero esto.
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2.3. Representacion matricial

En este tema se verd la representacion de los sistemas de ecuaciones lineales por
medio de una matriz; cominmente se encuentran con problemas que se pueden
representar mediante un sistema de ecuaciones lineales; por ejemplo, la cantidad de
personas que camina por una calle bajo ciertas condiciones, como la hora, con o sin
mascotas, comiendo o ejercitdndose, etc. O bien, el nimero de ciertos contaminantes
en el ambiente o en el agua, o la cantidad necesaria de ciertos atomos para crear una
molécula determinada.

Una vez que un fendmeno, problema o situacion sea modelado mediante un sistema de

ecuaciones, su representacion matricial es demasiado sencilla, tal y como se presenta
en los siguientes subtemas.

2.3.1. Matriz principal y matriz ampliada

Matriz principal

Una matriz es principal o de coeficientes si resulta de la representacion de un sistema
de ecuaciones lineales; es decir, si A es la representacion del sistema de ecuaciones,

entonces A es una matriz principal o de coeficientes.

Se consideran los siguientes sistemas de ecuaciones:

3x+6y=0 2x+y+72=12 5x + 8y =2
5x +2y =0 3x+ 3y +6z=-3 6y =-1
X+5y+2z2=0 I9x +2y=3

Las siguientes matrices son ejemplos de las matrices principales de los sistemas dados.

2 1 7 5 8
A=(C 6 B= (3 3 6) C= (0 6)
> 2 15 2 9 2

A las matrices principales se les conoce con este nombre, debido a que a partir de ellas
se encuentra la solucién del sistema de ecuaciones del cual proviene.

Las matrices principales son las primeras matrices que se escriben con los coeficientes
de las incognitas de un sistema matricial; esto es, antes de sumarlas, restarlas o
multiplicarlas por un escalar o por una matriz, ya que al realizar estas operaciones las
matrices se modifican.
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Todas las matrices descritas en el ejemplo anterior son matrices principales.

Matriz ampliada

Se le conoce como matriz ampliada o aumentada a la combinacion de dos matrices,
una que representa a la matriz de los coeficientes de un grupo de ecuaciones y otra que

representa a la matriz de constantes de las mismas ecuaciones.

Considerando el siguiente sistema de ecuaciones:

X+3y+z=5
4x+y+6z2=7
2Xx+7y+z=4

Se tienen las siguientes matrices:

1 3 1 5
A= (4 1 6) B= (7)
2 7 1 4

Donde A es una matriz de coeficientes del sistema y B es una matriz de las constantes.
Con estas matrices se puede construir la matriz aumentada (4|E), tal y como se
muestra a continuacion.

I
I

5
(AIB)= ( 7)
4

N B =
Nk W
_ o =

|
Las matrices aumentadas, forman una parte muy importante dentro del estudio y en la
mayoria de los casos son las que mas se utilizan, ya que son las Unicas que ofrecen un

resultado sobre alguna situacion planteada mediante un sistema matricial.

A partir de ahora, notaras que las incognitas de tus ecuaciones no seran x, y y z sino X,
X21 X31 R Xn.
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2.3.2. Representacion matricial de un sistema de
ecuaciones lineales

En este subtema se trabajaran los sistemas de ecuaciones lineales, para mostrar la
manera en que estos se relacionan con las matrices. Suponiendo que se tiene un
sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, como el que se muestra a
continuacion:

a11xX1 + aA12X2 + ... + A1pXn = b1
ar1X1 + A22X2 + ... + AoxnXn = bz

A1 X1+ Ap2Xo + oo QpnXn = by,

De este sistema, se pueden extraer los coeficientes de las variables en cada una de las
ecuaciones y con ellos se forma la matriz principal o de coeficientes, de la siguiente

manera:
a1 Q12 - Qg
a,; a woa
A= ( :21 :22 Zn)
A1 Apz - A

Se puede nombrar a un vector x que represente a las variables, y escribirlo como:

Y, por ultimo, se escribe un vector b que represente a las constantes, las cuales son los
segundos miembros de cada una de las ecuaciones que pertenecen al sistema de
ecuaciones lineales:

Y con todos estos elementos, se puede representar al sistema de ecuaciones lineales
por medio de matrices, como sigue.
Ax=b
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O bien:
a1 Az e Qg X1 bq

(a21 Az e aZ")'(x2)=(b2)

An1 Am2 - Gy Xn bm

Cuando el sistema de ecuaciones lineales que se esté representando es homogéneo,
entonces, se sustituye el vector b por el vector 0 y el sistema de ecuaciones quedaria
de la siguiente manera.

Ax=0
O bien:
ai;r Az o Qqq X1 0
X
( a21 a22 A2n ) . ( 2) — 0
@)
aml amz e a,m x‘l’l 0

Generalmente se tomara la matriz de coeficientes y la matriz o vector de constantes al
representar sistemas de ecuaciones, ya que son los elementos que se necesitan para
construir la matriz aumentada, la cual permitira obtener o desarrollar algun resultado.
Por ejemplo, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3x1+5x2 — X3 =6
X1—3.X'2+7.'X,'3=4

9X1—4X2 +X3=7

Se representan los coeficientes por la siguiente matriz de 3 x 3

3 5 -1
A= (1 -3 7)
9 —4 1

Y por la matriz de 3 x 1 a las constantes:

6
b= (4)
7
Se forma la matriz aumentada
(A|b)
O bien:
3 5 —-116
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Esta es la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales anterior.
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2.4. Operaciones elementales de renglon

Las operaciones elementales de renglon las utilizas en tu vida cotidiana, al modificar
algunos hechos o acontecimientos que se pueden representar mediante un vector. Esto
se ilustra con los siguientes ejemplos:

Si se tiene una lista de compras de alimentos perecederos y compras los mismos
productos en las mismas cantidades cada semana, se puede encontrar la cantidad total
gue se compra al mes, multiplicando el vector que las representa por el nimero de
semanas que restan del mes que se encuentra en curso.

Imagina que estas realizando un experimento en el cual analizas qué sustancias se
producen en diferentes reacciones quimicas. Puedes hacer un arreglo matricial que
exprese los comportamientos de tus sustancias. Supén que debes tener mas presente
una de las reacciones, entonces puedes intercambiar de lugar las filas de tu matriz y
también puedes realizar otras interacciones entre los renglones para determinar si es
posible obtener o no otra sustancia.

A continuacién, se presenta de manera mas especifica cuéles son las operaciones
elementales de renglén, asi como la manera en que éstas se desarrollan. Por otra parte,
se conoceran como obtener la matriz inversa mediante estas operaciones.

2.4.1. Aplicacion de las operaciones elementales
de renglon a una matriz

De los cursos de algebra que estudiaste en la secundaria y en el bachillerato conoces
los sistemas de ecuaciones lineales. En ellos estudiaste que multiplicar o dividir ambos
lados de una ecuacion por un numero distinto de cero da una nueva ecuacion, la cual es
equivalente a la original.

Otra de las cosas que conoces de un sistema de ecuaciones es que, al sumar una
ecuacion, ya sea del sistema o equivalente a una de las del sistema, con otra del mismo
sistema, se obtiene una ecuacién que no la modifica y, ademas, si se intercambian de
renglon dos ecuaciones de un mismo sistema, resulta un sistema equivalente al
primero, es decir, que las soluciones serian las mismas.

Las operaciones elementales con renglones, aplicadas a la matriz aumentada, que
representa un sistema de ecuaciones lineales, son las siguientes:
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e Multiplicar o dividir un renglén por un numero diferente de cero.
e Sumar un renglén original o su equivalente, con otro renglon.
¢ Intercambiar dos renglones.

Cada una de las operaciones anteriores aplicadas sobre una matriz aumentada, no
modifica la matriz, ya que forma una matriz equivalente a la primera. Por esto mismo,
tampoco se altera el sistema de ecuaciones que dicha matriz representa.

El proceso de aplicar las operaciones elementales con renglones para simplificar una
matriz aumentada se conoce como reduccién por renglones.

Primero se pondrian en practica las operaciones de renglones, para posteriormente ver
cdmo esto ayuda a resolver sistemas de ecuaciones lineales. Se va a desarrollar el
siguiente ejemplo.

1 4 215

SeaA = (2 0 7]3)unamatrizaumentada; utiliza las operaciones elementales por
1 6 3|9

renglon y encuentra la matriz identidad equivalente.

Para trabajar con los renglones y las columnas, se utilizara R; para hacer referencia al
renglon i, con esto se puede reducir la matriz de la siguiente manera.

Primero se escribe la matriz aumentada:

~
=N =
O B
w NN
O W Ul
</

Para realizar las operaciones entre renglones, lo que conviene es realizar operaciones
con los renglones de tal manera que en la diagonal principal queden unos. Como la
matriz ya tiene al primer elemento de la diagonal igual a 1, se tiene que convertir a los
elementos que se encuentran debajo de él, en ceros.

~
=N
o O W
W NN
O W Ul
&/
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Paso 1.

—2R1+ R, = R, se multiplica al renglén 1, por -2 'y se suma el renglon 2; el resultado de
estas operaciones se va a colocar en el rengldon 2, por lo que el renglon 1 permaneceraigual.

—2R1+R,=—-2(1425)+(2073)=(-2—-8—-4—10)+(2073)
=(0-83-7)

Este resultado lo puedes observar en el renglén 2 de la siguiente matriz.

1 4 2|5
(0 -8 3|-7)
1 6 3|9

Paso 2.

—R1 + R; — R3 Para que el elemento as: sea igual a cero, se multiplica al renglon 1 por -1
y se le suma el rengldén 3, el resultado se va a colocar en el renglén 3, por lo que el
renglon 1 pasara tal como esté.

—R,+R,=—-(1425)+(1639=(-1-4-2-5)+(1639)=(0214)

El resultado lo puedes observar en el renglén 3 de la siguiente matriz:

1 4 215
(0 -8 3|-7)
0 2 1] 4

Paso 3.
-ir, - &, Se multiplica al renglon 2 por -1/8 para tener al 1 en la matriz principal

3 1
—5R2>R2=(0,-8,3,-7) (- 5) = (0,-8,3,~7)

El resultado quedaria tal como se muestra en la siguiente matriz:

1 4 23|57
o 1 —_ 1)

88
0 2 1 '4
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Ya se tienen los tres unos en la matriz principal, falta hacer ceros a los demas
elementos de la matriz de coeficientes; para ello, se realizan las siguientes operaciones:

Paso 4.
Al renglén 2 lo multiplicas por -4 y le sumas el renglén 1; al resultado lo colocas en el
renglon 1.
—4R, + R1 = R1
7 3
1 — —
2312
01 — _
818
O 2 1 4
Paso 5.

Al renglén 2 lo multiplicas por -2 y le sumas el renglon 3; al resultado lo colocas en el
renglon 3. El renglon 2 pasa tal como esta.

—2R2+R3—>R3
7 3
10 5 -
3 7
01 —_|_
8|8
7 g
@ %32 D

Como te podras dar cuenta, las operaciones se realizaron de tal manera que el
elemento a:2 y as» Sean iguales a cero, pero el elemento asz de la diagonal principal en
lugar de 1 es 7/4; esto se resuelve facilmente multiplicado por 4/7. El resultado se
muestra en la siguiente matriz:

Paso 6.
4
R3—>7_R3
7 3
10 2|7
7
3 _
0 1 — |8
8 19
o 0 1 =
( 7)
Paso 7.
7
—=sR3+R1 >Ry

2
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01 —_ 1| _
8| 8
0 0 1 2
C 7))
Paso 8.
3
§R3+Rz—>R2
10 0] 1
(0 1 0|19/14)
0 0 1| 1/7

La matriz aumentada que se obtuvo tiene unos en la diagonal principal y ceros en sus
demas elementos, excepto en los que corresponden a las constantes. Entonces, sea
llegado a la matriz identidad y sea conseguido con el uso de las operaciones
elementales de renglon.

Ahora se explica como las operaciones de rengldn realizadas en la matriz asociada al
sistema de ecuaciones ayudan en la solucién de éste.

Las matrices principales son aquellas que representan un sistema de ecuaciones
lineales y que permiten obtener la solucion de dicho sistema, de forma muy sencilla. La
manera para hacer esto, es la siguiente.

Como se establecio al principio, las operaciones con renglones forman nuevas matrices,
las cuales son equivalentes a la matriz principal o bien a la matriz con la cual se
comienza a trabajar; de esta manera se tiene la siguiente equivalencia.

1 4 215 1 0 0] 1
(2 0 7]13)= (@ 1 0]19/14)
1 6 3|9 0 0 1| 9/7

Entonces, la nueva matriz de coeficientes equivalente a la matriz principal es una matriz
identidad, denotada en este caso por A’ y asi, se tiene que

N

I

o)
o O -
S - O
— oo

N

Por otra parte, la matriz o vector de constantes, que anteriormente era
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Ahora es

19
b= 14
9
C7)
Y por ultimo, quien no cambia es la matriz o vector de variables x.

El sistema solucion lo puedes escribir tal y como se muestra a continuacion:

Ax=Db'
O bien
1 0 0 X1 1]9
o 10 x)= —
0 0 1 2 g4 M
C7)

De esta manera, si se desarrolla el producto escalar de las matrices del primer
miembro, se tiene.

100 x (D) + (0)(x2) + (0)(x3)

0 1 0)-(*2)=((0)(x1) + (1)(x2) + (0)(x3))
00 1 x; (0)(x1) + (0)(x2) + (1)(x3)
X1 + 0 +0
=(0+x2+0)
0+0+ X3
X1
= (*2)
X3

Sustituyendo este resultado en (1), se tiene

X1 1
(x2) = (19/14)
X3 9/7
Por lo tanto, se tiene que
X1= 1
19
X2 = ﬁ
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9

X3 = 7
] 1 4 215
Estas son las soluciones de la matriz aumentada (2 0 7] 3)
1 6 3|9

Se puede observar que el proceso de operaciones elementales de renglon de una
matriz no es complicado, sino laborioso y dependiendo del tamafio de la matriz
construida, puede llegar a ser hasta tedioso. Una manera mas sencilla de obtener los
valores de las variables, es la siguiente:

Teniendo la matriz identidad en el lado izquierdo de la matriz aumentada, se igualan las
variables correspondientes a cada posicion, tal y como se muestra a continuacion.

La matriz reducida por renglones, queda de la siguiente manera:
10

0 1

0 0

A partir de ella, se pueden encontrar las soluciones, tomando en cuenta el orden de las
variables; para esto, se asocia a la primera columna la variable x4, a la segunda

columna x, Yy la tercera columna x3; de esta manera, las soluciones son:

X1=1
19
x2=ﬁ
9
X3—7

Y con esto, se evita utilizar el producto escalar.
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2.4.2. Matriz inversa mediante operaciones de
renglon

Se diria que la matriz inversa de una matriz cuadrada A, es la matriz que cumple la
siguiente propiedad:

ALA=AAL=|
Sean Ay B dos matrices cuadradas; B es la matriz inversa de A si
AB =BA=1

Es decir, si el producto matricial de Ay B da como resultado a la matriz identidad,
entonces B es la matriz inversa de A y se denota por A-1; de esta manera, se puede
escribir la ecuacién anterior en términos de A como sigue:

AA-1 = A-1A=1

A las matrices que tienen inversa se les llama invertibles. Las matrices cuadradas que
no tienen inversa se conocen como matrices singulares. A su vez, también a las
matrices invertibles se les conoce como no singulares.

Cabe destacar que el hecho de que una matriz cuadrada sea invertible, no garantiza
gue todas las matrices cuadradas lo sean, ya que existen matrices que no tienen
inversa.

A continuacion, se explica el proceso de encontrar la matriz inversa; para esto, se
tomara la misma matriz con la cual se trabaj6 en el subtema anterior.

Ejemplo:
1 4 215

SeaA = (2 0 7]3)unamatrizaumentada; encuentra su matriz inversa mediante
1 6 3|9

operaciones por renglén.

Para comenzar, Unicamente se trabajara con la parte izquierda de la matriz, es decir,
con
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A esta matriz la vas a aumentar con la matriz identidad de 3 x 3, de la siguiente manera:

1 |
(2 I
1 |

o O B
w N
S O -
O = O
o O
—/

Para encontrar la matriz inversa, lo que se tiene que hacer es realizar operaciones por
renglén, hasta convertir a la matriz de la izquierda en una matriz identidad; la matriz que
se obtenga en la parte de la derecha sera la matriz inversa que se esta buscando.

Se realizaran los calculos para encontrar la matriz inversa:

1 4 211 0 0 _2r+r-R 1 4 21 1 00
1 2 2
2 071010 —  » (0 -8 3| -2 1 0)
1 6 3 |0 0 1 —R+Rs—Rs 0 2 1]-1 0 1
14 21 0 -
—4R; + R - R1
3 2 1 —2R2 + R3 > R3
1 O 1 —5]g -5 —>
~G R R 02 11-1 0 1
1
o——>0 _ 0
23|2 21 7
01 -5l =50 —5 R+ Ri= Ry
oo Zl_3 1 4 3 ek
aR3+R2—R;
( 4 2 47)0 L . 8
10 5 | 7
2 1
EE— 01 -2 s ~g 0
4 81 % 1 4 3
R3— Rs O 0 1 -—
7 7 7 7
100|§ 0 -2 )
1 _1 3
O 1 0|—7 "@ 713)
6 1 4
001I—; CH

En el lado izquierdo de la matriz aumentada se ha generado la matriz identidad,;
entonces, el lado derecho representa a la matriz inversa de A, es decir,

3 0 -2
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Para comprobar que A-! efectivamente es la matriz inversa de B se puede realizar el
producto matricial AA-1, 0 bien A-1A.

2.5. Soluciéon de sistemas lineales

En este tema se van a desarrollar la solucion de los sistemas de ecuaciones lineales
utilizando matrices; se explica el procedimiento para encontrar la solucién de un sistema
mediante la representacién matricial y el empleo de los métodos de Gauss y de Gauss-
Jordan; dichos procedimientos facilitan la manera de resolver cualquier sistema de
ecuaciones mediante una matriz.

Otra forma para dar solucion a un sistema de ecuaciones es utilizando el determinante
de una matriz asociada. Se explica este método en la siguiente unidad de forma mas
extensa.

¢ Sabias que...?

Se cuenta que en la lpida de Diofanto, un gran matematico griego, podia leerse el
siguiente epitafio:

“...Transeunte, ésta es la tumba de Diophante: es él quien con esta sorprendente
distribucion te dice el nUmero de afios que vivio. Su juventud ocupd su sexta parte,
después durante la doceava parte su mejilla se cubrié con el primer vello. Pasé adn una
séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco afios después, tuvo un
precioso nifio que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecié de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorandole durante cuatro afios. De
todo esto, se deduce su edad."

En su forma actual, lo anterior puede representarse a través de una ecuacion lineal...
¢, Puedes tl saber la edad de Diofanto?

2.5.1. Método de eliminacion de Gauss

El método de eliminacion de Gauss es el método mas basico y simple que se puede
utilizar para resolver un sistema de ecuaciones lineales; los elementos necesarios para
desarrollarlo ya los conoces.

Bésicamente, este método consiste en aplicar operaciones de renglén a una matriz
hasta convertirla en una matriz triangula superior; a partir de ello, se pueden encontrar
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las soluciones del sistema de ecuaciones del cual procede la matriz por un método mas
simple; este puede ser el de inspeccion.

Se va a desarrollar un ejemplo para conocer el método de eliminacién Gaussiana o de
Gauss.

Ejemplo: Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x1—x2+x3+2x4 =6
6x1— 4x5+ 3x3+ 5x4=17
X1 — 6x2+ 3X3+X4=9
—3x1+ 2xp+ x3— 9x4=—15

Lo primero que hacemos es construir la matriz asociada al sistema de ecuaciones
lineales; esto es, la matriz principal aumentada, la cual es:

1 -1 1 2 | 6

6 —4 3 5 | 17
(1 -6 3 1 | 9 )
-3 2 1-9 | —-15

Se va a reducirla mediante operaciones por renglén, hasta obtener una matriz triangular
superior, puesto que en esto consiste el método de eliminacion de Gauss.

1 -1 1 2 6 1 -1 1 2 | 6
6 —4 3 5§ | 17 _61;31_:}52*;?2 0 2 -3 -7 | -19
—hR1 3> k3
C1 -6 3 1] 9 ) 3R1+Ri—>Ra o -5 2 -1 | 3)
-3 2 1-9 | -15 I 0 -1 4 -3 | 3
1 -1 1 2 | 6
5R2+R3—>R3
—Rio Rz 0 1 -4 3 | —: “2Re+Ri>Rs
0 -5 2 1] 3 )
0 2 -3 -7 |1 -19 ——
1 -1 1 2 | 6
0 1 -4 3 | -3
o 0 -18 14 | ~12”
0 0 5 -13 | -13
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1 1 -1 1 2 | 6
~qgRim R 0 1 —4 3 | =3 _sptriors
_—
— 0 0 1 _%| g
@© 0 5-13 | —13,
1 -1 1 2 | 6
o 1 -4 3 | -3
0 0 1 _Z| 6
9 9
82 147
¢ 0 0o-5 | -5
1 -1 1 2 | 6
_9 RoR 0 1 -4 3 | -3
g2t oo 1 = 1°-3°
— > 9 9
147
0 0 01 a
C | 82 )

Sea llegado a la forma de Gauss; tal y como se aprecia, es una matriz triangular
superior; por Ultimo, lo que se tiene que hacer es encontrar las soluciones del sistema
de ecuaciones a partir de la matriz obtenida, para esto, se asocia a cada columna una

147 . . .
variable, asi, por la fila 4 y columna 5, se tiene que x, = - ademas, se tiene por la fila
6
3 que 7
X3 —(_)X4, = ;
Ello implica que
6 7
X3 == + — X4
6 7 147
= _ 4+ _(——
9 9 82
169

B Te

De la fila 2 se tiene

X2 —4X3 + 3X4 =-3

_a( 1895 1Y
82’ ') 73

11

XZ — 5

Y, por ultimo, de la fila 1 se tiene

X1 — X2 +X3+2X4= 6

X1 =6+x2 — X3 —ZX4
11 169 147
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Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones son:

18

X1 @
11
X2 —_
184
X3=82
147

=g

2.5.2. Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss y el de Gauss-Jordan son muy similares; en el proceso de solucién
de un sistema de ecuaciones lineales es mas utilizable el método de Gauss, ya que en
éste se hace un 50% menos de operaciones que en el método de Gauss-Jordan. El
hecho de que la mayoria de las personas trabajen con este ultimo, se debe a que
permite conocer la matriz inversa proveniente de un sistema de ecuaciones lineales.
Gauss-Jordan lo has utilizado anteriormente para encontrar la matriz inversa; se
desarrollara un ejemplo en el cual visualices y con esto compares este método con el de
Gauss y establezcas el de tu preferencia.

Suponiendo que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
X1+ 4X2+ 2X3=5
2X1+ 7X3=3

X1+ 6X2+ 3X3=9

Su matriz aumentada asociada es:

1 4 215
A=1|2 0 713
1 6 3|9

Para resolver este sistema por el método de Gauss-Jordan, lo que se debe hacer es
encontrar la matriz identidad basados en la matriz A. Esto es, se aplica el método de
Gauss y se encuentran los unos de la diagonal principal. Luego se convierten también
en ceros los nimeros arriba de la diagonal principal. Recuerda que ya lo habias hecho y
se obtuvo la matriz:
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10 0] 1
(0 1 0]19/14)
0 0 1| 1/7

X1=1
19
x2=ﬁ
9
X3—7

Con este método, como recordaras, también es posible encontrar la matriz inversa:

N o B
w g

~
— N -
O W U
N

—R1 + R3 = R3 Para que el elemento as; sea igual a cero, se multiplica al renglon 1 por -
1y se suma el renglén 3, el resultado lo vas a colocar en el renglén 3 por lo que el
renglon 1 pasara tal como esta.

—2R;+R,=-2(1425)+(2073)=(—2—-8—-4—10)+ (207 3)
=(0-83-7)

Este resultado lo puedes observar en el renglon 2 de la siguiente matriz:

1 4 215
(0 -8 3|-7)
1 6 3|9
—R,+ R, = —(1425)+{16389)=(—1—4—2—5)+{1638)=(0214)

El resultado lo puedes observar en el renglén 3 de la siguiente matriz.

1 4 2|5
(0 -8 3|-7)
0 2 1] 4

-8, » R, multiplicamos al renglén 2 por -1/8 para tener al 1 en la matriz principal

3 1

~3 R,—» R,=1(0,-8,3,-7) (— §) =(0,-8,3,-7)
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1 4 23|57
o 1 —_ 1)
8|8
02 1 "4
7 3
10 - =
1 4 2,135 —4R;+ Ri = Ry 2, | 3 R R
0 2 1E14 —2R+R-R AN
2 3 3 - - »
0 e "
7 3 i
10 5 % 10 0]2 3R4R SR
7
3| 7 3|7 g 3 2 2
01 —- 3 -R+R-R o1 —
301 1 B
89 : : o0 199°
(O 0 1 7) C 7)
1 0 o] 1
(0O 1 0]19/14)
0 0 1] 1/7
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Cierre de la unidad

Si se requiere profundizar en el tema de matrices consulta Friedberg, Stephen, et. Al;
Algebra lineal; Estados Unidos (2007), lllinois State University. Prentice.

Se te sugiere que desde el inicio revises la evidencia de la Unidad, con la finalidad de
gue la trabajes paulatinamente conforme vayas avanzando en los temas.

Te recomendamos resolver todos los ejercicios del cuadernillo que corresponden a esta

unidad, para adquirir mayor habilidad. ElI Cuadernillo de ejercicios lo podras encontrar
en Material de apoyo del aula virtual.
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Para saber mas

En las siguientes paginas web:

https://matrixcalc.org/es/
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath help/s

Si deseas saber mas sobre Excel puedes buscar los
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