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Presentacion de la unidad

En esta unidad se revisa el concepto de limite de una funcién, donde cuyo dominio y el
recorrido son elementos llamados subconjuntos de conjunto de los niUmeros reales.

Lo que se pretende en esta unidad, es que conozcas las propiedades del limite, aplicados
a una funcion, su continuidad y las propiedades de una continuidad de los limites. Al
transcurso de la unidad, podras constatar que una funcién, tiene ciertos elementos que
permiten su continuidad de acuerdo, esto de acuerdo a los valores que tome, la variable
dependiente e independiente.

A partir de estos conceptos, te permitiran demostrar el concepto de limite, su aplicacion
en diversos contextos, para que relaciones los contenidos tedricos con los préacticos.

Propdsitos

e |dentificar que el limite es Unico.

e Relacionar el limite con las operaciones de funciones y determinar los limites
unilaterales.

¢ Identificar el concepto de continuidad de funciones y su relacion con el limite.

e Aplicar las propiedades de la continuidad de funciones.

Competencia especifica

Utilizar el concepto de limite para analizar la continuidad y la derivada de una funcién,
utilizando las propiedades de los limites.
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Foro de dudas

*Recuerda consultar y participar en este espacio de didlogo, en él podras también
resolver tus inquietudes de esta segunda unidad, asimismo puedes apoyar a tus
compafieros(as) en solucionar sus inquietudes, siempre y cuando cuentes con la
respuesta correcta basada en fuentes confiables.

Planeacién del docente en linea

*Recuerda que en este espacio se plasmarad como desempefarte en esta unidad,
consultalo ya que estara cambiando constantemente.

Actividades

Conforme vayas avanzando en el estudio de esta unidad, puedes ir realizando las
actividades correspondientes a esta unidad. La descripcion de las mismas puedes
encontrarla en el espacio Planeacion del docente en linea, ahi te marcaran:

e Instrucciones especificas de lo que deberas realizar.
e Caracteristicas de los entregables.

e Criterios de evaluacion que se tomaran en cuenta.

e Fecha de entrega.
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Guia de operacion de actividades para el

estudiante UnADM

Recuerda que puedes utilizar la Guia de operacion de actividades para el
estudiante UnADM para que conozcas los elementos de la asignatura, asi como
del aula destinada para que realices tus actividades. Esta la encontraras en la
seccion Material de apoyo.

Limites

El limite de un funcién es uno de los conceptos mas importantes que hay en el calculo, a
través de este de definen otros conceptos importante como lo son la continuidad, la
derivada, la integral, entre otros.

Concepto de limite de una funcion

Casi en todos los lenguajes, la palabra limite tiene virtualmente el mismo contexto que la
palabra frontera. Sin embargo, en calculo tiene un sentido diferente. El limite de una
funcion, en un cierto punto, es el comportamiento que tiene dicha funcion cerca de este
punto.

Ejemplo: Considera un vehiculo que viaja del punto A al punto B , dicho recorrido lo
realiza en una hora exacta. Partiendo de lo anterior, se tiene la funcion que a cada
instante de tiempo t en minutos se le asigna la distancia d (t) que es distancia que le falta

para concluir su recorrido, como lo muestra la siguiente figura:

| d()
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Como el recorrido se lleva a cabo en una hora exacta, a medida que el tiempo t se va
acercando a 60 min , la distancias d (t) esta cada vez es mas cercana a 0 . Hay que

observar que para concluir que d (t) se acerca a cero, no depende de la distancia que se
tenga cuando hayan transcurrido 60 min .

Intuitivamente, el concepto de limite es el siguiente: la funcidn ftiende a L cerca de X,
si se puede hacer que f (x) este tan cerca como se quiera de L tomando a X

suficientemente cercano a X,.

2

Ejemplo: Dada la funcion f(x) = y elvalor x,=-1, tomando valores cercanos

X +1
menores y mayores a X,=—1 se tiene lo siguiente:

x<-1 f(x) Xx>-1 f(x)
-15 %: -25| -05 _(_0'5)2_1 =
(-15)-1 (-0.5)-1
R L TP I G s S
(-14)-1 (-0.6) -1
-1.3 %: -23| -0.7 %: 17
(-13)-1 (-0.7)-1
P e PP P NGtk e SR
(-1.2)-1 (-0.8) -1
R B R =
(-11)-1 (-0.9) -1
Tabla 1.

En apariencia la funcion se aproxima a 2 cuando X se aproximaa —1. El valor menor
mas cercano a X,=—-1es -1.1y el valor mayor mas cercano a X,=-1, una pregunta

natural que puedes plantearte ¢ es suficiente este acercamiento? o ¢tengo que tomar un
valor mas cercano? Para intentar resolver estas preguntas, considera el siguiente

acercamiento por valores menores y mayores a X,=-1:
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x<=1] f(x) | x>-1| f(x)
-11 | -21 | -09 | -1.9
-1.08 | -2.08 | —0.92 | -1.92
-1.06 | -2.06 | —0.94 | -1.92
-1.04 | -2.04 | -0.96 | -1.96
-1.02 | -2.02 | -0.98 | —-1.98

Tabla 2.

De nuevo, aparentemente, se tiene que f(X) se aproxima a 2 cuando X se aproxima a

—1. De nuevo es natural preguntarse: ¢ya me acerqué demasiado?, para responder esta
pregunta se presenta el siguiente acercamiento:

X<-1 f(x) X>-1 f(x)
-1.01 -2.01 -0.99 -1.99
-1.001 —-2.001 —-0.999 -1.999
-1.0001 | -2.0001 | —-0.9999 | -1.9999
—1.00001 | —2.00001 | —0.99999 | —1.99999
—1.00001 | —2.000001 | —0.999999 | —1.999999
Tabla 3.

La tabla anterior presenta de manera mas clara que f (x) se aproxima a 2 cuando X se
aproximaa —1.

Hay que observar que el proceso anterior depende de la palabra cercania,
matematicamente se dice que X es cercano aysi la diferencia entre ellos es un niamero

“pequeio”, es decir, existe r > 0, con r pequefio, tal que x |— y <|r . En consecuencia el
hecho de que f(x) este tan cerca L significa que existe 0 > 0, con 0 pequefio, tal que

| f(x) - L|< 0y de manera similar que x esté suficientemente cercano a X, significa que
X# X, y que existe 6> 0, con ¢ pequefio, tal que 0 < >1 — X |< o . Finalmente, el enunciado
f (x) este tan cerca como se quiera de L se traduce para cualquier 0 >0, se tiene que

|f x) - L| < 0. Agrupando las observaciones anteriores se tiene la definicién formal de
limite:

Definicién 2.1.1.1. Se dice que la funcién f(x) tiende a L cuando x tiende a X,si y s6lo
si para todo 0 > 0 existe >0, que depende de 0, tales que:

| f()—L<0si O<x-xko

Universidad Abierta y a Distancia de México | DCSBA | Calculo diferencial 8



U 2 Calculo diferencial
Limites y continuidad

En tal caso, se denota por limf(x)=L 0 f(x) »L cuando X — X,.

X—>Xo

De forma gréfica el concepto de limite se presenta de la siguiente manera:

N

(x./(x))

J (%)
L4

-§ Sefajuir s

I
o
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1
-

1
|
oY
\ &

3

H-—
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Representacion grafica del limite 1.
Ejemplo: Se tiene que lim* = . En efecto, primero hay que identificar los elementos, en

X—2 4 2
o X o 1 L,
este caso la funcién es f(x) =—, ellimite es L="_y el valor en cuestion es X,=2 . Para
4 2

0> 0, hay que encontrar un valor > 0 que cumplan con la definicion de limite. Se tiene lo
siguiente:
1
o X —_ :_ X —_
*=3=p3

Por consiguiente, la condicién | f (X) - |.| < 0 se traduce en_|x — 2|< 0 por consiguiente
4

1
|f(x)—|_|=§_i‘= _X—Zz‘_
4 2 2

4

|x - q < 40, luego basta tomar 6= 40 para que se cumpla la condicion de limite.
Gréficamente se tiene lo siguiente:

N ==
=7
|
=
)

Representacién grafica del limite 2.
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Advertencia: la definicion de limite solo permite demostrar que el limite de la funcién en
un punto determinado es correcto, mas no proporciona un método para calcularlo dicho
valor, ademas encontrar el valor de ¢ a partir del 0 dado, no siempre es facil, como se
muestra a continuacion:

Ejemplo: Se tiene que lim x*=a’, en efecto, observa que la funcion es  f (x) = x*, el limite

X—a

en supuesto limite es L =x} y el punto es cuestion es X,=a . Se tiene que:
c‘J>|f(x)—L|=>42—a2 |=|(x—a)(x+a} =x—al|x+4

Por otra parte, observando si la distancia entre X y a es menor que 1 se tiene que
1>x—d>Kk}-4 |es decir, |x|<1+a| esto que implica que:

| x+kdbk(1rd) +ht1e2d |

o
min {1, ]} y se tiene lo siguiente:

[ J
ﬁj‘ (o)
‘xz_az‘:[x—aHx+a|<L1+ ﬁ1|+)2 a)H)

Finalmente, se define 6=

Por lo tanto lim x?= a2.

X—a
Para observar que una funcion no tiene limite en un determinado valor, hay que analizar
porque no se cumple la definicién de limite, es decir, hay que negar la condicién:

Para todo 0 > 0 existe 0> 0 talque, para todo x si 0 <X + Xy < {5 implica que
|f(x) - L|< 0.

Dicha expresion en la siguiente:

Existe 0 > 0 tal que para todo 6> 0 existe algun x para el cual es 0 <X Jr Xo < Eeso

implica que | f (x) - L[> 0.

La anterior definicion no es facil de emplear, en la siguiente seccion se presenta la
propiedad de unicidad y a partir de ella, se presenta una técnica mas sencilla para mostrar

gue un limite no existe.
2

X
En el ejemplo de la funcién f(x) =
X +

valores menos y mayores respectivamente, este tipo de acercamientos toman el nombre

se hacen aproximaciones al valor X,=—-1 por
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de limites unilaterales, los cuales se clasifican en limites por laizquierday limites por
la derecha dependiendo si el acercamiento es por valores menores o valores mayores
respectivamente.

Los limites unilaterales de una funcién de definen de la siguiente forma:
(). Sedice que f(x) tiende aLcuando Xtiende a Xopor laizquierda siy solo si

paratodo >0 existe §>0 talque |f(x) - L|< 0si0<X,—x<J.Ental caso se

denota por f(x) »L cuando x — x; 6 limf(x) =L . Graficamente se tiene lo

siguiente:

‘S il
17
f(x) J |
€ |
1

Ll-dacqaaafp--

1 1

I 1

1 1

I 1

1 1

I 1

I R Im = -

1 1

1 1

1 1

L 8 :

1 1

X

=
S

Limites unilaterales 1.

(i). Sedice que f(x) tiende aLcuando xtiende a X,por la derecha siy sélo si
paratodo -0 existe s-otalque |f(x) - L|<0si 0 <x—x,< 5. En tal caso se

denota por f(x) »L cuando X X; 6 lim f (x) = L . Gréficamente se tiene lo

X—Xp

siguiente:

Jix)

=
, ML

Limites unilaterales 2.
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Para finalizar esta parte se presenta como interactdan los conceptos de limite e infinito,
presentando el significado de limite infinito y limite al infinito. En el primer caso se
entiende que la funcion crece sin acotamiento y en el segundo caso la variable crece sin
acotamiento.

Se dice que f(x) tiende ax cuando x tiende a X, siy s6lo si paratodo n < existe

s-otalque f(x) =N si0<k-x|<J.Ental caso se denota por limf(x) =06

X—>Xo

f (X) >0 cuando X — X,. Graficamente se tiene lo siguiente:

O

e ——————————

1

1

1

1

1

|

1
N=p=—mmmm e === -, -

|

1

1

1

1

]

X Xy
Limites unilaterales 3.
Por Ultimo se dice que f(x) tiende a L cuando xtiende a « si y sélo si para todo ¢ - o
existe N e[ talque J f(xX) -l <0, six=n . Ental caso se denota por limf(x)=L 0

f (x) L cuando x - « . Graficamente se tiene lo siguiente:

S

Limites unilaterales 4.

1

.1 1 ‘
Ejemplo: Se tiene que lIM—=0, enefecto,sea | _, tajque - (1 <0, entonces X >
X 0

x—0 X

: _ 1
basta tomar el valor y cualquier natural mayor o igual a _.
0
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’{f.

.1 1 1
Ejemplo: Se tiene que lim_ =0 , en efecto, sean talque >N, entonces > X,
x—0" X X N

asi basta tomar 5= 1 )
N +1

Propiedades de los limites

En la seccion anterior se presento la definicion formal de limite de una funcién en términos

de 06— 6, en ningln momento de presenta una técnica o un método para proponer el valor
del limite de la funcién, en esta seccion se presentan las propiedades fundamentales de
los limites las cuales son muy utiles en el célculo de los mismos.

Una pregunta natural sobre los limites es: ¢ Cuantos limites tiene una funcién en un
determinado valor?, la respuesta a esta cuestién es importante ya que presenta el nimero
de objetos que hay que encontrar, dicho resultado es el siguiente:

Teorema 2.1.2: Si el limite de una funcién existe, entonces es Unico.
Demostracion: Se procede por contradiccién. Supéngase que f(x) >L y que
f(X) > M, con LxM,cuando X — X,. Aplicando la definicion de limite, para

0=|L-M|>0 existen 5,6 >0 tales que:
2 1 2

IL— M| IL-M

| ,SI0<k-x%|<5,

|f()-L< Si0<k-x|<d y |f)-Mk

Luego, hay que garantizar que las dos condiciones se cumplan simultaneamente, para
ello hay que tomar el mas pequefio entre &,y &, es decir, si0<x|-X, |<d=min{d,,5,},
se tienen las siguientes relaciones:

|L—M|:|L—M+(f(x)—f(x))|:{L—f(x))—(M—f(x)) |
- M LEM

ftrf(x)—l_|+|f(x)—M|<L ) +

—L-M|

Hay que observar tales elementos x existen ya 9,,6,>0 y esto implica que §>0. En

consecuencia |L —M|<|L — M|, lo que es una contradiccion. Por lo tanto L =M.
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Cabe mencionar que el teorema anterior parte de una hipotesis muy fuerte que es: Si el
limite de una funcidn existe, situacion que hasta el momento se puede garantizar. Por
tal motivo se presenta los limites de funciones que son muy Utiles en el calculo de los
limites. El siguiente resultado relaciona el concepto de limite con el concepto de limites
unilaterales.

Teorema 2.1.3. El limite de f (x) cuando x tiende a X, existe si y sélo si los limites

unilaterales de f(x) cuando x tiende a X, existen y son iguales.

Demostracion: Supéngase que f(x) »L cuando X — X,, esto implica que para todo
o>oexiste s-otalque |f(x)—L|<0,si0<}—x, |< 5. Laexpresion 0<k—xk Ses
equivalente a —0< X —X,< d. Tomando la primera y la segunda desigualdad
respectivamente se tiene que:

[f(x)-L<0si0<x—%<d y |[f(X)-L<0si0<x—x<J
Por lo tanto f(x) >L cuando x —» x 'y f(X) >L cuando x — x;. Por otra parte
supdngase que f(x) »L cuando x —»x y f(X) »L cuando x — %", para s » o existen
0,,0,>0 tales que:

| f(X)—L|<0,si 0<x=X,<6, y |[f(X)-U<0,si0<x—X<5,

Tomando el valor mas pequefio entre 0,y ¢, se garantiza que se cumplen ambas
condiciones, es decir,

[f(x) —<0,si0<x-%<d y [f(X)-U<0,si0<x,—Xx<&

Donde & =min{¢,,6,} >0, ademas 0<Xx—-X,<J y0<X,—Xx<d implican que
—0<X—X, <0 0 equivalentemente 0 <k —X, | < &. En consecuencia |f (x) - L|<0, si

0 <[x—x,|< &, porlo tanto f(x) —L cuando x—>x0.u

Ahora se presentan los valores que toman el limite de una funcién constante y la funcion
identidad.

Lema 2.1.4. Dadoc € entonces limc=cparatodo x,e ! . Es decir, el limite de una

X—Xo

funcién constante es la misma constante.
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Demostracion: Dado que f(x) =c paratodo x e se tiene que para cualquier 6 > 0se
cumple que 0=f(X) —c 4 0, asi que basta tomar cualquier valor §> 0 . De manera gréafica
se tiene lo siguiente:

F)=cq-loam xmmoeoa
1 1
1 1

%)

E 3 S,

Limite de una funciéon constante 1.

Por lo tanto limc=c.

X—Xo

Lema 2.1.5. Paratodo X, €| se tieneque limx=X,.

Demostracion: Se tiene que f(x)=xy L=X,. Sea 0> 0tal que |f(X) — L=k —x,|<0,
basta tomar 6= 0, como se muestra en la siguiente grafica:

X X

Gréafica de una funciéon 1.

Por lo tanto lim x=X,.

X—Xo

Ahora se presenta un ejemplo de una funcién que no tiene limite en un determinado valor

ocupando los limites unilaterales.

Ejemplo: Se tiene que limsgn(x) no existe, para ellos se utilizan los limites unilaterales.
x—0

Recordando que la funcién signo se define de la siguiente forma:
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1 six>0
sgn(x)=4 0 six=0
-1 six<0

Tomando el limite por la izquierda se tiene que lim sgn(x) = lim (-1) = -1 por otra parte el

x—0" x—0"

limite por la derecha es lim sgn(x) = lim (1) = 1, graficamente se tiene lo siguiente:

x—0% x—0%

lim sgn(x)= 1
x—07

-1

lim sgn(x) = -1
x—0"

Funcién sin limites 1.

or la derecha es distinto al limite por la izquierda, es decir
im sgn(X) | implica que limsgn(X)  no existe.

x—0

Como el limite |i)
lim sgn(x) =

x—0" x—0*

El siguiente resultado muestra la compatibilidad que existe entre el concepto de limite y
las operaciones algebraicas de funciones.
Teorema 2.1.6. Supdngase que limf(x) =Ly que limg(x)=M entonces se cumple lo

X—>Xo X—Xo

siguiente:

. lim(f+g))=L+M.

X—Xo

G). Nm(f-g)x)=L-M.

X—Xo

lim (f-9)()=LM.

X—Xo

(iv).( Iim|(i\(><) =i, cuando M #0 .
J MY

X—>Xo \ g
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Demostracion: La idea de esta prueba consiste en aprovechar que los limite de fy g
existen en X,lo que permite proponer cantidades 0 > 0 adecuadas para garantizar la

existencia de §>0 adecuados. Supongase que 0>0, para (i) y (i) hay que observar que

para %> 0 existen 0,,6,>0  tales que
|f(x)—|_|<0_2’si0<xkxo <3y |g(x)_|\/||<%,si0<x|—x0 <&

Luego, hay que garantizar que las dos condiciones se cumplan simultaneamente, para
ello hay que tomar el mas pequefio entre J; y 6, , es decir, si 0< |x— X |< 0=min{0,,5,},

obsérvese que como ¢;,6,> 0 implica que 6>0.

De lo anterior se tienen las siguientes relaciones:

(rig)(X)—(LiM)IZfI(X)i'g(X)—(LiM)|=‘Kf‘(X)—L)i(g(X)—Ml)

0 0 .
_ _ “+_=0
<f)-L{dx) -M |<2+2

Por lo tanto lim ( f+g)(X) =L+ M. Para (iii) hay que observar que se tiene lo siguiente:

X—Xo
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((f-9)()-LM|= | f()g(x) - LM |
=|f(09() = LM+ (M =f ()M ) + (gL —g(x)L ) + (LM —LM\1)
= (f()g(x) = fF (M —gIL +LM ) + (f ()M —LM ) + ( g()L —LM)
=(f0-L)(gx)-M)+M(f(x)-L) +L(g(x) M)
~(£60=L)(900 =M M (F60 =L fL (060 ~M)
4100 -LJg0d - MM [[£60 L+ |90 - M|
4100 =gy -M|_ (M[+1)[f () - L]+ (1+1) 909 - M

Como f(x) »>L cuando X —X,, para los valores 1,L >0 existen 0,,0,>0 tales

3(M+1)

que:

[f()-L<1,si0<Xx=% [<dy [f()-LU< Si0<k—X,|< .

3(M+1)

0
>0

De manera similar, como g(X) > M cuando X — X, Paralos valores -
3 3(|LJ+1)

existen &,,0,> 0 tales que:

,siO<x—x|<5

|g(x) |\/||< |0<|X X <O y|g(x) M|

3(U+1)

0
3

Anélogamente a(i) y (ii) para que se cumpla las 4 condiciones simultaneamente hay
tomar el valor mas pequefio entre o,,9,,0, y 9,, es decir, cuando 0 < >f — X, |< 0, donde

d=min{%,5,,0,,0,} >0, se tiene que:

9(x) — M | < (11

f(x) - L =
17 T

(M D)) -Ll<(M]* 1) (||v|| ):g

(||4+1)|9(x)—M|<Q|4+1)m=g

En consecuencia
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(f-9)() - LM< |‘f () —IT||g(x) -M |+Q|v||+1)| f () - L+ (4 +1) g(x) - M|
<S+S+S:0
3 3 3
Por lo tanto lim ( f-g)(x) =L-M . Finalmente, para (iv) hay que mostrar primero que

X—>Xo

(1) 1

"mk J(X) o cuando M = 0 . En efecto, hay que observar lo siguiente:
g

X—Xo

‘ ‘ ‘M g(x)l 9() - M|
960 M| | geM | [g0ofm]

‘(1\ 1

o

M .
Como g(x) > M cuando X — X, para % >0 existe 6,> 0 tal que

| g|(><)_|\/||<M,si0<>f—x0 |<5l

I'V'I_I'V'I

Ademas M| >|9(X) M2 M| ¢(x) |, de donde se obtiene que |9(X)|>|M|- >

- 2 IMF . g existe 650
consecuencia ——— <—-Por otro lado, para T> existe 0,> 0 tal que:

|<)|||

o[Mf
| 9() -M< |2| ,si0<A-% |<6,

Tomando el valor minimo entre 6,y 6, se garantizan las dos condiciones

simultaneamente, es decir, cuando 0<k—X,& & donde §=min{d;,d,} >0 se tiene lo

‘@(x)— 1

siguiente:

|g(x) M|<k 1)R(2J((1 |\‘:0

M| lgtoiM| M

(1) 1

Lo que muestra que ”mk J(X) _M Finalmente aplicando (ul) se obtiene lo que
g9

X—Xo

L

|im(f\ﬁx)—llm|(f>< \(x) Lx =— .
J M M

XHXO\ g ) X=X, \ g

Como consecuencia inmediata del resultado anterior se tiene lo siguiente:
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’E;.

Corolario 2.1.7. Sean f,(x),..., f,(x) un conjunto de funciones tales que
f,(x)—>L,,...f.,(x) > L, cuando x — X, entonces:
(i). |im(f1+...+fn)(x)=L1+...+ L,.

X—>Xo

Gi).  Nim (fxxf)(x) = Lx...x L, .

X—Xo

Demostracién: La demostracion es inmediata aplicando induccion matematica sobre el
ndamero n .

Aplicando el corolario anterior a la funcién identidad se obtiene lo siguiente:

Lema2.1.8. Paratodo na Y X, €/ se tieneque limx’ =x';.

X—Xo
Demostracién: Se procede por induccion, para n - 1 se tiene

limx'=limx=x =x*
X—Xo X—>Xo 0 0

. . H k_ k H
Supongase queparan—x se tiene gue lim x‘= Xo, tomando n=k +1 Se obtiene lo

X—y Xo
siguiente: z )( )
X=X X=X,

- . 0
i xker — ,?ﬁ°(xk.x): limx<  limxt = x&x _ ket

Por lo tanto lim x" = xo” paratodonell .

X—>Xo

Combinando el teorema y su corolario junto con los lemas previos se tiene el siguiente
resultado:

Proposicion 2.1.9. Sean p(x) un polinomio con coeficientes realesy X, €l! entonces
lim p(x) = p(X,) -

X—>Xo

Demostracion: Sean p(x)=a +a X+, n un polinomio con coeficientes reales y
0 1

+a, X
X, €[l ,entonces:
lim p(x) = Iim[a +ax+,__+anX”]: lima +limax+ _ +Ilimax"
0 1

X—> Xo X%, X—> Xo X— Xo X— Xo

:ao+(1m al)(jim x)+---+(Ji_[Q an)(lim x”)

X—=>Xo
=a +ax +,  +ax"=p(x)
0 10 n o 0

Aplicando el resultado anterior y la parte (iv) del teorema se tiene lo siguiente:
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Proposicién 2.1.10. Sean h(x) una funcién racional y X, €[l entonces lim h(x) =h(x,) ,

X—>Xo

cuando h(x,) existe.

Demostracion: Como h(x) es una funcion racional, existen dos polinomios p(x) y q(x)
p(x)

como h(x ) existe implica que q(x ) = 0 . El resultado se obtiene de
0 0

tales que h(x) =

q(x)
: . p(x X
observar que lim h(x) = ||mﬂ= @= h(x) .
X—Xo % (X) q (XO )
Ejemplos:
e [|im5=5.

x—4

o lim 4x° = 4(-3)>= 4(9) = 36.

X—>-3

e limPBx*-5x+6 %3(2)2 _5(2)+6=3(4)-10+6=12—4=8.
X—>—2
lim |r 4¢-6x-3x | lim[4x°—6x" -3x| 4(-1y-6(-1-3(-1) -7 7
° _ _ _ 7
i a¢ 24 | lim[4x* -24] 2(C1-2a —5 20

x—>—1

) o ( X six>1
Ejercicio: Calcular limf(x) donde ()= _ :
x-1 X°—2 six<l

Solucién: Se procede a través de limites unilaterales. Para para valores menores que 1
la regla de correspondencia de f(x) es x*— 2, en consecuencia, el limite por la izquierda

es.
lim f (x) = lim(x* —2) =(1)° ~2=-1.

x—1" x—1"

De manera similar para valores mayores a 1 la regla de correspondencia de f(x) es -1,

en consecuencia, el limite por la derecha es:
limf (x) =lim (—x) = —(1) =-1.

x—1" x—1"

Gréficamente se tiene lo siguiente:
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Grafica del limite de una funcién 1.

Como lim f (x) = lim f (x) = -1 se tiene que lim f (x) = -1.

x—>1" x—1* x—1

Existen funciones cuyos limites no se pueden calcular por simple evaluacién como los
ejemplos anteriores, en algunos casos se requiere hacer un poco de artificios algebraicos.

[6-5x+x1
Ejercicio: Calcular lim| ———
x—2 X —4

Solucion: Este ejercicio pide calcular el limite de una funcion racional, el problema que
. . 2 .
presenta es en el denominador ya que Ilrrzl[x2 —4] = (2) -4=4-4=0 y en consecuencia
X—>
el teorema sobre el limite de un cociente no se puede aplicar ya que no se cumple con su

hipétesis.

Hay que observar que tanto el numerador como el denominador se puede factorizar, en
consecuencia se tiene lo siguiente:

6-5x+x*  (X=2)(x-3)
X =4 (x—2)(x+2)

El mismo concepto de limite dice que hay que tomar acercamiento, eso significa que x -2
€en consecuencia x -2 oY la expresion anterior se reduce el siguiente modo:

6—5x+x2:M(X—3) _x-3
X’ —4 M(x+2) X+2

Por consiguiente

[6-5x+x*1_ [x=3] lim(x-3) 2-3 1

il S ma | M |- 2)- 2r2 -3
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CIe-5x+x*] 1
Por lo tanto lim| __, |=—_

=2 x -4 | 2
Los siguientes ejemplos se resuelven de manera similar al ejercicio anterior.

Ejemplo:
e lim 8-6x+% =|imM(X_2):|imx—2=4—2_2
x>4 20— 9X + X x—>4M(X_5) >4 x—5 4-5 -1
. —4—x+3X° W(BX A 3x-4 3(-1)-4 -7 7

lim =lim

o1 445X+ X2 M(X“") xo1X + 4 —_1#/4??:—

o lim L6 =IimM(3X_l)=lim _1:@__2: >
+%—5—9x+2x2 Hflﬁgx{fj(x—S) x>-2 X =5 —5—5 _1111

1
Cuando se requiere calcular limites al infinito, hay que utilizar larelacion lim_=0, esto

x>0 X
se realizara factorizando la potencia de x que se presente tanto en el numerador como
en el denominador, como se muestra en los siguientes ejercicios.
Ejemplo: Calcular lim X_+1

x>0 3X — 2
Solucién: Se comienza factorizando x en ambas componentes de la funcion racional
para obtener lo siguiente: (

X 1+=
X +1 /7 X 140 1
lim :Iim( \_Iim—X: = .
203X — 7 xoe0 2 X0 2 3-0 3
XK3_| x|D>§ -
Por lo tanto lim x+1 :1_.
o3 -2 3
3
Ejemplo: Calcular lim X 4X2+1

X0 —2X — X + 5X

Solucién: Se comienza factorizando x*en ambas componentes de la funcién racional
para obtener lo siguiente:

X+ 4x +1 X (1+; +_\| 122 1+0+0 1

lim =[im ( T 5 \—Ilm X X - =— .

Xﬁw:zys—_xw X—00 |_2_ + | X—>30_2_1+52 —Z—U+ 2
)(6/\ X X"L) XX
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Porlo tanto lim _ X +4x+1 1

e X3 —x*+5x 2
L
Ahora se presenta la relacién que existe entre el concepto de limite y la composicion de

funciones:

Teorema 2.1.11. Supéngase que f(x) »>L cuando X = X, y que g(u) > M cuando

u—L entonces (geof)(X)—> M cuando X — X,.

Demostracion: Como g(u) > M cuando,_,.,dados-0 existe 6,>0 tal que

lg(u) -M |<0, si0<]u- L< &,. Por otro lado,como f(x) —L cuando X — X,, para &,> 0
existe 5o talque |f(X)—L<d,, si0<x-Xx|< J, entonces tomando los valores u tales
queu=f(x)y0< x|— x0<|5, lo que implica que

|9 (f(x)-M<0o,si0<k-xk&
Por lo tanto (g f)(x) =M cuando X — X,.

El teorema anterior plantea que para calcular el limite de una composicion de funciones
es lo mismo componer las funciones y calcular el limite o calcular los limites de manera
parcial, como lo muestra a continuacion:

Ejemplo: Sean f(x)=3x%, g(x)=2x -1y X,=-1, entonces lim f(x)=lim3x* =3(-1)" =3,

X—>X0 X—>—1
en consecuencia L=3, luego limg(x) =lim 2x-1 32(3)-1=5. Por otro lado, realizando la
x—L x—3
composicion se tiene (g o f)(x)=g(f(x))=g(3x*)=2(3x*)-1=6x" -1, finalmente se

calcula lim(g , f)(x) = lim(6x* —1)=6(~1)" ~1=5, el teorema garantizaba que ambos

X—Xo X—>—1

resultados es el mismo.

Para finalizar se presenta un resultado que relaciona el limite con el orden que existe en
los nUmeros reales.

Teorema 2.1.12. Supéngase que f(x)<g(x) para todos los valores suficientemente

cercanos aX,si f(x) > Ly g(x) > M cuando X —> X, entonces L <M .

Demostracion: Sea ¢(X) = g(x) — f (X) entonces ¢(X) >0 para todos los valores suficiente
cercanos a X,y ademas lim (D(X) =lim ( g(X) —f (X)) =M-L . Definase k=M-L, para

X—Xo X—Xo

mostrar que k = o Se procede por contradiccion, es decir, supdngase que k <o COMO
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o(X) > K cuando X — X, para @ >0 existe 5> o talque |p (x) -K| < @ , Siempre y
K
cuando 0 < k—x,|< &. Observando que [P(X)|- K< {p(X) - K & % implica que

K
[P < K +§=E , en consecuencia |¢(X)|< 0 ya que k<o, lo cual es una

contradiccidn por consiguiente k>o. Por lo tanto m> L .

N

Teorema 2.1.13. Dadas tres funciones f(x), g(x) y h(x) tales que g(x) < h(x) <f(x) para
todos los valores suficientemente cercanos a X,. Si lim f (x) = lim g(x) = L entonces

X—Xo X—Xo
limh(x)=L.
X—>Xo
Demostracion: Como f(x) > Ly g(x) >L cuando x— X,y g(x) <h(x) <f(x) para
todos los valores suficientemente cercanos a x,, Se tiene que para ¢ > o existen s o tales

que N
f(x) - X) — ,Si0gx— X<
| () ‘-<4 y |g( ) I‘-< | |

Hay que observar lo siguiente:

0< F(X)—g(x) =(f(x)-L)—(g(x)-L)<|F () =4 +9(x) —L|<

J>Io
-blo
|\>|o

Tomando

IL—h(x)|= |(L—f(x)) (f(x)- h(x))|<|f(x) L+ f () — h(x)|
= +(f(x) g(x))< +%<o
4 4 2

Por lo tanto se tiene que lim h(x) =L

X—>Xo
Como consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.1.14. Para todo ne[] \{0} se tiene que limx"=0 .

x—0

Demostracién: Se tiene que 0< x'<x paratodo 0 <[x|<1, ademaslim0=0 ylimx=0

x—0 x—0

por el teorema anterior lim x"=0 .

x—0
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Continuidad

La continuidad es una de las propiedades mas importantes que tienen algunas funciones,
la importancia que tiene esta propiedad es que a partir de ella se pueden garantizar otras
propiedades.

Continuidad de funciones

En la seccion anterior, muchos de los ejemplo de limites se calcularon evaluando ya sea
en la funcién original o en reducciones de la misma, en general el limite de una funcién no
siempre se puede calcular de esta manera, sin embargo hay una familia de funciones la
cuales permiten calcular los limites evaluando. Esta seccién comienza presentando la
definicion de una funcién continua.

Intuitivamente, la grafica de una funcién continua se puede dibujar sin despegar el lapiz,
es decir, es un trazo continuo esto significa que no presenta interrupciones, ni saltos ni
mucho menos oscilaciones indefinidas. Pero definir un concepto a partir de la vista, puede
ser engafioso, por consiguiente la definicién formal de una funcién continua es la
siguiente:

Definicion 2.2.1. Se dice que una funcién f (x) es continua en X,siy solo si
(). Lafuncion f(x) esté definida en X,.
@i). Hmf(x) existe.

X—>Xo

Gii).  limf ) =T (%) .

X—>Xo

En caso contrario, se dice que f(x) es discontinua en x,siy sélo si f(x) no es continua
en X,. Ademas se dice que f(x) es continua en un conjunto Ssiy sélosi f(x)es
continua en x paratodox € S.

Hay que observar que el concepto de continuidad es un local, esto quiere decir, depende
del punto donde se esté trabajando.

A partir de (iii) la definicion de continuidad se escribe de manera equivalente: la funcion

f (X) es continua en X,si y sélo si para todo 0 > 0 existe 0> 0 tales que | f(x)—f (XO} <0,

siX-%k 6.
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Ejemplo: Cualquier polinomio p(x) es una funcién continua paratodo x, €[’ yaque
lim p(x) = p(X,) paratodo x, €l .

X—>Xo
Ejemplo: El polinomio p(x)=3x*-5x*+5x—2 es continuaen r .

Cuando f(x) es discontinua en X, significa que al menos una de las condiciones de la
definicion de continuidad no se cumple, de manera mas clara se tiene que:
(@) Que f(x) no existe esté definida en X, .

f(x) no existe

AN

Polinomio continua en R 1.

N

(b) Que limf(x) no exista.

X—>Xo

lim f(x) no existe
ey

\

Polinomio continuaen R 2.
(c) Qué limf(x)=f(x).
X—>Xo

Six)

X

Polinomio continuaen R 3
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. ) - . _ p(x)
Ejemplo: Dada una funcion racional N(x) = _"" &5 continua en todos los valores X, tales
q(x)
que q(X,) = 0.
. ) X2+ 3x -2 . .
Ejemplo: La funcion f(x)= 5x 16 es continua salvo los valores que satisfacen
X“—5X +

x* —5x+6=0, equivalentemente se tiene que (x—2)(x—-3)=0, por consiguiente x—2y

x=3. Porlotanto f(x) es continuaen [1\{2,3}.

X2+ 3x—2

Ejemplo: La funcion f(x) =
Jemp ) X2+ x2— 20x

es continua salvo los valores que satisfacen

x*+ X’ 20x = 0, equivalentemente se tiene que X(x+5)(x—4)=0, por consiguiente x — o

, x=—5Y x-4.Porlotanto f(x) escontinuaen!| \{-50,4}

Ahora se presenta dos ejemplos de como estudiar la continuidad de una funcion definida
por secciones.

L _ [ six<a
Ejercicio: Dada la funcién f(x) =1 _ hallar el valor de a para que f(x) sea
(3x+a six>4

continua en x,=4.

Solucién: Dado que f(x)=—x* para x <4 entonces f(4)=—(4)" =-16, es decir, se

cumple la condicion (i) de la definicion. Para la condicion (ii) se toman los limites
unilaterales, de donde se obtiene que:
lim f(x) = lim(-x*)=—(4)"=-16 y limf(x)=1
X—4~ X—4~ X—4"

Como lim f (x) tiene que existir, implica que:
X—4
-16=Ilimf(x)=limf(x) =12+ a

X—4 X—4"

Porconsiguiente a—_16-12-_28.

im (3x+a)=3(4) +a=12+a

X—4

_9y? .
Ejercicio: Dada la funcién f(x):{( 2X+4 six<1

| 3x six>1

estudiar su continuidad.

Solucién: Dado que f(x) es una funcién por secciones donde cada seccién es un
polinomio definido sobre intervalos, solo basta estudiar cuando X,= 1, dado que 1<1 se

tiene que f(1)=-2(1)°’+4 =2 . Tomando limites unilaterales se tiene lo siguiente:
lim f(x) = lim(-2x* +4)=-2(1)* +4=2 y limf(x)=1lim (3x) =3(1) =3

x—1 x—1 x—1* x—1
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Como lim f (x) = lim f (x) entonces lim f (x) no existe, es decir, la funcibn  f (x) es

x—1" x—1* x—1

discontinua en x,=1. Por lo tanto f (x) es continuaen [ \ {1} .

Propiedades de la continuidad

En esta seccidn se presenta algunas propiedades de las funciones continuas, se
comienza presentando la relacién entre las funciones continuas y las operaciones
algebraicas de funciones.

Teorema 2.2.2. Supdngase que f(X) y g(x) son continuas en X, entonces:
@). (f+9)() es continuaenx, .
(). (f-9)(X) escontinuaenX,.
(iii). f-g)(x) es continua en X, .
(iv).;, _jx) es continua en x ,osi g(x) ;: 0.
g
Demostracion: Como f(x) y g(x) son continuas en X,se tiene que
imf(x)=f(x,) ylimg(X)=09(X) -

Para (i) y (i) se tiene que
lim(f£9)(x)=f(x)£9(x)=(f£9)(%)

Para (ii) se tiene lo siguiente:
lim (-9)(x) = f(x)-9(%) =(-9)(%)

X—Xo

Finalmente para (iv) cémo g (X,) ;t(Ofs\e tiene lo siguiente:

lim ()= f(x) _(f)
5] o 6

Con lo anterior queda demostrado el teorema.

Ahora se presenta la relacion que hay entre el concepto de continuidad y la composicién

de funciones:

Teorema 2.2.3. Supdngase que f(X) es continua en X,y que g(x) es continuaen f(Xx,)

entonces (g f )(x) es continua en X, .
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Demostracion: Para mostrar este resultado se utiliza la relacién que hay entre el limite de
una funcién y la composicion de funciones. Como f (x) es continua en X,implica que

limf(x) =f(x,) ycomo que g(x) es continuaen f(x,) implicaque lim g(u)=g ( f( Xo))
u—f (%)

X—Xo

se tiene que
lim(ge f))=0(f(%))=(g°f)%)-

Por lo tanto (g f )(X) es continua en x,.

Ejemplo: La funcion h(x) = 2(x2 +5)3 es continua en todo ¢ ya que h(x) es la

composicién de las funciones f(x)=x’+5 y lafuncion g(x) = 2x°.

Cuando f(x) esta definida en un intervalo abierto (a,b) , hay que recordar que f(x) es

continuaen (a,b) siysolosi f(x) es continuaen xparatodo x e(a,b). Cuando se

tiene un intervalo cerrado [a,b] se dice que f(x) escontinuaen [ab] siysélosi f(x)
es continua (a,b) , lim f=f@ ylimf)=f().

El siguiente resultadxgapresenta como Flrpétesis la continuidad de la funcién un punto sin

embargo la conclusion muestra el comportamiento de la funcién un intervalo que contiene
a dicho punto.

Proposicion 2.2.4. Supdngase que f (x) es continua en X,si f(X,) >0 existe s-otal

que para todo x que satisface |x - x0|< o implicaque f(x)>0.

Demostracion: Dado que f(x) es continua en X,entonces para cada ¢ > o existe s o
tal que |f(x)—f(x,)|<0, si [x =X|< &, en particular cuando 6 =f (x,) >0 existe 5= o tal

que [f(x)—f(x)<f(X),si|x—X|<J.Loqueimplicaque f(x)>0.
L
Como consecuencia inmediata de la proposicion anterior se tiene lo siguiente:

Corolario 2.2.5. Supdngase que f(x) es continua en x,si f(x,) <0 existe s-otal que

para todo x que satisface |X —X{< & implica que f(x)<0.

Demostracion: Basta observar que la funcion —f (x) satisface las hip6tesis de la
proposicion anterior.
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Los siguientes resultados presentan algunas propiedades que tienen las funciones
continuas definidas sobre intervalos cerrados, esto requiere la utilizacion del axioma de
completes de los nimeros reales.

Teorema 2.2.6. Supdngase que f(x) escontinuaen [a,b] ,sl f(@<0y f(b)>0

entonces existe ¢ €(a,b) tal que f(c)=0.

Demostracion: Sea A={xe[a,b]| f(y) <0 paratodoye[a,x]}, dado que f(a)<0, por el
Corolario 2.2.5 implica que existe 0> 0tal que f(x)<0 para cada x que satisface
x—a<J, esto garantiza que A=< . De manera similar, como f (b) >0 por la Proposicion
2.2.4existe 0>0talque f(x) >0 para todo x que satisface b — X < &, por consiguiente a
no vacio es un conjunto acotado superiormente, por el axioma de completes existe C € L
tal que ¢ =sup( A) .

Ahora se mostrara que f (c) =0, para ello se procede por contradiccion, supdngase que

f (c) < 0 por el Corolario 2.2.5 existe 0> 0 talque f (x) <O para todo x que satisface

|x—d <, equivalentemente C—0 <X<0+C, asitomando c<y<c+J se tiene que

f (y) <0 lo que contradice el hecho de que ¢ =sup( A) . De manera analoga, supdéngase

que f(c)> 0 por la Proposicion 2.2.4 existe 0> 0 talque f(x) >0 para todo xque

satisface [X—q <&, equivalentemente C—J <X<J+C, asitomando c—5<y<c se tiene
que f(y)>0 lo que contradice el hecho de que ¢ =sup(A). Porlotanto f(c)=0.

]

De forma gréfica el teorema anterior se presenta de la siguiente forma:
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Grafica teorema 2.2.6 1.

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tienen los siguientes
resultados:

Corolario 2.2.7. Supdngase que f(x) escontinuaen [a,b] ,si f(@>0y f(b)<O

entonces existe C€(a,b) talque f(c)=0.
Demostracion: Se obtiene de aplicar al teorema anterior a la funcion —f (x) .

Corolario 2.2.8. Sup6ngase que f(x) escontinuaen [a,b] ,si f(a) <y<f(b) entonces

existe ¢ €(a,b) tal que f(c)=y.

Demostracion: Se obtiene de aplicar al teorema anterior a la funcion h(x) =f (x) -y, en
efecto como f (x) escontinuaen [a,b] entonces h(x) =f (X) —y es continua en [a,b] ,
ademas h(a)=f(x) —y <0y h(b) =f (b) —y > 0 por el Teorema 2.2.6 existe C e(a,b) tal

que h(c)=0, esdecirf(c)=y.
]

Antes de presentar el siguiente teorema, se comienza con el siguiente concepto, se dice
gue una funcién f (x) es acotada en un conjunto S siy solo si existe M >0 tal que

|f (X)|<M paratodox e S.

Lema 2.2.8. Si f(x) es continua en X,entonces existe un 6> 0tal que f(x) es continua
en(X— 8, %+5).
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Demostracién: Por la definicion de continuidad, para ¢ > 0 existe 6> 0 tal que
[f(0) = f (%)< 0si [x—X%]|< 5. Observandoque | f (X)|—|f () <|f (x) - f (] < 0 implica

|f (x)|< 0+|f (x,). El resultado se obtiene tomando M = 0+ | f () .
Ahora se presenta el siguiente resultado:

Teorema 2.2.9. Si f(x) escontinuaen [a,b] , entonces existe _u o tal que |f(x)|s M

para todo x e[a,b].

Demostracion: Sea A= {x e[ab]|f(x) es acotada en [a,x] } , se tiene que A = ya que
a € A, ademas b acota al conjunto a, por el axioma de completitud existe « = sup(A) . El

resto de la prueba es mostrar que b = «, para ello se procede por contradiccion,
supéngase que a<b.Como f(x) es continua en gentonces existe 6>0 tal que f(x)

es acotada en (a -J0,a+ 5) , asi que ¢ es cota superior de aentonces dado x,tal que

a—-0< X< a setiene que f(x) es acotada en [a, Xo] . Ahora tomando x,tal a < x,;< a+ &

entonces f(x) también es acotada en [X,, %], lo que contradice el hecho de que

a =sup(A). Asi b=sup(A), esto solo muestra que la funcién f(x) es acotada en [a, x]
para todo x < b, para incluir a b basta observar que como f (X) es continua en b existe
0>0talque f(x) esacotadaen (b- &,b],tomandob—- d<X,<b implicaque f(x)es

acotadaen [a,%,] yademas f(x) es acotada en [X,b]. Porlotanto f(x) es acotada en

[ab] .

De forma gréfica el teorema anterior se ilustra de la siguiente forma:

D

N

Gréfica teorema 2.2.9.
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Finalmente se presenta el siguiente resultado que garantiza que una funcién continua
definida sobre un intervalo cerrado alcanza un punto mas alto.

Teorema 2.2.10. Si f(x) escontinuaen [a,b], entonces existe x,e[a,b] tal que
f(x)<f(x,) paratodo x €[a,b].

Demostracion: Se tiene que f(x) es acotada, sea A={ f(x) |x e[ab]} es un conjunto no
vacio y acotado. Por el axioma de completes existe « =sup( A) . Para demostrar que existe

Xo e[a,b] tal que f(x,)=a se procede por contradiccion, supéngase que f(x) = ay

definase la funcién g(x) = para cada Xe [a,b] , setiene que g(x) es continua en

_1
f(X)—a
[a.b] , como &= sup( A) implica que para todo 0 > 0 existe x €[a,b] tal que a—f (x) <0,

. 1 1
estos es equivalente a que 20 ° 0,cuando xe[a,b].Por consiguiente 9(X) >~ cuando
gix 0

Xe [a,b] , esdecir, g(x) no es acotado, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto existe

x,€[ab] tal que f(x)=a.

De manera gréfica se tiene lo siguiente:

f(xo)' ——————————

[ [
L S

Xy

Gréafica teorema 2.2.10.

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.2.11. Si f(x) escontinuaen [a,b], entonces existe x,<[ab] tal que

f(x)=f(x,) paratodo x €[a,b].

Demostracion: Se aplica el teorema anterior a la funcion —f (x) .
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Cierre de la unidad

En esta unidad se presenté el concepto de limite. A partir de este, se demostré que
cuando existe es Unico, se estudiaron sus relaciones con las operaciones de funciones,
asi como también los limites unilaterales y su relacion con el limite. Después se present6
el concepto de continuidad de funciones y algunas de las propiedades que se desprenden
de este.

Para saber mas

Para profundizar sobre la continuidad de funciones y sus propiedades se puede
consultar el siguiente sitio. Te recomiendo revisar estas paginas, trata sobre los
espacios métricos topolégicos, que dentro del area de calculo diferencial y otras
asignaturas te seran de utilidad.

e http://www.personal.psu.edu/jxr57/527-FA10/527F10-notes.pdf
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