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Presentacion de la Unidad

En esta Unidad se presenta una introduccion a las series de Fourier, la primera seccion
comienza con el concepto de producto interno de funciones, a partir de éste se define la
ortogonalidad de funciones e inmediatamente se presenta la definicién de funcion

periddica.

La segunda parte presenta como se obtiene la serie de Fourier de una funcion periédica
junto con las propiedades que posee la misma. Finalmente, se presentan los conceptos
basicos de la aproximacion para las series de Fourier.

Propositos

e Calcular los coeficientes de la serie de Fourier de una funcion periddica.
e Calcular la serie de Fourier de una funcion periodica par o impar.

e Aproximar una funcién por medio de una serie de Fourier.
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Competencia especifica

SABER >

Identificar problemas que no tienen funcién periddica secuencial, para
proponer su solucién mediante la aplicacion de las series de Fourier.

2. Series de Fourier

Las series de Fourier aparecen en afio de 1807 como una
propuesta para resolver la ecuacion del calor que describe
la conduccién de un flujo de calor a lo largo de una lamina
metalica, estas toman el nombre del matematico francés
Joseph Fourier.

La esencia fundamental detras de las series de Fourier es
gue una funcidn con ciertas caracteristicas se puede
expresar en términos de una Unica serie que tiene
funciones senos y cosenos.

Joseph Fourier.
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2.1. Funciones ortogonales

En esta seccion se presenta el concepto de producto interno de funciones, este es una
generalizacién natural del producto escalar de vectores, a partir de este se define la
ortogonalidad de funciones de forma similar a la perpendicularidad de vectores.

2.1.1. Producto interno de funciones

Recuerda que para un par de vectores @, €l ®, donde @ =(a,8,,8,) y A =(b,b,,b,)
El producto punto de ¢ y g esta definido por la relacion:

3
a'ﬂ:aib1+a2b2+asb3 :zakbk
k=1

La anterior definicion se generaliza al espacio de funciones (continuas a pedazos
definidas sobre un intervalo fijo) del siguiente modo: Sea C[a,b] el conjunto de todas las

funciones continuas a pedazos definidas sobre el intervalo [a, b] .

Definicion: Dadas f,g eC[a,b] , el producto interno <f,g> de f y g se define por la

relacion:
b
(f.9)=]f)g(xdx.
Observa que lo que se obtiene de calcular un producto interno de funciones sobre un

intervalo, es un namero real, tal y como sucede en el caso de los vectores en [J 3

»
. 4 Ejemplo: Dadas las funciones f(X) =x° y g(x) = X* calcular <f,g> en el intervalo

[-1,2].

/ Solucién: Para resolver este ejercicio solo basta aplicar la definicion de producto
interno del siguiente modo:
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32 1 21
=(2) - (-1 =X ==L
6() 6() 3 6 2

Por lo tanto (f,g):%l.

&
K4 Ejemplo: Dadas las funciones f(x)=sen(2x) y g(x) = x calcular <f,g> en el

intervalo [-1,1].

/Solucic’m: De forma similar al ejemplo anterior, este ejercicio se resuelve aplicando
la definicién de producto interno del siguiente modo:

(f.9)=[ f()g0()dx = [ (sen(2x))(x)dx

En el siguiente paso se aplica la técnica de integracion por partes, lo que permite obtener:

j xsen(2x)dx = —% X C0S(2X) + %sen(2x)

Evaluando de —1 a 1 la integral anterior se tiene:

1 1 1 1
I xsen(2x)dx = {—— XCc0s(2x) + —sen(ZX)}
% 2 4 .
= {—% cos(2) + %sen(Z)} - {—% (=D cos(-2) + %sen(—Z)}
=-2¢0s(2) +%sen(2)
Por lo tanto ( f,g)=-2cos(2) +%sen(2) :
>
.7 Ejemplo: Dados f,g eC[-12], con f(X)=x*y g(x) =2x—1. Calcular (f,g).

\/Solucién: Basta aplicar la definicion de producto interno a las funciones f y g,
como se muestra a continuacion:
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<f’g>:j‘1(xz)(2X_1)dx: j(2x3_x2)dx:{—)§+)§l

Por lo tanto, se tiene que ( f, g) =

N | ©

Recuerda que, sobre conjunto C[a, b] se definen las siguientes operaciones:

e Suma: Para f,geC[a,b] lafuncién f +g se define por:

(f+9))="f(x)+9(x).

e Multiplicacion por escalares: Paracell y f e C[a,b], la funcién cf se define
por:

(cf )(x) =cf(x).

En un curso de célculo de una variable se demuestra que las funciones f +g y cf son

continuas a pedazos sobre el intervalo [a, b], es decir, se cumple que f +g, cf € C[a, b].

Estas dos operaciones le proporcionan al conjunto C[a,b] una estructura de espacio

vectorial real.

A continuacion se presentan las propiedades que tiene el producto interno sobre C[a,b] .

o Definido positivo: (f, f)>0 para cualquier f C[a,b].

Esto se obtiene del hecho siguiente:
b b
(f.6)=[ 100 f(dx=[[f()] dx>0.

e Conmutatividad: (f,g)=(g, f) para cualesquiera f,geC[a,b].

Esto se obtiene del hecho siguiente:
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(f.g)=]f()g(x)dx = jg(x)f(x)dx (g,f)

e Linealidad: (cf +g,h)=c(f,h)+(g,h) para cuales quiera f,g,heC[a,b]y

cell.
Esto se obtiene del hecho siguiente:

(f+g,h)=[((cf +9)(9)(h(x))dx = [ (cf (x) + g(x))h(x)dx

a
b

= [cf (x)h(X)dX+Tg(X)h(X)dX

a

=c(f,h)+(g,h)

Recuerda que para vectores en [] °, la norma de un vector es otro concepto que se
relaciona con el producto punto de vectores, la relacion entre dichos conceptos se

presenta en la siguiente relacion: Dado a <[] ®, donde a = (ai, az,ae), se tiene que:

la| =&’ +al+al =\Ja «a.

A partir de la relacién anterior se puede definir una norma sobre C[a,b] de forma similar

alcasoen []?:

Definicién: Dado f € C[a,b], la norma || f || de f se define por la relacion:
b
I£]1= T 6) = [ 00F ax

Ademas una funcién f e C[a,b] se dice normalizada si y solo si || fl=1.

Cuando || f || #0y f noes normalizada, se tiene que la funcién — f es normalizada 'y

es llamada la forma normalizada de f , observa que este proceso es similar al de

encontrar vectores unitarios en [1°.
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3
K4 Ejemplo: Dada f €C[0,2], definida por f (x)=3sen(zx). Calcular || y presentar su
forma normalizada.

/Solucién: Basta aplicar la definicion de norma del siguiente modo:
2
[1]=T 1) = Jnf(x) J;[ssen(ﬁx)]zdx

= Jgj[é—%cos(hx)} dx = 3\/[%—%3%(2“)1)

2) 1 1
:3\/[(—2)—Zsen(27r(2))} [(2) 4sen(27r(0))}

=3y1-0=3

Por lo tanto | f|=3 y su forma normalizada es — f (x) = Sen(ﬂx)

2.1.2. Funciones y conjuntos ortogonales

El concepto de perpendicularidad es uno de los mas importante en el estudio de los
vectores en [ ° , este se caracteriza por la relacién a-f8 = al||5]|cosé , donde @ es el

angulo que forman «a y A, del siguiente modo: Si « es perpendicular a S entonces

0= % , lo que implica que:
ap=allpleos| % |-lallpl(0) =0

Inversamente, si =0 implica que |c||3||cosé =0, si &, =0 entonces cos@=0 por

o T o .
consiguiente 6:15 , por consiguiente « es perpendicular a 4. En resumen o es

perpendicular a g siy solo si a-f=0. Esta misma idea es llevada al espacio de

funciones para definir la ortogonalidad de funciones de forma analoga a la
perpendicularidad de vectores.
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Definicién: Sean f,geC[a,b], se dice que f esortogonala g en [a,b] siy sélo si

(f.9)=[F(0g()dx=0

£ 4
K4 Ejercicio: Muestra que las funciones f(x) =cos(zx) y g(x) =sen(2zx) son

ortogonales en [-11].

/Solucic’m: Basta aplicar la definicion de ortogonalidad de funciones del siguiente
modo:

(f.g)= .T f(X)g(x)dx = j.COS(ﬂ'X) sen(27x)dx

Utilizando la identidad:

sen AcosB = %[sen (A-B)+sen(A+ B)]

En consecuencia:
1

j' cos(zx)sen(2zx)dx = J %(sen(;zx +27X) +sen(2zx — zx) Jdx
= j 1 (sen(37zx) +sen(zx) )dx = [— 1 cos(37X) — 1 cos(m)}l
%2 67 2r o

1 1 1 1
=| —-—c0s(37)——cos(x7) |—| ———cos(—=37) ——cos(—rx
[Gﬂ 1) ()H&r (3~ ()}
=0
Por lo tanto f es ortogonala g .
&

k4 Ejercicio: Muestra que las funciones f(x)=x y g(x) = x* son ortogonales en [—1,1]

/ Solucion: Se procede de forma similar al ejercicio anterior:
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Por lo tanto f (x) es ortogonal a g(Xx) .

Definicién: Sea {4,} , un subconjunto de C[a,b], se dice que {#,}  esun conjunto

nel nel

ortogonal de funciones sobre [a,b] siy solo si ¢, es ortogonal a ¢,,, para cuales

quiera m,ne |l con M#n. A demas, se dice que el conjunto {¢n} €s un conjunto

nel

ortonormal sobre [a,b] si y solo si {¢n}n es ortogonal y ¢n es normalizada para toda

el
nel.

Como consecuencia inmediata de la definicién anterior, un conjunto ortonormal {¢n}nel

satisface la relacion:
1 sim=n
0 sim=n

[ #,(0, (x)dx ={

Observa que a partir de un conjunto ortogonal {¢n} de C[a,b] se puede obtener un

conjunto ortonormal {(on} , definido por ¢, =

||¢ ||

.7 Ejercicio: Muestre que el conjunto de funciones {cos(nzx)} _ es ortogonal en [0,1]

nell
y presentar el conjunto ortogonal que se obtiene del mismo.

\/Solucién: Por comodidad, sea ¢n(X) = COS(nﬂX), con nell , hay que mostrar que

¢, es ortogonal a ¢, para m#n, esto se tiene aplicando la definicién de producto interno
de funciones del siguiente modo:

(B ) = j‘¢n (X)@, (X)dx = jcos(nﬂx) cos(mzx)dx

Universidad Abierta y a Distancia de México 10
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A partir de la siguiente identidad trigonométrica

cos Acos B =%[cos(A— B)-+cos(A+ B)]

Se tiene lo siguiente:

1
I cos(nrx) cos(mzx)dx = | =[ cos(nzx—mzx)+cos(nzx—mzx)]dx
0

o N N
§1|H >~1|"‘ |\>||—\ N

cos[n(n—m)x]+cos[n(n+ m)xﬂdx

1
ﬁsen[ﬂ n—m x]+nimsen[7z(n+m)xﬂ

0

sen[ z(n+ m)ﬂ—o

sen[ z(n—-m)]+

n—-m n+m

Con esto se muestra que el conjunto {C0S(NzX)} _ es ortogonal. La normalizacion se

divide en dos caso: cuando n=0 se tiene que:

||¢o||2=<¢0,¢0>=§[¢0<x>]2 dx:ia)dx:l_

Cuando m=n=0, es decir:

=

14, = (¢ 4,) = [[4,00] dx = jcos (nzx)dx

0

Utilizando la relacion:

cos? A:£+lcos(2A)
2 2

Se tiene lo siguiente'
1

0

Icos (nzx)dx = j( +=cos( Znﬁxj {X+—sen Znﬁx)}
0=

E +4—sen (ZnE)}

Universidad Abierta y a Distancia de México 11
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Por consiguiente ||¢n || = ﬁ Finalmente, normalizando se tiene lo siguiente:

—=_ 4 (X) %COS(WZ’X) =2 cos(nzX)

N

Por lo tanto, el conjunto {1,\/§cos(n7zx)} . es ortonormal sobre [0,1].

||¢ ||

N

2.1.3. Funciones periddicas

Considera que tienes una hoja de papel, en ella traza un sistema de ejes cartesianos, uno
horizontal y otro vertical.

Enrolla dicha hoja de tal forma en que el eje horizontal coincida consigo mismo, formando
un cilindro circular.

Universidad Abierta y a Distancia de México 12
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>

JUL

Luego, sobre la superficie del cilindro, observando la posicién del eje vertical marca el
punto que estéa del otro lado del circulo que forma el eje horizontal con respecto al origen
de coordenadas.

>

N

punto opuesto

/ al origen
\ origen de
coordenadas

v
N

Dibuja una curva que se marque sobre todas las capas del cilindro:

BATA

Universidad Abierta y a Distancia de México
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” U

[N NG/

Finalmente desdoblas el cilindro:

gy

N (7N
J

N (7N
Jintiay

Lo que se obtiene en una figura que se repite a partir de un intervalo igual a la longitud del
circulo base del cilindro que formaste, una funcién periédica tiene este comportamiento, la
diferencia radica en el hecho de que en vez de considerar un hoja, hay que considerar un

plano infinito. Ahora se presenta la definicion formal del proceso anterior.

Definicion: Sea f una funcion definidade [1 en [J . Se dice que f es periddicay de
periodo T #0 siysolosi f(x+T)= f(x) paratodo xell .

Esta definicion afirma que basta conocer como se comporta la funcion en un intervalo de
longitud T para tener el comportamiento de toda la funcién, por simplicidad se toma dicho

Universidad Abierta y a Distancia de México 14
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. . . TT .
intervalo alrededor del 0, es decir, el intervalo base o fundamental es (—EEJ aqui se

considerard el intervalo base indistintamente abierto o cerrado. De forma grafica se tiene

\ T

|
f’
N\m
=
4o
h—a

Ejemplo: En curso de trigonometria elemental se muestran que las funciones sen(x) y
COS X satisfacen las relaciones:

cos(x+%}=senx y sen(x)=sen(2z + Xx)

Por lo tanto las funciones sen(x) y COS X son periédicas y de periodo 27 . Graficamente
se tiene lo siguiente:

m—— SCN X

SN SN VN SN SN
TN N NS NN

Cos x

A continuacion se presentan algunas propiedades que poseen las funciones periédicas.

Propiedades: Sea f una funcién periddica y de periodo T .
e f esperiddica de periodo NT con nel] . Para obtener esto, primero hay que

observar que cuando se toma y=x—T implica que
f(x-T)=1(y)=f(y+T)=1(x)

Universidad Abierta y a Distancia de México 15
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En consecuencia si f es periddica de periodo T también es periodica y de
periodo —T , bastatomar T >0 y n>0 para obtener lo siguiente:

f(X+nT)=f(X+(n-DT)=---=F(x+2T) = F(x+T) = f(X)
e Dada a=0, lafuncién dilatacion f, definida por f,(X)= f(ax) es periédicay de

periodo T, = I Esto se obtiene de observar que:
a

fa(x+lj= f(a(x+£j)= f(ax+T) = f(ax) = f,(x).

a

Ejemplo: Un consecuencia inmediata de lo anterior que las funciones sen(nx) y cos(nx) ,

donde n=0, son periddicas y de periodo 2—”
n

Dadas dos funciones periédicas su suma o diferencia no necesariamente es una funcion
periddica, para que esta sea una funcién periédica, hay que observar el cociente de los
periodos tiene que ser un niumero racional, es decir, tiene que existir un periodo comuan
minimo que es multiplo comdn entero a los periodos de las funciones dadas. Si no se
tiene esta condicion, la funcién resultante no es periodica.

&
K4 Ejercicio: Dadas las funcién f(x) =sen(3x) y g(x) =sen(4x), muestra que la

funcién h(x) =sen(3x)+sen(4x) es periddica y encontrar dicho periodo.

\/Solucién: Observa que las funciones f(x) =sen(3x) y g(x) =sen(4x) tienen por
periodo T, :2—” yT, = 2z :% respectivamente. Graficamente, para la funcion

f (x) =sen(3x):

Universidad Abierta y a Distancia de México 16
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27 f(x)=sen(3x)

ANANANAY
VARVARVARY,

Para la funcion g(x) =sen(4x):

Rl
Il

g(x) = sen(4x)

(SR

Tomando el siguiente cociente:

2,
LA 3—=16D
T, 27 3

Implica que h(x) =sen (3x)+sen (4X) es periddica. Para encontrar el periodo primero hay

que observar que el denominador comun 6 por consiguiente:

4 1 3
legﬂ'zgﬂ' Yy T2:E7Z':€7Z'

Ahora, hay que calcular el minimo comdn mdltiplo entre los numeradores, en este caso es

12. Por consiguiente:
3T, =3 ﬂ;r 4T, =4 §7r
1 5 y 4l 5

Universidad Abierta y a Distancia de México 17
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Por lo tanto, h(x) =sen(3x)+sen(4x) es periédica y de periodo T = 12 o

Gréficamente, se tiene lo siguiente:

noANA

L L T L

2

»
X X
K4 Ejercicio: Dadas las funcion f(x) =sen (5) y g(x)=sen (E) muestre que la

X X
funcion h(x) =sen (§J+Sen (E) es periodica y encontrar dicho periodo.

/ Solucién: Se procede de forma similar al ejercicio anterior: Observa que las

funciones f(x)=sen (%) y g(x)=sen (gj tienen por periodo:

. - L X
respectivamente. Graficamente, para la funcién f (x) =sen (5)

Universidad Abierta y a Distancia de México 18
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T, =6n

Para la funcion g(x) =sen (g} :

, g(x)=sen (g}

T, =4r |
1

1
- 0o 2‘\3717 s B\TU/W o 1WW 13m
-1

Tomando el siguiente cociente:

L _6z_3_;
T2

A 2

Esto implica que h(x) =sen(5x)+sen(2x) es periédica. Para encontrar el periodo, hay

gue observar que los periodos son multiplos enteros de 7, en consecuencia, solo hay
gue calcular el minimo comun multiplo entre los coeficientes, en este caso es 12. Por lo

tanto, h(x) =sen(3x)+sen(4x) es periddica y de periodo T =127 . Gréficamente, se

tiene lo siguiente:

Universidad Abierta y a Distancia de México 19
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2 h(x)=sen(5x)+sen(2x)

/\ T=127

™ 0T o\ 3w 4m /5w em~_7F 87 om \1om  1Im Too13T

Ejercicio: Dadas la funciones f (x) =cosx y g(x) =sen(zXx) , muestre que las funcion
h(x) = cos x +sen(zx) no es periodica.

Solucion: Se tiene que las funciones f(x) =cosx y g(x)=sen(xzx) tienen periodos

T,=2r7 y T, =2 respectivamente, tomando el cociente
T 27
= —= 72'

T, 2

Pero 7 no es un numero racional. Por lo tanto, la funcion h(x) =cos x+sen(zx) no es
periddica.

A continuacion se presentan algunas relaciones que hay entre las funciones periddicas y
sus integrales: Sean «,fll , con a < S, entonces hay que analizar el comportamiento

de laintegral.
p+T

j f (x)dx

a+T

Para ello hay que observar que si y=x+T entonces:
f(=f(y-T+T)=f(x+T)=f(x).

Tomando y haciendo el cambio de variable se tiene lo siguiente:

Universidad Abierta y a Distancia de México 20
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p p+T p+T
[foodx= [ f(y-T)dy= [ f(y)dy
a a+T a+T

Lo anterior implica se resume en el siguiente enunciado:

Lema: Sea f una funcién periddica de periodo T , dados «,f el , con a < g, entonces

BT B
j f (x)dx = j f (x)dx

a+T

Gréficamente se tiene lo siguiente: a+T S+T

B

j Flx)dx

23

i
&

Y
i,

2

R i S

Como consecuencia inmediata tomando ¢ =0y g =t se tiene que:

t+T

[ F09dx= j f (x)dx

T

Otra consecuencia que se obtiene de lo anterior es lo siguiente:

T T T
at+— ) a\+E
[ f0gdx= [ fogdx+ [ f(x)dx
T T T
3 3 2

El lema anterior se aplica para obtener las siguientes relaciones:

_J.z f(x)dx = Zj f(x)dx = j. f (x)dx
a—I (a+%j—T a+I
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Esto implica que:

T T T T T
a+5 ) a+E 2 a+E
[ f0gdx= [ fogdx+ [ f(xdx= j fgdx+ [ f(x)dx
O T S
arT T
2 2

e A

= [ f09d+ [ F)dx= [ F(x)dx

N

2
Esto muestra la validez del siguiente resultado:

Corolario: Sea f una funcion periddica de periodo T entonces para todo acll se tiene

que:

-
at—

jz f (x)dx = f f (x)dx

Ademas se cumple lo siguiente:
t+T

jf(x)dx: [ f(gdx.

T

: . . . T :
Aplicando el corolario anterior al caso particular cuando a= 3 se tiene que:

—ro |

]. f(x)dx= | f(x)dx.

N

El resultado anterior se describe Graficamente en la siguiente figura:

I~
o4
~

a+=

I

; .
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2.2. Series de Fourier

Como es sabido, las funciones senos y cosenos son funciones continuas y periddicas, la
esencia detras de la serie de Fourier es utilizar estas funciones para poder aproximarse a
cualquier funcion periodicas.

2.2.1. Series trigonométricas

Para poder expresar una funcion perioddica en términos de seno y cosenos, primero hay
que considerar el siguiente resultado, que muestra que este conjunto es ortogonal el
intervalo de longitud 2z centrado en el origen:

Proposicion: El conjunto

{1, sen(x),cos(x),sen(2x),cos(2x),sen(3x),cos(3x),.. }

Es ortogonal en (—7[,7[).

Demostracion: Para ubicarse mejor se define ¢, (x) =sen(nx) Y ¢, (x) =cos(nx) , entonces
se tiene los siguientes casos:

Caso 1. Normade 1: esto se obtiene de la siguiente relacion:
<1,1> = j dx = [X]’_[” = (7[) —(—ﬂ) =2r.
Caso 2. Ortogonalidad entre ¢, y 1: Esto se obtiene inmediatamente de la
siguientes relaciones donde se utiliza el hecho de que cos(x) =cos(—x) :
T 1 1 1
(¢,1)= f sen(nx)dx = —Ecos(nx) = —Hcos(nzr) + Hcos(—nn) =0

-T

Es decir, ¢, es ortogonal a 1.

Caso 3. Ortogonalidad entre ¢, y 1: Esto se obtiene inmediatamente de la

siguientes relaciones donde se utiliza el hecho de que sen(kz)=0 para ke :
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(0. 1)= T cos(nx)dx = %sen(nx) -0

-

Es decir, ¢, es ortogonal a 1.

Caso 4. Ortogonalidad entre ¢, y ¢, : Para esto basta aplicar la identidad siguiente:
sen Asen B =%[cos(A— B)—cos(A+B)]
Lo que implica que:

l[cos[(m—n)x]—cos[(m+n)xﬂ sim=n
sen(mx)sen(nx) = .
E(l—cos(an)) sim=n

En consecuencia, cuando m=n se tiene

(i) = T sen(mx)sen (nx)dx =

-

= Tﬂ%[cos[(m —n)x]—cos[(m+ n)xﬂdx

1 T

L enl(menx ] —2 sen[(m+n)x
_2{(m-n) [(m=n)x] (m-+n) L))

=0
Para m=n se tiene lo siguiente:

(¢, 0,)= ]i sen(nx)sen (nx )dx = ]E %[1— cos(2nx) |dx

-7

=%[x—2isen(2nx)}: =%(7Z'—(—7Z’))=7Z’

n

En resumen se tiene:
0 sim=z0

7 sim=0"

(i) -]

Caso 5. Ortogonalidad entre ¢, y ¢, : Para esto basta aplicar la identidad siguiente:
cos AcosB = %[cos(A— B)+cos(A+B)]

Lo que implica que:
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1[cos[(m —n)x]+cos[ (m+ n)xﬂ sim#n

cos(mx)cos(nx)= L
=(1+cos(2nx)) sim=n

2

En consecuencia, cuando m=n se tiene

(Pus )= T cos(mx)cos(nx)dx =

-

= ié[cos[(m —n)x]+cos[(m+ n)x]]dx

T

i1

2| (m-n)
=0

Para m=n se tiene lo siguiente:

(@0, 00) =j cos(nx)cos(nx)dx = j %[1+ cos(2nx) |dx

sen[ (m—n)x |+ sen| (m+n)x]

(m+n)

-T

— %{x + Zisen(an)Ir = %(n ~(-n))=x

n
En resumen se tiene:

0 sim=0
7 sim=0"

<¢n,¢m>={

Caso 6. Ortogonalidad entre ¢y ¢, : Para esto basta aplicar la identidad siguiente:
sen Acos B =%[sen(A— B)+sen(A+B)]
Lo que implica que:

sen(mx)cos(nx) =%[sen [(m—n)x]+cos[ (m+ n)x]]
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En consecuencia, cuando m=n se tiene

(b0 00) = T sen(mx)cos(nx)dx =

-

= ]i%[sen [(m—=n)x]+sen[(m+ n)xﬂdx

A el eslmen |
A el weme o)
=0

Es decir, ¢, es ortogonal a ¢, .
Por lo tanto el conjunto

{1,sen(x),cos(x),sen(2x),cos(2x),sen(3x),cos(3Xx),...|

Es ortogonal en (-7,7).

Ahora se tienen todos los ingredientes para poder presentar la serie de Fourier de una
funcion periddica, lo que se realiza a continuacion: Sea f una funcion periédica de

periodo 27z y supbéngase que tal funcién puede escribirse de la siguiente manera:

f(x) =%+ian cos(nx)+b, sen(nx)

n=1

Partiendo de una compatibilidad entre la integral y la serie, se puede integrar tal funcién
de —z a r para obtener lo siguiente:

T T

J' f (x)dx = J' {%+ian cos(nx)+b, sen(nx)}dx

w T

=%j dx+ " [ (@, cos(nx)+b, sen(nx))dx

n=l_,

=a07z'

. . 17 . .,
Es decir, se tiene que a, =— _[ f (x)dx. Por otra parte para k e[ se multiplica la funcion
4 -

por cos(kx) , luego se integra de —z a x Yy utilizando las propiedades de ortogonalidad
presentadas en la proposicion anterior se obtiene lo siguiente:

Universidad Abierta y a Distancia de México 26



U2

Matematicas aplicadas para ingenieria
Series de Fourier

f { + ian cos(nx)+b, sen (nx)} cos(kx)dx
{ sen(kx) + i a, cos(nx)cos(kx) +b, sen (nx)cos(kx)} dx

n=1

=2 ]E cos(kx)dx + i .T a, cos(nx)cos(kx) +b, sen (nx)cos(kx) )dx

2, n=l_,

= f a, cos’ (kx)dx =a, 7

- 17% . . .
Por consiguiente a, =—J- f (x)cos(kx)dx . Si el proceso anterior se realiza con sen(kx) se
T

j

{— en(kx) + Zan cos(nx)sen(kx) +b, sen (nx)sen(kx)} dx

tiene lo siguiente:

0

+ Y a,cos(nx)+b sen(nx)}sen(kx)dx

n=1

j f (x)sen(kx)dx =

=T

|\>|053J

c?’

N'—'§ N.—ﬁ‘

Tsen(kx)dx+ijf a, cos(nx)sen(kx) +b, sen(nx)sen(kx))

n=l_,

_ 3
2
= j b, sen?(kx)dx = b,

Por consiguiente b, :ij f (x)sen(kx)dx .
ﬂ-—zz

Las observaciones anteriores motivan la siguiente definicion:

Definicion: Sea f una funcion periddica de periodo 27 . La serie trigonométrica de
Fourier asociada a f es:

% + ian cos(nx)+b, sen(nx)
n=1

donde los coeficientes de Fourier son:

a, =1T f(x)dx a, =£]E f (x)cos(nx)dx b, =£T f (x)sen(nx)dx .
T:, T T:,
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Cabe mencionar que cuando no hay peligro de confusion usualmente se dice serie de
Fourier en vez de serie trigonométrica de Fourier.

»
i ) Ejemplo: Determinar la serie de Fourier de la funcién
-2 Si —r<x<0
f(x)= X si0<x<nxm
f(x+27) enotro caso

\/Soluci()n: Para tener una idea visual observa que f en el intervalo fundamental
tiene la siguiente grafica:

o
b

Luego se procede a calcular los coeficientes de Fourier del siguiente modo:

(a) Para a, se realiza lo siguiente:

=2 ] romoc=2l faone o2 o [ ] |

_1{(0+(2n))+én2 —0]}:%—2

T

(b) Para a, se realiza lo siguiente:
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17 1) f
a,=— Iﬂ f (x)cos(nx)dx=;“ (—2)cos(nx)dx + _([ xcos(nx)dx}

-

1 H_ 2. (nx)T . [cos(znx) . xsen(nx) T}
zll n . n

n 0
21{0{003(?70 _izﬂzl[(_lz)n _iZ]
P n n 7| n* n

Hay que observar la expresion:

(_1)n 1 O2 n es par
n n* |-=  nesimpar
n
En consecuencia
0 n es par
a,=q 2 .
-—5 hesimpar
zn
. . 2
Finalmente se tiene que &, , =———.
7(2k -1)

(c) Para b, se realiza lo siguiente:

1 Vq 1 0 Vd
b, = ;_j,, f (x)sen(nx)dx = ;{ [ (=2)sen(nx)dx + ! xsen(nx)dx}

-

1 _[ % cos (nx)}o N {_ x cos(nx) N sen(znx)}”}

n n’

2325

_ 2-2(-1)" - z(-1)’

nz

2-2(-1)" -z (-1)" |

nz

Finalmente se tiene que b, =
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Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

f(x) =%+ian cos(nx)+b, sen(nx)

n=1

2 Nz

- l(z - 2] + nZ‘O;[azn_l cos((2n—-1)x)+ 2- 2(_1)n _”(_1)'1 sen (nx)}

=[%—1j+§{—%cos((2n ~1)x) + 2-2(-) ~ = (1)

7(2n-1) nz

sen (nx)}

K 4
.7 Ejemplo: Determinar la serie de Fourier de la funcion f(X)=|X| si xe(-z,7)y
f(x)=f(x+27) en otro caso.

/Solucién: Para tener una idea visual observa que f en el intervalo base tiene la
siguiente grafica:

N

Luego se procede a calcular los coeficientes de Fourier del siguiente modo:

(a) Para a, se realiza lo siguiente:

3o 2o 2] 3] 3]

-

Ao

(b) Para a, se realiza lo siguiente:

Universidad Abierta y a Distancia de México 30



U2

Matematicas aplicadas para ingenieria
Series de Fourier y

1 Vg 1 0 Vd
a, = ;‘[, f (x) cos(nx)dx = ;{ [ (=x)cos(nx)dx + !xcos(nx)dx}

-

2 2

n n n n 0

_{—iz+ cos(n;r)]0 +|:COS(|2']7Z') _izﬂzg((—lz)n _%J
L on n o |, n n 7| n* n

Hay que observar la expresion:

1 _[_ cos(nx) xsen(nx)}0 J{cos(nx) N xsen(nx)}”}

n 0 n es par
(1) 1 i
T T3y 2 -
n n e n es impar
En consecuencia
0 n es par
a, = 4 .
-— hesimpar
zn
. . 4
Finalmente se tiene que &, , =———.
7(2k -1)
(c) Para b, se realiza lo siguiente:
4 0 Ve
b, = 1 j f (x)sen(nx)dx = 1{ I (—x)sen(nx)dx +.|'xsen(nx)dx}
72-—7[ 4 - 0

1 _[_ xcos(nx) . sen(nx)}o . [_ xcos(nx) . sen(nx)}”:l

n n n n”

Finalmente se tiene que b, =0.
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Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

fx)=22

5 +§:an cos(nx)+b, sen(nx)

n=1

- %(7[) + g[am cos((2n-1)x)+(0)sen(nx) ]

2

2
n=lmcos((Zn -1)x)

Considera una funcion g(x) de periodo 2z, a partir de esta se define la funcion:

2
f(xX)=g (?ﬂ x]
Esta funcion es periédica y de periodo T, lo cual se verifica de la siguiente manera
f(x+T)= g(z_l_—ﬁ(x+T)J= g(z_r—”x+27rj= g(z_l_—”xJz f(x)
En consecuencia la representacion de Fourier de g(x) dada por:

g(x) ==

>t ian cos(nx)+b, sen(nx)

n=1

Donde

a, = 1 ]' g(x)dx a, = 1 T g(x)cos(nx)dx b, = 1 _T g(x)sen(nx)dx
T T, -

T

. 2 .
Sustituyendo x ?ﬁx se tiene que:

n=1

PINES N NN

Ademas

17 15 (T 1
a, _;.[rg(x)dx_;j f(%xjdx_;

-

—
—o [ =

27 2
f(uy=du== f(u)d
(u) T du=o (u)du

NI

N
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Luego

17 17 T
= dx==1[ f| — d
a, ﬂ_J;g(x)cos(nx) X 77_-[ (27[ x]cos(nx) X

f(u)cos(z—”nqu—”du
T T

27zn

f (u)cos[?ujdu

Esto permite obtener la serie de Fourier de una funcién periddica de periodo arbitrario
como se presenta a continuacion:

Definicion: Sea f una funcion periddica de periodo T . La serie de Fourier asociada a

f es:

3+Zan cos(z—” nx [+b, sen (z—ﬂnx
2 T T

n=1

donde los coeficientes de Fourier son:
T

2

aoz_? f(x)dx a, =

—yo |

f (x)sen(@xjdx.

f (x)cos(@xjdx b, _2
T T

—r |

2
: T

=
N

2

»
. 4 Ejemplo: Determinar la serie de Fourier de la funcion f(x)=x si XG(—Z,Z) y

f(x)=f(x+4) en otro caso.

/Solucién: Primero hay que observar que la funcion f es periddica de periodo T =4
. La graficade f en intervalo fundamental es la siguiente:
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Luego se procede a calcular los coeficientes de Fourier del siguiente modo:

(a) Para a, se realiza lo siguiente:

T 4
22 22 1% 11,7 1.2 1, ..
a, TIT (x)dx 4J;x X 2_J;X X Z[ZX L 4( ) 4( )

2 2

(b) Para a, se realiza lo siguiente:

2
f (x)cos(@xjdx =1Ixcos[ﬂ—nxjdx
- T 29 2

r 2
4cos(nﬂxj 2Xsen (MXJ
2 2
2

2 +
nz Nz

2
a ==
T

C—yro |

NS

L -2

-4cos(nﬁ)_4cos(_m)}o

n’z? n’z?

Asi, se tiene que a, =0.
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(c) Para b, se realiza lo siguiente:

5 zn
I f cos(—xjdx— _[xsen(—xjdx
T 2

2

2
2X cos(n”xj 4sen (nﬂxj
2 2

=] - -
nz n’z?

—||r\>

[E=Y

N

L -2

1] 2(2)cos(nx) . 2(—2)xcos(nn)}
2

nrx nrx

I

-y

Nz

4(_1)n+1 |

nz

Finalmente se tiene que b, =

Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

A O V4 T
f(x)== a cos| =nx |+b_sen| =nx
(=5 + 22 [2 j” (2 J

- %(0) + nZ::[(O)cos(% nx) + (A'(;—i)m}en (% nxj]

£ 4
; 4 Ejemplo: Determinar la serie de Fourier de la funcion periédica definida en el
intervalo fundamental por la relacion:

2 i
F(x)= X s! 1<x<0
X s 0O<xx«l

/Solucién: Primero hay que observar que la funcion f es periddica de periodo
T=2.Lagraficade f en intervalo fundamental es la siguiente:
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N

Luego se procede a calcular los coeficientes de Fourier del siguiente modo:

(a) Para a, se realiza lo siguiente:

T
1

2 2 2 0 1
a,== [ f(dx="2[ f(x)dx= [ x2dx+ [ xelx
T T 2—1 -1 0

2

SRR
1,13
3 2 6

(b) Para a, se realiza lo siguiente:

E
a, =$j f cos(—x}dx j f(x)cos(z—;mxjdx

T -1
2

:Ix cos(7znx) dx+jxcos znx) dx
.

B 2n7rxcos(n7rx)+( —2+n2zX 2)sen(n;zx)} {Cos(nﬁx)ersen(nﬂx)T
0
-1

n7r

n7z %4

néz3 n’z> n*z’

_ _0 B 2n7z(—1)cos(—n7z)} . [cos(nn) 1 }

2(-1)" +(—1)” -1 3(-1)"-1

n’z x>  n’r?
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Asi, se tiene que a, =——"—5—
n°z

se realiza lo siguiente:

(c) Para b,
;
b, = 3] f sen(@xjdx jf(x)sen(@xjdx
T % 2
2
0
—_[x sen(znx) dx+Ixsen znx)dx
(2—n27Z'2X2)COS(n7Z'X)+2n7Z'XS€n(n7Z'X) ’ XCOS(nﬂ'X) Sen(nﬂ-x)
= +| - +
n’z? [ nz n’z?
L -1
| 2 _(2—n )COS( nz) [ cos(nﬂ)_o}
n’z® n’z? nz
2 (2-m7*)(-1)" (1) 2-(2-n7)(-1)"-n’xt (<L)
Tt n*z® o n’z?
2-2(-1)
Hay que observar la expresion:
n |0 n es par
2-2(-1) ={ P
4 n es impar
En consecuencia
0 n es par
b,=< 4 .
—— nesimpar
72_3n3 p
4

Finalmente se tiene que b, , =—.
" (2k-1)
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Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

f(x)= % + ian cos(znx)+b, sen(znx)

n=1

1(5) &[[3(-1)"-1 4
:E(Ej+;[(WJCOS(MX)+[m]3en(ﬁnx)]

—5+oo 3(;)n_lcos;mx+Lsenﬁnx
12 Z;H n’z? ] ( )[n3(2n—1)3] ( )}

2.2.2. La serie de Fourier de una funcion

El proceso anterior, se puede generalizar del siguiente modo: Sea f una funcién

continua a pedazos definida sobre el intervalo (a,b). Dado {¢n} un conjunto ortonormal

nell

de funciones en el intervalo (a,b). Supodngase que f es combinacién de los elementos

{¢,}._  es decir, existen a, ] con nell tales que:

F(9 =22

para todo X€(a,b) salvo en conjunto finito de puntos. El problema a resolver es
determinar los valores de los coeficientes a, €[] , para ellos se procede de forma similar a
lo presentado en la seccion anterior.

Por definicién que {¢,} _ es ortonormal en (a,b) significa que:

(ot} -]

0 sin#m
1 sin=m
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Dado ke con k fijo, suponiendo que la integral y la serie pueden conmutar, entonces
se tiene las siguientes relaciones:

<f,¢k>=<gan¢n(x>,¢k(x>> j{

~[Sag, (xm(x)dx=i [a., (0, ()

n=1 1a

an¢n(X)}¢k (x)dx

n=1

© b

=>a, [ 4, (X)g, ()dx = Z_‘,an oy

n=1 a
= ak

Por lo tanto se tiene que:

f(x)= Zan¢ (x) donde a,=(f,¢,) jf(x)¢ (x)dx .

Esta Gltima relacion se conoce como la serie de Fourier generalizada con respecto al
conjunto ortonormal {¢,} _ de la funcién f en el intervalo (a,b), finalmente los

elementos {&,} son conocidos como las constantes de Fourier.

Ejemplo: En la seccién anterior se mostré que el conjunto {1,\/§cos(n7rx)} 0 es
nell \{0

ortonormal sobre [0,1]. Sea ¢,(x)=1 y ¢, (X)=+2cos(nzx) entonces para una funcion

f €C[0,1] su serie de Fourier esta dada por:

f(x)= ian(/ﬁn (x)=a, + ian«/fcos(n;zx)

Donde a, :.l[ f(x)dx y a, :.l[ f (x)¢n(x)dx=\/§j' f (x) cos(nzx)dx .

2.2.3. Convergencia de una serie de Fourier

En la seccion anterior se present6 la funcion periddica:
-2 Si —r<x<0
f(x)= X si0<x<rzm
f(x+27) enotrocaso
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Tiene como serie de Fourier la funcion:

0

f(x) =(%—1j+2{—ﬁcos((2n —1)x)+ 2=

n=1

Para ejemplificar la esencia de la Fourier se toman k elementos de dicha serie, lo que

induce la siguiente funcion:
—2(-Y) —#(Y) sen(nx)}

f (x)= f(x):(£—1j+i[—”(+_l)zcos((2n—l)x)+ 2 —

4 n=1

Comparando la grafica de f con la grafica de la funcion f,_ para algunos valores de k se
tienen las siguientes figuras:

LN\ O
1 e

Como observaras a medida que se k crece la discrepancia que hay entre las gréficas de
las funciones f y f, es menor, este proceso toma el nombre de convergencia de

I
-~
=
I
oo

funciones.

El matematico Peter Gustav Lejeune Dirichlet propuso un conjunto de hipétesis simples
gue tiene que cumplir una funcion periédica para que la serie de Fourier converja a la
funcion original, estas hipoétesis son conocidas como las condiciones de Dirichlet.

Definicion: Una funcion f es suaves a pedazos en un intervalo dado si y solo si las
funciones f y f' son continuas a pedazos en dicho intervalo.
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De forma gréfica, una funcion a suave a pedazos debe de tener un namero finito de
discontinuidades y un numero finito de picos.

Teorema: Sea f una funcion suave a pedazos y perioddica de periodo T . Entonces la
. . .1 . _ . _
serie de Fourier converge al promedio E(f(x0)+ f(% )) ,donde f(x;)y f(x ) denotan

los limites por la derecha e izquierda de f en x, respectivamente. En particular, cuando
f escontinua en x, se tiene que la serie de Fourier converge a f(x,).

Cabe mencionar que estas condiciones son de suficiencia, esto quiere decir, que si se
cumplen se garantiza la convergencia de la serie de Fourier, sin embargo cuando una
funcién no se cumpla con dichas condiciones su serie de Fourier puede o no converger.
Aplicando este teorema al ejemplo presentando anteriormente, debes observa que hay

una discontinuidad en x, =0. Luego f(x) »-2 cuando x — 0" y ademas f(x)—>0

cuando x — 0", entonces la serie de Fourier converge en x, =0 a
1 . N
E(f(xo)+ f (xo))=5(0+(—2))=—1
Finalmente, observa que f, (0)=-1.

Como consecuencia de las condiciones de Dirichlet se tiene el siguiente resultado:

Teorema: Sea f una funcion suave a pedazos y periodica de periodo T tal que f' es
suave a pedazos, entonces

=, 27N 27 27
f'(X)=> —| —-a sen| —nx |+b_cos| —nx ||.
¥ ZT[ " (T j ! (T ﬂ

n=1

Demostracién: Se tiene f' es suave a pedazos y periodica de periodo T, en
consecuencia se puede expresar por medio de una serie de Fourier:

a, il 2 2
f'(x)==2+ COS| =—nX |+ B.sen| =—nx
00=%+ S cos| Zme 1 sen| 2|

n=1

Donde
T T T
2 2 5
@=g ] 1000 @ =21 '(X)cos(@xjdx =7l f'(x)sen(@xjd
T ki 5
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Por el teorema fundamental del célculo se tiene que:
T

o =13_ TT f ‘(x)dx=%[f Gj— f (-%ﬂ:o ya que f G]: f (—2]

2

Por otra parte, por medio de la integracion por partes se tienen las siguientes relaciones:

2
a, =£J' f'(x)cos(@xjdx
T4 T
2
T
2
_2 {f(x)cos(@xﬂ2 +2Lnj f(x)sen(@x)dx
T T T %
2 2
T
2
:@ EI f(x)sen(@ jd Z@bn
TI|T T T

T
2% .. 2zn
B, =?fT f (x)sen(?xjdx
2
T T
) 2
_2 f(x)sen(ﬂxj i —zinf f(x)cos(zinxjdx
T T T T 4 T
2 2

Por lo tanto se tiene que:

> 27N 2 2
f'(X)=) ——| —a sen| =nx |+b_cos| =—nx |]|.
()ZT[” [T j” [T ﬂ

n=1

Universidad Abierta y a Distancia de México 42



U 2 Matematicas aplicadas para ingenieria

Series de Fourier

o
. 4 Ejemplo: Dada la funcion f(x)=e™ en el intervalo (—3,3) y f(x+6) en otro caso,
utilice los primeros 5 términos diferentes de cero de la serie de Fourier para aproxima a la
funcién f .

\/Solucién: Antes que nada hay que observar que la funciéon f tiene periodo T =6,

Los coeficientes de la serie de Fourier, se calculan de forma similar a los ejemplos de la
seccion anterior:

(a) Para a, se realiza lo siguiente:

T
2 ‘ 2 ( X 1 x 3 -3
?:[f(x)dx=€_[3e dx:é[e ]_325(9 —e”)

2

a0:

(b) Para a, se realiza lo siguiente:

3
f (x)cos(@xjdx =g'|'eX cos(”—nx]dx
T 67, 3

-3

| g os(on) |- S aoos(-n)

| 94nix +Nn°7x
(e (') 31y (e-e)
B 9+nz? - 9+4niA?

3(-1)"(e* -e?) |

9+n’s’

Asi, se tiene que a, =
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(c) Para b, se realiza lo siguiente:
3
X)sen (zin xj dx = I e*sen (”—n xj dx
A T 67, 3

2o 22 3(’;)}}
[t nncosw))Hgf,;;z(nﬂcos(—m»}
N6

nz(-1)"e* —nz (- 1)”e’3) n;z(—l)"(e3+e‘3)

T

52
=?J'

T
2

|_\

9+n7z 9+n’7?

nz(-1)"(e*+e”) |

Asi, se tiene que b, =—
" 9+n?z?

Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

f(x)= %-‘r ian cos(%nxj +b, sen (% nxj
:1(e3 —e‘3)+i[3(_1) (92 _Zei )cos(anj— (1) (e e )sen(fnxJ]
6 3 3

9+n’x 9+n?z?

En consecuencia, los primeros cinco términos no cero de la serie anterior son:

%(%(& —e? )j + 3(_531{12;: ;26_3) cos(%(l) Xj - ) ”(_1)(1) (es ’ e—3) sen (%(1) xj

9+ (1)2 7l

) 3(-1) (e -e*) - (%(z)xj (@a(-1)? (e + e‘3)Sen (% ( 2)xj

9+(2)" 7 9+(2)" 7

En consecuencia, la funciéon buscada es:

g(X) =%(93 _e—3)_3(e—_ez)cos(%xj+M5en(%x)

9+rx 9+ 7
3(e°~e®) (27 ) 2z(e*+e®) (2
+—2cos(— xj ——————Jsen (— xj
9+4rx 3 9+4rx 3
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Gréficamente se tiene lo siguiente:

20 ™= f(x)
gl ™= &)
16
144
12
107
8]
N
n
-3 \L/lﬁpoo 1 2 3
]
K 4
. 4 Ejemplo: Dada la funcion
-1 si —1<x<0
f(x)= 1 si 0<x<1

f(x+2) en otro caso

Utilice los primeros 7 términos diferentes de cero de la serie de Fourier para aproximar a
la funcion f .

\/Solucién: Lafuncion f tiene periodo T =2, Los coeficientes de la serie de Fourier
son los siguientes:
(a) Para a, se realiza lo siguiente:
0 1

2, :%if(x)dx:%_tf(x)dx: J (- [y

-1
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(b) Para a, se realiza lo siguiente:

n

2
a =—
T

-1

N‘_p—..\,\—q

(=1)cos(znx)dx + j(l) cos(znx)dx

—— o

LN

{—%sen (mx)I1 + [isen (mx)}l
0

zn 0

Asi, se tiene que a, =0.

(c) Para b, se realiza lo siguiente:

-2
2

N\—i'—"‘"_'

-1

1)sen(nx dx+_[ )sen(znx)dx

.L'—»O

[icos (7znx) } J{—icos(nnx)}1

zn 0

&=

-2(-

zn

Hay que observar la expresion:

an |0 n es par
4  nesimpar

En consecuencia:
0 n es par

4 :
— n es impar
7n

Universidad Abierta y a Distancia de México

(x )cos(%xjdx:%j f(x)cos(z—;mx]dx

f(x )cos(%x)dx_gj. f(x)sen(z—;mx]dx

46



U2

Matematicas aplicadas para ingenieria
Series de Fourier

4

Finalmente se tieneque b,, , =———.
AU Do 7(2k-1)

Por lo tanto la serie de Fourier es de f es:

f(x)= % + ian cos(znx)+b, sen(znx)

n=1

=%(0)+Z{(O)cos(ﬂnxﬁ[”(zi_1)}6”(”(2” ‘1))‘)]

< 4
=§”(2n_1)sen(7mx)
En consecuencia, los primeros siete términos no nulos de la serie anterior son:
4 4 4

—”(2(1)_1) sen(ﬂ(Z(l)—l)X)+Wsen(ﬂ(zﬁ)—l)x)+Wsen(z(2(3)—1)x)

4 4 4
+—”(2(4)_1) sen(ﬂ(2(4)—1) x)+Wsen(n(Z(S)—l)x)+W5en(7r(2(6)—1)x)

4
+”(T)_1)sen(7r(2(7)—1)x)

En consecuencia, la funcion buscada es:

4 4 4 4
a(x) = —sen (7mx)+ 3,5 (37x)+ £ -sen (57x)+ ——sen (77x)

+isen (97x)+ isen (11zx)+ isen (137x)
V4 11rx 137
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Gréficamente se tiene lo siguiente:

R —
- g(x)

i I

2.2.4. Serie de Fourier de funciones pares e impares

Como habras visto, hay funciones periddicas que tienen serie de Fourier con
exclusivamente cosenos 0 exclusivamente senos, en esta seccion se presenta las
condiciones para que esto resulte. Para esto se comienza con la siguiente definicion:

Definicion: Sea f una funcion definida en algun intervalo | centrado en cero, entonces
sedice que f esparsiysolossi f(-x)=f(x) paratodo xel . Por otro lado se dice que
f esimparsiysolosi f(—x)=—-f(x) paratodo xel .

Como consecuencia inmediata de la definicion anterior se tiene que: Si f es impar
entonces f(0)=f(-0)=-f(0) , es decir 2f(0)=0, por lo tanto f(0)=0.

Universidad Abierta y a Distancia de México 48



U 2 Matematicas aplicadas para ingenieria

Series de Fourier

Gréficamente, una funcion par es simétrica con respecto al eje vertical, como lo muestra
la siguiente figura:

S

R

e

De forma similar, una funcién impar es simétrica con respecto al origen de coordenadas,
como lo muestra la siguiente figura:

N

Ejemplo: En cursos de trigonometria elemental se muestra que las siguientes relaciones:
cos(—x)=cos(x) y sen(—x)=-sen(x)

Esto afirma que cos(x) es pary sen(x) es impatr.
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La multiplicacion de funciones pares e impares satisface la siguiente tabla:

Ejemplo: La tabla anterior a firma que la funciéon cos(mx)cos(nx) es par, que la funcién
cos(mx)sen(nx) es impar.

Ahora se presenta las propiedades que tienen las funciones pares e impares con respecto
a la integral sobre un intervalo centrado en el origen.

Proposicion: Sea f una funcion definida sobre unintervalo | centradoen 0.Si f es
par, entonces para cualquier ae |l con a>0 se cumple que:

j f(x)dx = 2]l f (x)dx

—a

Demostracién: Para mostrar estoy solo basta observar lo siguiente:

j' f(x)dx = jl f(x)dx+jl f (x)dx

Luego tomando u=—x se tiene que:
0

I f (x)dx =.(|J‘ f(-u)(—du)= —j.' f (u)du =jl f (u)du

—a

Por consiguiente:
0

j f (x)dx +jl f (x)dx =Ja' f (x)dx +j" f(x)dx = 2_? f (x)dx

—a

Por lo tanto:

j' f(x)dx = 2]1' f(x)dx.

—a
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Este resultado se puede obtener de forma gréfica, observando la simetria con respecto al
eje vertical, como lo muestra la siguiente figura:

Existe un resultado similar al anterior para funciones impares, el cual se enuncia a
continuacion:

Proposicion: Sea f una funcion definida sobre unintervalo | centradoen 0.Si f es
impar, entonces para cualquier a1 con a>0 se cumple que:

T f(x)dx =0

-a

Demostracién: De formar similar a la prueba anterior se comienza con la siguiente
relacion:

a

j f (x)dx = T f(x)dx+i f (x)dx

—a

Luego tomando u=—x se tiene que:
0

[ (0 =T f (~u)(~du)=—

-a

D C— O

(=f(u))du= —jl f (u)du

Por consiguiente:

'T f (x)dx +T f(x)dx = —i f (x)dx +j£ f(x)dx=0

-a 0 0

Por lo tanto

jf f(x)dx=0.

—-a
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De forma gréfica se tiene lo siguiente:

Ahora se aplican las dos proposiciones anteriores para el calculo de los coeficientes de
funciones pares e impares.

Teorema: Sea f una funcién periédica de periodo T , supdngase que:

%, D a, cos(z—” nx} +b, sen (2—” nx)
2 T T

n=1

es su representacion en serie de Fourier. Si f es par, entonces b, =0 paratodo n>1,
similarmente, si f es impar, entonces a, =0 paratodo n>0.

. . L 2 .
Demostracion: supéngase que f es par, dado que la funciéon f(x)sen (?ﬂnx] es impar
se tiene que:

b, ==
=

R 2

f (x)sen (ZT_” nxj dx=0

[

De manera similar si f es impar se tiene que:

T

2

a0=$j f(x)dx=0

T

2
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. 2 . o
Ademas la funcion f(x)sen [?ﬁnxj es impar, lo que implica que:

2
a, ==
T

—yro |

f(x) cos(z_l_—” nxjdx =0.

N

o
. 4 Ejemplo: Calcular la serie de Fourier de la funcion f cuya grafica en el intervalo
base esta dada en la siguiente figura:

-

\/Solucién: Primero hay que observa que la funcion f es periédica de periodo T =4
y es definida por
-X—-2 si —-2<x<0
() = ! <X<
-Xx+2 si O<x<2

Ademas, f esimpar ya que es simétrica con respecto al origen de coordenadas, por
consiguiente a, =0 paratodo n>0. Asi, solo resta calcular los valores de b, , para hay

., 2z . -
que observar que la funciéon f(x)sen ?nx es par, lo cual implica lo siguiente:
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b, :% i f(x)sen [ZT—” nxjdx %_2[ f(x)sen (27” ndex = %{Zi f(x)sen [%nx)dx}

T 4  2X N X 4 N X 2
= |(-x+2)sen| —nx dx=|| ——+— |cos ———5sen
2 nr nz 2 n‘z 2

0

Es decir b, =— . Por consiguiente la serie de Fourier de f es:

nrz
A Vs T
f(x)=—+ > a_ cos| =nx |+b_ sen| =nx
) 2 Z‘ (2 j ! (2 )

$»
4 4 Ejemplo: Calcular la serie de Fourier de la funcion f cuya grafica en el intervalo
fundamental esta dada en la siguiente figura:

\/Solucién: Primero hay que observa que la funcion f es periédica de periodo T =4

y es definida por
£(x) = X+2 s?—2<x<0
—X+2 si O<x<?2

Ademas, f es parya que es simétrica con respecto al eje vertical, por consiguiente
b, =0 paratodo n>1. Asi, solo resta calcular los valores de a, para n>0, tomando
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2

3= %jT f(X)dx_i'fZf(x)dxzé[ZE[f(x)dx}:!(—x+2)dx
1 2 T 1 2
:l: E +2X_0=—§(2) +2(2):2

., 2r N -
Luego, la funcién f(x)cos| —nx | es par, lo cual implica lo siguiente:

a =

n

2
T

o | =

f (X)sen (zT—ﬂ nxjdx = i Jz' f(x) 005(27” nxjdx = %{Zi f(x) cos(% nxjdx}

[ {22 o - 2o 2]
[ njr }[ nir }n:;z(_(_l) +1)

La expresion:

x+2 cos X = {

1 (1)n_0 n es par
12 nesimpar

En consecuencia

0 n es par

—  Nhesimpar

: . 8 - . .
Finalmente se tiene que a,, , :Z(Tl)z . Por consiguiente la serie de Fourier de f es:
7Z' [—

A V4 V4
f(xX)=—+)» a_cos| —nx |+b_sen| —nx
) 2 le " (2 ] ) (2 j

0

=1+;ﬁcos(%(2n—l)xj
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2.3. Aproximacion en media

Para comenzar esta seccion, se presenta la definicion de distancia entre dos funciones, la

cual es analoga a la distancia entre dos vectores tridimensionales. Para vectores en [ ° la
distancia entre punto o y el punto g se define por:

d(a ) =l A

Andlogamente, se define la distancia para elemento de C[a,b], de la siguiente manera:

Definicién: Dadas f,geCl[a,b] ladistanciade f a g es:

d(f,g)=|f —g||=\/j(f(x)—g(x))2dx.

2.3.1. Desviacion maxima

Como se vio en la seccién anterior, una funcion periédica pude ser aproximada por un
namero finito de elementos de su serie de Fourier, en esta seccion se presenta una forma
de calcular dicha aproximacion.

Como se vio en la seccidn anterior, para una funcion continua a pedazos f de periodo T
su serie de Fourier es:

8 2 2
f(x)=—= a cos| —nx |+b_sen| =nx
0= 28 [T j” (T j

n=1

Donde

N |
—o

aozé_[tf(x)dx an=.|3. f(x)cos(z_l_—”nxjdx bnz_lg_ f(x)sen(z_l_—”nxjdx

N =

N

Sea @, (x) la N -ésima suma parcial de la serie de Fourier, es decir:

N
@, (x) :%+Zan cos(z_l_—”nx}rbn sen(z_l_—” nx]

n=1
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Luego sustituyendo los valores a,, a, y b, junto con la identidad trigonométrica:
cos(A—B)=cos(A)cos(B)+sen(A)sen(B)

se llega a la siguiente relacién:
T

2 B N
@N(x)=$j £ 2+ cos| 2

T 27 27 27
[— ntjcos(— nxj +sen (— ntjsen (— nx] dt
L |12 = T T T T
32
r N
o] L+ Zcos[z—”n(t _ x)ﬂdt
2 =T

Considerando la relacion:

sen(A)—sen(B)= 25en(A; Bjcos(A+ Bj

2

0 |

2
T

NI

Implica las siguientes relaciones:

Zsen(t_TX)cos{zT—”n(t— x)} =sen Kz_l_—”n +%)(t —x)}—sen [[Z_I_—”n — 1j(t— x)}

Es decir

21”+£ —X) |—sen Zln_l _x
cos{z-r_ﬂ”(t—x)}= [(T Zj(tzse)J(tZX%(T ZJ(t )}

Luego se sigue que:

2 1

27 Y= x) | =sen|[ Zn=L)(t-x
%+gc03[i—”n(t—X)}=%+g KT Zj(tzj(tzxg('r Zj(t )}
) sen Hz'lfr N + ;j(t - x)}
Zsen(t_zx)

Universidad Abierta y a Distancia de México

57



U2

Matematicas aplicadas para ingenieria
Series de Fourier

Sustituyendo esta Ultima expresion se tiene que:

sen [(2_: N +;](t - x)} |
7]

Esta es una manera de calcular la suma parcial @, de una serie de Fourier a través de

una integral, esta integra toma el nombre de Integral de Dirichlet. En la practica no es
facil calcular dicha integral, pero existen métodos como la regla de los trapecios o la regla
de Simpson que permiten aproximar el valor de dicha integral adecuadamente.

t

o [

O () == f(0)

1
=

N =

£ 4
K4 Ejemplo: Dada la funcion periddica definida en el intervalo base por f(x) =2 si
—2<x<0y f(xX)=-2 si 0<x<2. Calcular:

,  sen {(47z+;)(t - x)}

[t

-2 sen(t_x]
2

dx .

\/Solucién: Hay que observar que la integral

,  sen [(47r+;)(t—x)} ;

j f(t) (t_xj
-2 sen
2

X

Tiene la forma de la integral:

senHz_ler + ;j(t_X)L

Jto (t—xj
- sen

Identificando las expresiones se tiene que T =4 y N =8. En consecuencia:

T [(47”;)0 — x)}

ijﬂ) t—x
2 sen (j

dx =d,(X)
2
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Ahora hay que calcular la serie de Fourier de f , para esto observa que f esimpar lo
que implica que a, =0 paratoda nel] . Para los coeficientes b, se tiene lo siguiente:

b, = %i f (x)sen (%Tﬂ nxj dx = %[2@(—2)3% (% nx] dx}

= {%cos(% nxﬂ: = %cos(;m) —%
=i((—1)” —1)

zn
Luego se tiene que:

8
D, (x) = % +Ya, cos(z_l_—” nxj +b, sen (ZT—” nxj

n=1

2
8 (ﬂ'Xj 8 (37rxj 8 (SEXJ 8 (7ﬂxj
=——sen| — |-—sen| —~ |-—sen| —— |- ——sen| —~
T 2 3 2 Y1 2 T 2

Tienes que observar que también se toman en cuenta los coeficientes iguales a cero.
Finalmente, se tiene que

TR |:(47Z+;)(t—X):| Y

—j f(t) —gsen(”—x)—isen(@)
47 sen(t_xj T 2 ) 3 2

8 5xX 8 17X
-—Ssen| —— |——sen| ——
S5z 2 1 2

2

Por consiguiente:

,  sen KM + 1j(t — x)}

j f(t) 2 dx = —g[sen (”—Xj +Lsen (%j +1en (%j +Leen (@H

% Sen(t—xj 7 2) 3 2 )5 2 )7 2
2

)
K4 Ejemplo: Dada la funcion periédica definida en el intervalo base por f(x)=-x si

-1<x<0y f(x)=x si 0<x<1. Calcular:
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Jl‘ o sen [(37; + ;j(t - x)} ;
-1 sen (t—zx)

\/Solucién: Se procede de forma anéloga al ejemplo anterior, observando que la

expresion:
. sen |:[37I+;)(t— x)}
[t

o (t—x)
sen| —=
2

z sen KZ_FZ N + ;j(t - x)}
j f(t) d
T sen| ——
2 2
Lo que permite obtener que T=2 y N =3. En consecuencia:
. sen (37z+1j(t—x)
It 2
27 (t - xj
sen| ——
2

Toca el turno de calcular la serie de Fourier de f , para esto observa que b, =0 para toda
nell yaque f espar. Para el coeficiente a, se tiene lo siguiente:

21 1

EI f(x)dx:zgxdx:z{%le :2[%}:1

X.

dx

Es similar a la integral:

t

dx=d,(X)

8

-1
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Para los restantes coeficientes a, se tiene lo siguiente:

1 1
a, =§:[ f (x)cos(%Z ndex: lecos(nnx)dx

1 X '
= { 22 (nzx)+ Esen (nnx)}

o[ kzomton)-( )|

Luego se tiene que:

3
D, (x) = %, D a, cos(z_l_—” nx} +b, sen (Z_I_—” nx)

2 n=1

1 & 2 2r

E+nz=:‘7r2n2(_ —1)005(?nx]
:%_% cos(7X)——cos(37v)

Al igual que en el ejemplo anterior, también se toman en cuenta los coeficientes iguales a
cero. Finalmente, se tiene que:

. sen |:(3ﬂ'+;](t — x)}

_[f(t) dX=1—£COS(7zX)—iCOS(3ﬁV).

_ 2 2
% sen(t ZX] Vs 97

2.3.2. Desviacion media cuadratica

Dada una funcién f continua a pedazos definida sobre el intervalo base (&,b), dado un
conjunto ortogonal de funciones continuas a pedazos {4, } _ definidas sobre (a,b), con
{¢n} un conjunto ortogonal de funciones. Dado N e[1 se toma la combinacion lineal de los

primeros N elementos del conjunto {4, }

nell *

CI)N (X) :7’0¢0(X)+71¢1(X)+"'+7N¢N (X)

Donde a,,...,a, [l .
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El siguiente namero:
b

[f =@y = [[ 00—, dx

a

Mide la desviacién cuadrética de la funcién @, de la funcién f en el intervalo base (a,b).

. 2
El objetivo de esto es encontrar los valores y, de tal forma que E, =||f —®, | sealo
menor posible, el nimero E, toma el nombre de error medio cuadratico.

Observa que:
[F0) -0, ] =[FOO] =2 ()@ () +[@ (] .

Tomando el error cuadratico se tiene:
b

Ey =[f @[ = [[f0)-@, (0] dx

a

T D — T

([ FOOT =2 (0D, () +[ @, (x)]z)dx

[f] dx—ZT f(X)D, (x)dx+j'[cDN (x)] dx

_— o

OO —2(F, @y )+ [0,
Luego, se tiene lo siguiente:

(@, @)= [[@4 (O] dx=[ (7 () + 72 0) +--+ 78 (%)) dx

= [(yo%(x))z ot (0) +23 7m7n¢m(x)¢n<x)jdx
=y
Ademas:

(f,04)=[ £ 00Dy (dx= [ () [766h () + 72 () +++-+ ()]

= 7o] T 00 A+ + 7, [ (g, ()

=70+t N,
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Donde a, son los coeficientes de Fourier de la funcion f en el conjunto ortogonal {¢n}.
Esto implica que:
By =[ [ -2(f, @)+ [
=1 = 2(rom +++ +7nay )+ (7" ++ 7%)
=[]+ (a7 ++ay? ) = 2(pp3g + o+ 7@, )+ (70" + o+ ) — (87 + -+ 3 ?)
=||f||2+(a02_270a0 +707 )+ (a7 = 2ra, + 7,7 ) - (2 -+t
=||f||2+(ao—7o)2+---+(an—yn)z_(a02+...+aN2)

La dltima relacién afirma que el error medio cuadratico es minimo cuando:
2 2
(80=70)" +-+++(a,=7,) =0

Lo que implica que:
Yo=8 7Nn=8 ... =

Lo anterior demuestra el siguiente resultado:

Teorema: Dados f €C[a,b]y {¢,} un conjunto ortonormal de funciones definidas en el

intervalo fundamental (8,b). Sean {a,} los coeficientes de Fourier en la base {¢,}, para
el conjunto finito de funciones ¢,,...,4, la combinacion:
ao¢o(x)+ai¢1(x)+"'+aN¢N (x)

Es la que minimiza el error medio cuadratico en el intervalo (a,b).
Por tal motivo el error medio cuadratico se define por:

Ey =|f| —(a02+...+aN2)

Finalmente, como E, =|[f -®,[" >0 trae como consecuencia que:
||f||2 —(a02 +..-+aN2)ZO

I >a, +--+a,2

Como la relacién anterior es independiente del valor N, N puede ser tan grande como se
desee, lo que implica que:
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8,7 +ray +=Yal <[
n=0

Con todo lo anterior se ha demostrado el siguiente resultado:

Teorema: Dados f €C[a,b]y {¢,} un conjunto ortonormal de funciones definidas en el

intervalo fundamental (a,b). Sean {an} los coeficientes de Fourier en la base {4, },
entonces:

Zan S” f " )
n=0
Esta relacion se conoce como la desigual de Bessel.

Como || f || es finito, la serie > a? es convergente, asi a, —0 cuando n—x, es decir:
n=0

fim{£,,) = im £ (6, (0cx =0

En particular, para la serie trigonométrica de Fourier de una funcion periédica de periodo
T, se requiere del conjunto ortogonal:

oo )

Como se vio en la seccion anterior, para una funcion continua a pedazos f de periodo T
su serie de Fourier es:

n=1

8 2 2
f(x)=—= a cos| —nx |+b_sen| =nx
0= 28 [T j” (T j

Donde:

e |
—yo |

aozé_‘[zf(x)dx anz_l_E f(x)cos(z_l_—”ndex bnz_lg_ f(x)sen(z_l_—”nx)dx

N =
=

Sea @, (x) la N -ésima suma parcial de la serie de Fourier, es decir:

N
@, (x) :%+Zan cos(z_l_—”nx}rbn sen(z_l_—” nx]

n=1
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Donde Xxe ( II) Luego:
2 2
T 2
2 N
||®N||=I %, +> 8 cos(—nxj+b sen(z?nxj] dx
T n=1

Il
e L N'
I/ /_\
4> dm.\,
+
2=

a ’cos? (2—” nxj +b,?sen’ (2—” nxj +2) cos(z—” nxjsen [2—” mxj dx
1 T T = T T
T T T
2 N 2 2” 2 272_
=2 | dx+| > a?|cos’| ==nx |dx+h’ | sen’ —nxjdx
i o | S o oo (3

2

:%Z(T)Jri{anz (TEjernz (TEH =%[a§+i(aﬂ2 +h 2 )}

n=1

]

N

T : . 2r 2r
El elemento 7 se obtiene porque el conjunto 11,cos ?nx ,sen ?nx no es

normalizado, por consiguiente el error medio cuadratico:

2 2
=2 % S )
n=1
Luego, la desigualdad de Bessel garantiza que:

oS en) | i -2 oo o

n=1

K4
/ Ejemplo: Hallar el error medio cuadratico de la funcion:
-2 si —7<x<0
f(x)= X si0<x<nxm

f(x+2x) enotro caso

Y la funcion ® que esta formada por los primeros seis términos no nulos de la serie de
Fourier.

\/Solucién: En la seccion anterior se presenté que la funcion
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-2 Si —7r<x<0
f(x)= X si0<x<rzm
f(x+27) en otro caso

tiene periodo T =2z y su serie de Fourier es:

f(x) =(£ —1j+i{—ﬁcos((2n —-1)x)+ 2- 2(_1)" _”(_1)" sen(nx)

4 n=1 nzx
Donde:
2-2(-1)" = z(-1)"
a=--2 A1 =~ 2 2 b, = ( ) ”( )
(2n—1) T nr

Lo que implica que:

d(x) = Z_1)- Ecos(x) - icos(3x) + 4+—”sen(x) - lsen(2x) + 4+—7zsen(3x)
4 T Or T 2 37

De donde se obtiene que:

2 2
=Z(r-4 -_Z __c
% (7[ ) % T % 97
4+ 1 1 4+
by T 2 2 > 37
En consecuencia:
, 1 2 , 4 , 4
==(r-4 = T
G L Y
2 2
b12:(4+7r) bzzl b32:(4+7r)
2 24 972

Por otro lado se tiene que:

ittt o= frapofua -2 a5

7 0
3 2
=l 4r+ =4+
V4 3 3
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Por consiguiente el error medio cuadratico es:

20,k (& X
== 2 S Sfai )|

n=1

={4+”_2}_[%+1(”_4)2+ 328 +10(4+;r)2]

3 8 81r° 9?
~0.7957

P
K d Ejemplo: Hallar el error medio cuadratico de la funcion periddica definida en el
intervalo base por:
-x-1 si -1<x<0
f(x)= :
-x+1 si0<x<1

Y la funciébn @ que esta formada por los primeros siete términos no nulos de la serie de
Fourier.

\/Solucién: Primer la funcion f es periddica de periodo T =2 y su gréfica en el
intervalo fundamental se presenta en la siguiente figura:

r

1
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La figura muestra que f esimpar, lo que implica que a, =0 paratoda nell . Luego:

1

b, = Jl. f (x)sen(znx)dx = ZI f (x)sen(znx)dx = 2?(—x +1)sen(zznx)dx

1

1 X 1
= 2[_6 cos(nzx)+ Ecos(nnx) g sen(nnx)}

= 2[(—%cos(n7r) + %cos(nﬂ)] —(_éﬂ - %

En consecuencia la serie de Fourier es:

0

0

f(x)= Zisen (7nx)
T

n=1

Lo que implica que:

2 1 2 1
O(x) = —sen (mx)+ —sen (27x)+ 3, %N (37x)+ S sen (47x)

2 1 2
+§sen (57x) + gsen (67x)+ ﬁsen (77x)

De donde se obtiene que:

2 1 2 1 2 1 2
=— b, == b,=— b, =— b, =— b.=— =—
by T > 3z Yoon > b ° 3z by 1
En consecuencia:
2_ 4 21 2 4 2 1 2 4 2 1 2 4
=— b==— bi=— b=— b= be = =
by 2 0 g% % o9g? Y 4x? 7 2572 T 9g? by 497?

Por otro lado se tiene que:

$|| [ =j1[ £ (0] dx = zi(_xﬂ)z dx = Zi(xz ~2x+1)dx

1
=2Fx3—x2+x} =2F—1+1}=g
3 .13 3
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Por consiguiente el error medio cuadratico es:

20 (& &
=2 (S Sfei )|

n=1

_[E}_[i+i+4+1+ 4 +1+ 4}
3 72 7% 9x®  Ax® 2572 9x® 497

266681
4410072

~0.05395

2.3.3. Igualdad de Parseval-Liapunov

La igualdad de Parseval-Liapunov establece la relaciéon que hay entre los coeficientes de
la serie de Fourier y la integral del cuadrado de la misma funcién, esta es una
consecuencia de la desigualdad de Bessel.

Teorema: Dados f €C[a,b]y {¢,} un conjunto ortonormal de funciones definidas en el

intervalo fundamental (a,b). Sean {an} los coeficientes de Fourier en la base {¢n},
entonces:

iahz =||f|® siy solosi lim E, =0.
n=0

Demostracién: Esto se obtiene rapidamente de tomar N — <« en la relacion:
N
2 2
Ev=[flf -2a"
n=0
Como consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado.

Corolario: Sea f una funcion continua a pedazos y periddica de periodo T con serie de
Fourier

© 27
Z a cos(— nx} +b, sen (? nx)

n=1
Entonces a'¥2+i(a 2+b 2)=g||f||2 siysolosi imE, =0.
2 o n n T N—0 N

Otra importante consecuencia se presenta a continuacion.
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Corolario: Supéngase que f que satisface las hip6tesis del corolario anterior. Si f es
par, entonces:

T
aoz = 2 2 2 42 2
& Yar=Zf=2][f .

De forma similar, si f es impar entonces:
T
a &2 2.2 47 2
— be==|f| ==||f dx .
2 + ; n T ” " T .(').[ (X)] X

K 4
i 4 Ejemplo: Aplicar la igualdad de Parseval-Liapunov a la serie de Fourier de la funcion

. . 21+ 4n?
definida en el intervalo fundamental (-7, 7) por f(x)=x+%x2 para calcular Y —;

n=1

\/Soluci()n: La funcién f tiene periodo T =27, los coeficientes de Fourier son los
siguientes: para el coeficiente a, :

17 17 1 11 1 i
== | f()dx== || x+=x* |dx==| =x*+—=X°
% ﬂ'j ) ﬁj( +4 j [2 +12 }

11(1, - 1 3 1 2 1 3 7’
—;[G(”) 3 3 5 H?
Para los coeficientes a, :

_17 O
ao_ﬂif(x)cos(nx)dx_ﬁ_‘[[xwtélx jcos(nx)dx

_1panee X)oos () +(-2+n°x (4 + x))Sen(nx)T
d an®

4n®

(2n(2+ﬂ)cos(nﬂ)]_(Zn(Z—H)COS(n”)ﬂ

1 (2n(2+7z)(—1)”}_{2n(2—n)(—1)“ ]] (-

4n®
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Para los coeficientes b, :

_Lf (el
by _”_J;f(x)sen(nx)dx_ﬁ_[r(x+4x jsen(nx)dx

3|+

| (2-n?x(4+x))cos(nx) +2n(2 + x)sen(nx)]ﬁ
an®

:l_ (2—nz;z(4+7z))cos(n7z)J_[(2+ n2ﬂ(4_ﬂ))COS(_n”)H
7[_ and a3

1 (z-nzﬁ(4+7z))(-1)"J_((unzﬁ(4—n))(_1)n]]__2(_l)n
T 4n3 4n3 n

En consecuencia la serie de Fourier de f es:

7[ . n 2(_1)n

f(x
()12 n_1n n

La igual de Parseval-Liapunov afirma que:

2 © 2

"%+Zl(a +b?)=Z] |
(=) (G2 |- (e
2 6 n=1 nz n _ﬂ-—/r

&1 4 11X x* X

F7A03 ) = R

n=1
2 2 72_4 4

S1+4n° 7t

Por lo tanto
,]Z:;‘ n* 90

—(60+7%).

»
i 4 Ejemplo: Utilizando la serie de Fourier de la funcion periédica definida en el intervalo

fundamental (-1,1) por f(x)=x?, para calcular la serie i%
n=1
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\/Solucién: Es facil ver que el periodode f es T=2 yque f espar, en
consecuencia b, =0 paratoda nell . Luego:

1

—j‘f(x)dx—zj‘xzdx—ZFXS} _2
o= R S I T

0

Ademas:

al"l

1 1
j f (x)cos(nzx)dx = 2| x* cos(nzx)dx =
-1 0

33
nz

2[ 2n7xcos(nx)+(-2+n’z’x* )sen (n;rx)}l

0

n37Z'3 n27Z'2

_ 2[2nzzcos(n7r)j a(-1)”

La identidad de Parseval, en el caso par, implica las siguientes relaciones:

a, S, 42 2
—+ ) a " =—||f(x)| dx
: Z T![ (x)]
1(3]2+i A1) 2——I[x2 ® dx
2\3) &l nz? | 2%
2 & 16 1.1
z =2/ =x°
9+;n4”4 [ Xl
2 161 2
o s
=1 z'(2 2
EFT(EG)

Por lo tanto:
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K4
; 4 Ejemplo: Utilizando la serie de Fourier de la funcién periddica definida por secciones
en el intervalo fundamental por f(x)=-1si -2<x<0 y f(x)=1si 0<x<2, para mostrar

© 1 72_2
que Z(Zn _1)2 5

n=1

/Solucién: Es facil ver que el periodode f es T=4 yque f esimpar, en
consecuencia a, =0 paratoda nel] . Luego:

Por consiguiente:
b, ,=——
™ (2n-1)x

El resultado se obtiene de aplicar la identidad de Parseval para el caso de una funcion
impar del siguiente modo:

ébnz =$j[f(x)]2 dx

(2n-1)"x
16 1
= =2
V2 nzl‘(Zn—l)2
) 1 72_2
nz=1:(2n—1)2 18
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Actividades

La elaboracién de las actividades estara guiada por tu docente en linea, mismo
que te indicara, a través de la Planificacion de actividades, la dinamica que ta y tus
comparieros (as) llevaran a cabo, asi como los envios que tendran que realizar.

Para el envio de tus trabajos usaras la siguiente nomenclatura: BMAI_U2_Al XXYZ,
donde BMAI corresponde a las siglas de la asignatura, U2 es la unidad de
conocimiento, Al es el nimero de actividad, el cual debes sustituir considerando la
actividad que se realices, XX son las primeras letras de tu nombre, Y la primera letra
de tu apellido paterno y Z la primera letra de tu apellido materno.

Autorreflexiones

Para la parte de autorreflexiones debes responder las Preguntas de Autorreflexion
indicadas por tu docente en linea y enviar tu archivo. Cabe recordar que esta actividad
tiene una ponderacion del 10% de tu evaluacion.

Para el envio de tu autorreflexion utiliza la siguiente nomenclatura:

BMAI_U2_ATR _XXYZ, donde BMAI corresponde a las siglas de la asignatura, U2 es
la unidad de conocimiento, XX son las primeras letras de tu nombre, y la primera letra
de tu apellido paterno y Z la primera letra de tu apellido materno

Cierre de la Unidad

En esta Unidad aprendiste la definicion y las propiedades del producto interno y como
este caracteriza la ortogonalidad de funciones, luego estudiaste funciones periédicas y
sus propiedades fundamentales. Luego estudiaste el concepto la serie de Fourier
trigonométrica y su generalizacion de una funcion periddica. Finalmente, aprendiste a
calcular el error medio cuadratico de una aproximacion junto con la desigualdad de Bessel
y la identidad de Parseval-Liapunov.

Para saber mas
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Para mas tener ejemplos de series de Fourier de funciones periddicas puedes consultar
las siguientes paginas:

e http://www.fourier-series.com/
e https://math24.net/fourier-series-definition-typical-examples.html

Fuentes de consulta

e Churchill, R., Brown, J. (2011). Fourier series and boundary valued problems. 8
edicién, USA: Mc Graw Hill.

o Dyke, P. (2004). An introduction to Laplace transforms and Fourier series. Great
Britain: Springer-Verlag.

e Spiegel, M. (2010), Formulas y tablas de matematicas aplicadas, 3a edicion.
México: Mc Graw Hill.
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e Tolstov, G. (1976). Fourier series. USA: Dover publications.

e Zill, D. (2009). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, 9a edicion.

México: Mc Graw Hill.
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